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cl  les  di'bitans  de  ces  Ejcewplaires,  j,»    -. 


/ -/^i 


.    / 


AVERTISSEMENT. 


Lb  succès  qu'obtient  dans  l'ensei^ement  un  ouvrage 
élémentaire ,  impose  â  son  auteur  l'obligation  de  cbercber 
à  le  perfectionner,  en  profitant  des  conseils  que  veulent 
B.  Ven'lai  donner  des  professeurs  éclairés. 
-^Rqiaieurs  observations  m'ont  été  faites  sur  In  théorie  do 
pTos'^rand  commun  diviseur*,  et  en  effet,  quelque  soin 
que  f  éiose  apporté  au  développement  de  cette  théorie ,  je 
ne  me  dissimulais  pas  que. certains  passages  offraient  des 
difficultés  que  je  n'avais  pu  lever  entièrement  ;  aussi  ai -je 
présenté ,  dans  cette  édition  ,  une  nouvelle  théorie  que 
je  crois  exempte  de  tout  reproche,  sous  le  rapport  de 
Texactitude  et  de  la  rigueur.  Toutefois  ,  comme  elle  se 
fonde  sur  un  principe  dont  la  démonstration  (^)  ne  laisse 
pas  d'être  fort  étendue  ,  j'ai  pensé  qu'il  convenait  de  ren- 
voyer celle-cî  à  la  fin  de  l'ouvrage,  dans  une  note  où 
j'expose  en  même  temps  une  méthode  générale  pour  dé^ 
composer  un  poljnontQ  rationnel  et  entier  quelconque  en 
facteurs  premiers* 

Dans  l'exposition  des  principes  sur  la  divisibilité  des 
fonctions  entières,  tout  en  substituant  cette  dernière  déno- 
mination à  celle  de  polynômes  relatifs,  qui  était  un  peu 
vague  ,  j'ai  rétabli,  d'après  Tavis  de  plusieurs  person-- 
nés,  la  dénomination  de  dii^iseur  relatif,  comme  expri- 


(*}  Saivant  les  renscipicmens  que  j*ai  pu  recueillir,  cette  démoattracioq 
snait  due  h  nu  de  mes  confrères ,  M.  Lefebnre  de  Fourcy. 
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mnnt  irès  ex fi clément  ridiîe  c]n*oii  doit  y  aitnclter.  Taî 
même  fnit  précéder  la  lliëorîe  du  plus  grand  commun  di- 
TTseiir  ordîiÉnire  de  celle  da  plus  grand  iTf>mmun  dîvîseiir 
rclitif,  comme  ëlant  plus  simple  et  pouvant  aînsî  servir 
d  inirodiîciîon  A  l'autre-  Je  comp^ire  ensuite  les  deux 
iliéorîus,  pour  faire  ressartîr  leur  diirérencc. 

A  Toccnsion  des  principes  dont  je  viens  de  p*firler ,  jfî 
cruJS  devoir  entrer  dans  quelques  explîcptions,  Il  parnl- 
trail  que  crlîo  espèce  dlnlroduelion  à  la  tliéorie  géncrnlc 
des  c'qun lions,  serait  peu  goûtée  dt^s  élevés  flt  des  profes* 
sturs  eux-niùmes,  non  à  raison  de  )a  dîlBcnllé  qiiVn 
f'prouvc  à  les  entendre  ^  puisqu'ils  sont  loul-a-'fait  analo- 
gues a  cf'UK  q-ii  mu  été  établis ,  en  Arithmétique,  sur  la 
divisibilité  dus  nombres  ,  mais  parce  qu'on  ne  saisit  pas 
Jjîeu  la  liiiison  qui  existe  entre  e^ux  et  les  propriéîts  ries 
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priiunpe,  qa*an  (Mrodoift  de  la  forme  (j>— «X^>^^~^)—0>^**^ 
est  MÊtl,  et  ne  peut  èlre  nul  qo^autant  jfoe  Tim  des  taf> 
teors  j?*— a,  jp-— 6|.'.d  est  lui-même  égal  i  o.  Or,  ce 
principe,  qui  peut  être  asses  facilement  edmis^lorsqnW 
raisonne  sur  diss  quantités  réelles,  ne  saurait  Tâtre  aùsii 
légèrement^  lorsquHl  s*agît  d'expressions  générales,  telles' 
que  a^  by  c^  ^,....  dont  la  forme  et  la  nature  nous 
sont  inconnues,  et  qui  même  peuvent   être  toutes  ou 
en  partie  imaginaires.  Le  mode  de  démonstration  que  • 
}*eniploie  ne  suppose  ce  principe  en  aucune  façon. 
9  Au  contraire,  lorsqu'une  fois  la  proposition  générale 
est  établie,  on  peut,  en  se  fondant  sur  la  composition 
des  équations  (  n®  aS^  ) ,  démontrer  de  la  manière  la 
plus  générale ,  x**.  qu^un  produit  est  nul,  toutes  les  joU 
que  Tun  de  ses  facteurs  est  nul;  2^.  quun  produit  ne 
saurait  être  nul  qu  autant  que  Tun  de  ses  facteurs  est 
nul  aussi.  Car  soit  un  produit  a  .b  .c  .d.  ..  /  d'expres- 
sions  algébriques  de  nature  quelconque.  Regardons  ce 
produit  comme  le  dernier  terme  d'une  équation  dont  les 
racines  seraient  a,  6,  c... 

Cela  posé,  i*.  si  Ton  admet  que  Tun  de  ces  facteurs 
soit  nul,  Téquation  a  alors  une  racine  égale  à  o ,  ce  qui 
exige  que  le  dernier  terme  manque  dans  Téquation  ;  donc 
le  produit  a.b  .c  .d....l  est  égal  à  o  ;  2^.  réciproque- 
ment ,  si  Ton  suppose  ce  produit  égal  à  o  ,  Téquation 
renferme  x  comme  diviseur,  et  est  satisfaite  par  ar=  o  \ 
donc  Tun  des  facteurs  a,  6,  c...  est  égal  à  o. 

Cette  explication  suffira ,  je  le  pense ,  pour  justifier 
ma  persévérance  à  conserver  dans  le  septième  chapitre  les 
principes  sur  la  divisibilité  des  fonctions  entières. 

On  trouvera  également  dans  ce  chapitre ,  qui  est  le 
seul  où  j'aie  fait  des  changemens  importons  ,  une  applica- 
tion de  la  théorie  du  commun  diviseur  à  rabaissement 
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d  une  équation ,  dans  le  cas  où  Von  sait  éCavcmce  que  deux 
des  racines  ont  entre  elles  une  relation  déterminée  et  ex^ 
primée  par  une  équation  du  premier  degré.  Le  prin- 
cipe fondamental  de  la  théorie  des  racines  égales  n'est , 
comme  je  le  fais  voir,  qu'un  cas  particulier  de  cette 
question. 

Parmi  les  personnes  qui  m*ont  honoré  de  leurs  ob- 
servations et  de  leurs  conseils ,  je  citerai  particulièrement 
M.  Vincent ,  Tun  des  professeurs  les  plus  distingués  des 
collèges  de  Paris ,  auteur  d'une  nouvelle  Géométrie,  et 
M.  Miet,  mon  ancien  élève,  professeur  au  collège  de 
Henri  IV,  qui  a  bien  voulu  me  seconder  dans  la  réim- 
pression de  mon  ouvrage. 
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ALGÈBRE. 


INTRODUCTION. 

I.  L'ALoiBBE  est  la  partie  des  Mathématiques  où  l'on  emploie 
des  signes  propres  a  abréger  et  à  généraliser  les  raisonnen^ens 
que  comporte  la  résolution  des  questions  relatives  aux  nombres. 

On  distingue  deux  espèces  principales  de  questions  ; 
.  Le  théorème^  qui  a  pour  but  de  démontrer  l'existence  de  cer- 
taines propriétés  par  rapport  à  des  nombres  connus  et  donnés  ; 
et  \e problème ^àonX  l'objet  est  de  déterminer  certains  nombres 
d'après  la  connaissance  d'autres  nombres  qui  ont  ayec  les  pre- 
miers des  relations  indiquées  par  l'énoncé. 

3.  Les  élémens  principaux  dont  on  fait  usage  en  Algèbre, 
pour  parrenir  à  ce  double  but,  sont  : 

1°.  Les  lettres  de  Falpfaabet^  qui  servent  k  désigner  les  nom-^ 
bres  sur  lesquels  on  doit  raisonner.  Leur  usage  est  nécessaire^ 
soit  pour  abréger  les  raisonnemens ^  soit  pour  les  généraliser, 
en  ce  que  l'on  sent  mieux,  par  l'emploi  de  ces  lettres ,  que  telle 
ou  telle  propriété  appartient  à  plusieurs  nombres  à  la  fois  y  ou 
bien  y  s'il  s'agit  d'un  problème ,  que  la  manière  de  satisfaire  à 
son  énoncé  est  indépendante  de  toute  valeur  particulière  at- 
tribuée aux  nombres  compris  dans  cet  énoncé. 

3®.  Le  signe  -|-,  dont  on  se  sert  pour  marquer  l'addition  de 
deux  ou  plusieurs  nombres,  et  qui  s'énonce  plus. 

Ainsi ,  a5  +  36  s'énoncie  25  plus  36,  ou  a5  augmenté  de  36. 
De  même ,  a  -f-  6  s'énonce  a  plus  bj  ou  le  nombre  désigné  par 
a,  augmenté  du  nombre  désigné  par  b, 

3**.  Le  signe  — ,  qui  s'énonce  moins^  et  dont  on  fait  usage 
pour  marquer  la  soustraction  de  deux  nombres  Pnn  de  Pautre. 
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Ainsi  4^  —  a4  s'énonce  4^  moins  2.4  >  ou  4 5  diminué  de  %^^ 

ou  bien  encore ,  la  différence  de  45  .à  24* 

a  —  h  s*énonce  a  moins  bj  ou  a  diminué  de  b, 

4^  Le  sîgi^  cle  la  multiplication,  qui  est  X  >  ou  un  point  que 
l'on  place  entre  les  deux  quantités. 

Ainsi  36x  25,  ou  36.25,  s'énonce  36  multiplié  par  25,  ou 
le  produit  de  36  par  25.  * 

Lorsque  les  ^ombres  dont  on  yeut  indiquer  la  multiplication 
sont  désignés  par  des  lettres  ^  on  convient  encore  de  les  écrire 
les  uns  à  la  suite  des  autres,  sans  interposition  de  signe. 

Ainsi  ab  signiâe  la  même  cbose  que  a  X  ^  ou  a. 6}  abc  si- 
gnifie la  même  cbose  que  aX^Xcou  a.b.c. 

Il  est  bien  entendu  que  la  notation  ab  ou  abc,  qui  est  plqj 
simple  que  celle  aX^ouaX^Xc,ne  peut  être  emplojée 
^ue  lorsque  les  nombres  sont  désignés  par  des  lettres;  car  si 
l'on  voulait ,  par  exemple,  représenter  le  produit  de  5  par  6, 
et  qu'on  écrivît,  pour  abréger,  56,  on  confondrait  cette  nota- 
tion avec  le  nombre  cinquante-six  écrit  dans  le  système  déci-*  • 
mal.  Cette  remarque  est  importante  pour  les  oommençans.  ] 

5^  Le  signe  de  la  division,  qui  se  compose  ^e  deux  points  : 

que  Ton  place  entre  le  dividende  et  le  diviseur,  ou  bien  encore 

4'ttne  barre  — ,  au-dessus  et  au-desflous  de  laquelle  on  place 

le  dividende  et  le  diviseur. 

24 
Ainsi  24  I  6,  ou  7-  >  s'énonce  24  dit^isé  par  6,  ou  le  quotient 

de  24  par  6. 

-ronalb  s'énonce  a  dipisé  par  b.  On  dit  encore  :  a  sur  b, 
b 

La  notation  -r  est  la  plus  usitée. 

6**.  I-«  coefficient^  signe  qu'on  emploie  lorsqu'un  nombre^ 
désigtié  par  une  lettre,  doit  être  ajdvM  k  lui-nnême  ploaieurs 
fois.  Ainsi,  au  lieu  d'écrire  «  +  «  +  « +  a-|-rt,quî  représente 
le  nombre  a  ajouté  à  lui-même  4  ^ois,  on  écrit  Sa,  De  mêmei 
1  la  repi^ésente  a  ajouté  k  lui-même  10  fois;  i2a&  représenté  le 
prbdtiit  a  par  b ,  ajouté  1 1  fois  à  lui-même. 
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Xtf  co^fficUiU  €Bt  le  nombre  particulier  écrit  à  la  gaucJie 
d'un  autre  désigné  par  une  ou  plusieurs  lettres,  qui  marque 
le  nombre  de  fois^  plus  vs,  que  ce  second  nombre  est  ajouté  à 
lui-même. 

7^.  Vlexposantj  signe  dont  on  se  sert  lorsqu'un  nombre  y  dé- 
signé par  une  lettre,  est  multiplié  plusieurs  fois  par  lui-même. 
Ainsi 9  au  lieu  d'écrire  aX  a  X  a  X  a  X  A»  on  a.a.a.a.a^ 
on  écrit  plus  simplement  c?^  qui  signifie  :  a  élevé  à  la  5*  puis- 
sance, ou  le  produit  de  a  multiplié  4  ^ois  par  lui-même. 
Ifi  est  la  même  chose  que  ix&XiXix6X^,oule  pro- 
duit de  b  mal ti plié  5  fois  par  lui-même. 

Vexposant  est  un  nombre  écrit  à  la  droite  et  un  peu  au^ 
dessus  d'une  lettre;  il  marque  combien  de  fois j  plus  unb  ,  le 
nombre  désigné  par  la  lettre  doit  être  multiplié  par  lui-même^ 
ou  combien  de  fois  cette  lettre  est  facteur  dans  un  produit. 

On  appelle  puissance  le  résultat  de  la  multiplication  d'un 
nombre  plusieurs  fois  par  lui-même ,  et  degré  de  la  puissance^ 
Fex posant,  c'est-à-dire  le  nombre  de  fois  plus  un  que  ce  nombre 
doit  être  multiplié  par  lui-même. 

'  Pour  faire  sentir  toute  l'importance  de  l'exposant  en  Algèbre, 
supposons  qu'on  veuille  exprimer  qu'un  nombre  a  doit  être 
multiplié  3  fois  par  lui  -  même ,  que  le  produit  résultant  doit 
être  multiplié  3  fois  de  suite  par  by  et  qu'enfin  le  nouveau 
produit  doit  être  multiplié  2  fois  de  suite  par  c  ;  on  écrira 
simplement  a^6V. 

Veut-on  ensuite  exprimer  que  ce  dernier  résultat  doit  être 
ajouté  6  fois  à  lui-même,  ou  doit  être  multiplié  par  7  ?  on 
écrira  'ja^b^c^.  Ceci  donne  une  idée  du  laconisme  de  la  langue 
algébrique. 

8*;  Le  signe  V/,  dont  on  fait  précéder  un  nombre,  lorsqu'on 

▼ent  indiquer  que  l'on  â'  à  extraire  de  ce  nombre  une  racine 

3 
d'un  certain  degré.  Ainsi,  \/a  s'énonce  racine  troisième  ou 

eubiqt^e  de  a  j  Ç^b  s'énonce  racine  quatrième  de  b. 

On  appelle  racine  2*,  3*,  4*-  •  •*   d'un  nombre,  un  second 
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noiobrç  qui ,  étant  élevé  à  la  2*^  3*,  4**  *  *  *  puissance ,  repro«- 
cluit  le  premier  nombre. 

Nous  ne  ferons  usage  du  signe  V/  qu'à  partir  du  troisième 
chapitre. 

9^.  Le  signe  au  moyen  duquel  on  exprime  que  deux  quan- 
tités sont  égales.  Ce  signe  est  =,  et  s'énonce  est  égal  à. 

Ainsi,  pour  exprimer  brièvement  que  la  différence  de  36  à 
aS  est  égale  à  1 1  ,  on  écrit  36  —  25  =  1 1 . 

C'est-à-dire,  36  moins  25  est  égal  à  1 1 ,  ou  égale  1 1. 

10".  Le  signe  d'inégalité  >,  dont  on  se  sert  pour  exprimer 
qu'une  quantité  est  plus  grande  ou  plus  petite  qu'une  autre. 

Ainsi,  a"^  b  signiGe  a  plus  grand  que  b^  a  <^b  signifie  a 
moindre  que  b;  c'est-à-dire  que  l'ouverture  du  signe  doit  être 
tournée  du  côté  de  la  plus  grande  quantité. 

D'après  l'exposé  précédent,  on  voit  que  l'on  peut  regarder 
l'Algèbre  comme  une  espèce  de  langue  qui  se  compose  d'une 
suite  de  signes ,  à  l'aide  desquels  on  suit  avec  plus  de  facilité 
l'enchaînement  des  idées,  dans  les  raisonnemeus qu'on  est  obligé 
de  faire,  soit  pour  démontrer  l'existence  d'une  propriété,  soit 
pour  trouver  la  solution  d'un  problème. 

On  concevra  mieux  encore  l'utilité  des  signes  algébriques , 
par  les  questions  suivantes  : 

^      VBEUliBE   QUESTION. 

3.  Im  somme  de  deux  nombres  est  67,  leur  différence  est  19*, 
quels  sont  ces  deux  nombres? 

Solution, 

Tâchons  d'abord  d'établir,  à  l'aide  des  signes  dont  nous 
sommes  convenus,  une  liaison  entre  les  nombres  donnés  et 
les  nombres  inconnus  de  l'énoncé  : 

Si  le  plus  petit  des  deux  nombres  cherchés  était  connu ,  on 
aurait  le  plus  grand,  en  ajoutant  19  au  plus  petit.  Cela  posé^ 
désignons  le  plus  petit  nombre  par  x;  le  plus  grand  peut  alors 
être  désigné  par  y  +  19;  leur  somme  est  donc  â*  -)-*  +  '{)»  ®^* 
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2JP  +  ï9«  Mais,  d'après  Vénôncc,  celte  somme  doit  être  67.  On 
a  donc  l'égalité  ou  V équation, ...  ix  +  19  =  67. 

Or,  si  24r  augmenté  de  19  donne  67  pour  résultat,  nx  seul 
est  égal  à  67  moins  19,  on  six  =  67  —  19,  ou  effectuant  la 
soustractioD  y  ax  =  48. 

Donc  enfin,  j?  est  égal  à  la  moitié  de  4^,  c'est-à-dire  , 

*  =  -ï-  =  24. 
2 

Le  plus  petit  nombre  étant  24 ,  le  plus  grand  x  4-  >9  ^^^  ^4+19 
ou  43. 
En  effet ,  on  a     43  +  ^4  =  67,  et  43  —  24  =  19. 

J^oici  le  tableau  des  calculs  algébriques. 

Soit  X. . . .   le  plus  petit  nombre  , 
x-f-19  est  le  plus  grand. 

JÉq..24P  +  i9  =  67,  d'oii2jf=67 — 19=48;  donc  jirr=i-=24, 

et  par  conséquent ,    a  +  *9  ^=  ^4  + '9  =  43• 
£neffet,  43+24  =  67,    43  —  24=19. 

Autre  solution. 

Soit  X  le  plus  grand  nombre , 
x' —  19  est  le  plus  petit. 

Eq..  2x — 19=67,  d'où  24f=674- 19=86;  doncx^=  —  =  43, 

et  par  conséquent ,  x  —  19^=  4^  —  *9  =  ^4* 
On  voit  par  là  comment,  à  l'aide  des  signes  algébriques,  on 
parvient  à  comprendre,  dans  un  cadre  très  resserré ,  les  rai- 
sonnemens  qu'on  est  obligé  de  faire  pour  résoudre  un  pro- 
blème; raisonnemens  qui ,  écrits  en  langage  ordinaire,  exige- 
raient souvent  une  ou  plusieurs  pages. 

SOLUTION    oiNÉRALE    DE    C£  rBOBLÈME. 

4.  La  somme  de  deux  nombres  est  a,  leur  différence  est  b. 
On  demande  les  deux  nombres  ? 
Soit  X.  .  . .  le  plus  petit  nombre , 

x  +  b  désigne  alors  le  plus  grand. 


6  ^  iNTftODUoricnir. 

^            .1           •■>  «                   T     1               ^ — ^      <*      ^ 
Eq..  2*+o=a,  dou  24p=a — 6;  donc  «  = ==-  —  -,• 

et  par  conséquent,    x+^=: h^  =  -  +  .-- 

*  2         2  2         2 

G)mrDe  la  forme  de  ces  deux  résultats  est  indépendante  de 
toute  valeur  particulière  attribuée  aux  lettres  a  et  b,  il  s'ensuit 
que ,  connaissant  la  somme  de  deux  nombres  et  leur  différence, 
on  obtiendra  le  plus  grand  nombre  en  ajoutant  la  demi-somme 
à  la  demi ''différence,  et  le  plus  petit,  en  retranchant  de  la 
demi-somme  la  demi-différence. 

Ainsi,  que  la  somme  donnée  soit  287,  et  la  diflerence  ^; 
lepl«sgrande»t^  +  f,  ou2!2±99  =  336^^gg^     " 

*  1     1         *-a     2^7      99          ï38      ^ 
et  le  plus  petit,    — '  —  ^^,  ou  =  09. 

En  effet,     168  +  69  =  237,    168  —  69  =  99. 

On  oonçoH,  d'après  la  question  précédente,  l'utilité  des  lettres 

pour  représenter  les  données  d'un  problème.  Comme  on  ne  peut 

qu'indiquer  sur  ces  lettres  les  opérations  de  l'Arithmétique,  le 

résultat  auquel  on  parvient  conserve  la  trace  des  opérations 

qu'il  faut  effectuer  sur  les  quantités  connues,  pour  obtenir  le» 

valeurs  des  quantités  que  l'on  cbcrcbe. 

».  .        Cl       b'     a       b  ,, 

Les  expressions  -  -f-  -  et ,  auxquelles  on  est  parvenn 

dans  le  problème  précédent ,  s'appellent ,  en  Algèbre ,  des  /or- 
mules,  parce  qu'elles  peuvent  être  regardées  comme  compre- 
nant les  solutions  de  toutes  les  questions  de  même  nature  que 
la  précédente,  dans  l'énoncé  desquelles  on  fait  seulement  va- 
rier les  valeurs  numériques  des  données. 

DEtJXliMB   QUKaflON.   THéoRilCS. 

5.  La  somme  de  deux  nombres,  fnutipliée  par  leur  diffé^ 
rence,  donne  pour  produit  la  différence  des  carrés  ou  des  se^ 
condtH  puissances  de  ces  deux  nombres. 

Ainsi ,  soient  12  et  9  ces  deux  nombres;  leur  somme  est^i , 
et  leur  différence  3.  On  reconiiaît  que  le  {>roduit  21  X  3  ou 
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63 ,  est  égal  à  i44  V^^  ^^  I^  carré  de  la  ^  diminué  de  8i  qui  est 
le  carré  de  g. 

Mais ,  pour  mettre  en  éridence  cette  propriété  9  quçl^  ffffi 
soient  les  deux  nomJbres,  représentons  ces  nombres  par  les 
lettres  a  et  b.  La  somme  sera  exprimée  par  a  +  6 ,  et  la 
différence  par  a  —  b. 

Pour  former  Je  produit  de  ces  deux  expreAsions  ^  on  sup- 
posera d'aJiord  que  Ton  ait  ii  multiplier  la  3omme  i9 -|- ^ 
par  a  y  et  le  produit  sera  a  X  a  +  ^  X  a,  ou  plus  simpleiue^tt 
a*  +  ab\  car  il  faut  prendre  chacune  des  deux  parties  flQnt 
a+b.esi  composé,  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  (i,  et 
ajouter  les  deux  produits.  Mais  ce  n'est  point  par  a  tout  entiex 
qu'il  fallait  multiplier^. c'est  par  a  diminué  de  b  ;  ainsi,  le  pro- 
duit a*  +  ab  est  trop  fort  du  produit  de  a-f-  ^  par  b,  c'est-à- 
dire  fie  ab  +  b^.  Il  faut  donc  retrancher  ab  -|-  b^  du  produit 
précédent  a^  +  ab\  ce  qu'on  indiquera  algébriquement  de  cette 
manière  :  a*  +  ^6  —  ab  —  6*  Comme  d'ailleurs  les  deux  pro- 
duits +  a^,  —  ab  se  détruisent  réciproquement,  il  \ient  enfin' 
a*  —  b^  pour  le  produit  demandé. 

Ce  résultat  a^  —  b^  avant  été  obtenu  indépendamment  de 
toute  valeur  particulière  attribuée  hi  a  ci  b  ,\\  s'ensuit  que  le 
tliéorème  énoncé  est  vrai  pour  deux  nombres  quelconques. 

'  TROISlisCE   QUESTION.   TniollilfE. 

6.  4^^^  aux  deux  termes  d^ une  fraction  proprement  dite,  ou 

d*un  nombre  plus  petit  que  l* unité j  on  ajoute  un  même  nombre j 

la  noupelle  fraction  qui  en  résulte  est  plus  grande  que  la 

première. 

5 
Soit  —  la  fraction  proposée  ;  ajoutons  3  à  ses  deux  termes , 

g 

il  Tient  —s.  Ces  deux  fractions,  réduites  au  même  dénomina* 
i5 

teur,  deriennent  -4- ,   -^  ;  or ,  la  a*  fraction  est  évidemment 
100     100 

plus  grande  que  la  première. 

/Pour  reconnaître  si  ce  théorème  est  vrai ,  q\ielle  que  soit 
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la  fraction  proposée^  désignons  cette  fraction  par  y,  en  sup- 
posant a'^b. 

Soit  m  le  nombre  ajouté  aux  deux  termes  de  cette  fraction  ; 

elle  devient . . .  -r-i —  • 
6  +  m 

Afin  de  comparer  ces  deux  fractions ,  il  faut  les  réduire  au 

même  dénominateur;  il  suffit  pour  cela  de  multiplier  les  d^x 

termes  ii  et  5  de  la  première  fraction  par  6  +  m ,  et  les  deux 

termes  de  la  seconde  par  b.  Or  ,  multiplier  a  par  A  -f-  ''^  >  i^* 

Tient  à  prendre  a  autant  de  fois  qu'il  j  a  d'unités  dans  & ,  plus 

autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  in\  ce  qui  donne  ab^^^am. 

On  prouverait  de  même  que  le  produit  de  b  par  6-4-7?»  est 

h^^bmy  ce  qui  donne  ^^  ,1^      pour  la  première  fraction. 

n.     t     irB 

De  même,  si  l'on  multiplie  les  deux  termes  de  la  seconde  7—: — 
'^  0  -^m 

par  5,  comme  on  l'a  vu  (n®  5)  ,  elle  devient  , ,        ,    . 

Les  deux  numérateurs  ab  +  am ,  ab  +  bm  ont  une  partie 
commune  ab\  et  la  partie  bm  du  second  numérateur  est  plus 
grande  que  la  partie  am  du  premier  numérateur ,  puisqu'on 
a  supposé  b^a.  Donc  aussi  la  seconde  fraction  est  plus  grande 
que  la  première;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  voit  d'ailleurs ,  par  le  raisonnement  précédent  ;  qu'il  faut 

'  que  7  soit  une  fraction  proprement  dite ,  pour  que  le  théorème 

soit  vrai;  car  autrement,  il  le  serait  dans  un  ordre  inverse, 
,  puiiiqu'alors  on  aurait     ab  -f*  bm  <iab  +  am. 

7.  £n  réfléchissant  sur  les  solutions  qui  ont  été  données  des 
questions  précédentes  >  on  sentira  que  l'emploi  des  signes  al- 
gébriques doit  donner  lieu  à  des  règles  communes  à  plu- 
sieurs questions.  C'est  ainsi ,  par  exemple  «  que  dans  la  seconde 
et  la  troisième  question ,  on  a  été  conduit  k  effectuer  la  multi- 
plication d'une  somme  a  -f-  6  par  un  nombre  a  ,  d'une  somme 
a  +  m  par  ft,  d'un  nombre  a  par  une  somme  b  '^  m.  D'où 
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il  cé^ulte  qu'en  établissant  des  préceptes  généraux  pour  trou- 
Ter  les  résultats  des  opérations  qu'on  peut  avoir  à  effectuer 
sur  les  quantités  algébriques,  on  aurait  des  moyens  fixes  de 
résoudre  toutes  les  questions  relatives  aux  nombres  par  les 
symboles  algébriques. 

Cette  partie  de  TAlgëbre  a  pour  titre  :  La  manière  d'effec- 
tuer les  opérations  de  t* Arithmétique  sur  les  quantités  algé- 
briques ou  littérales^  c'est-à-dire  sur  les  nombres  représentés 
par  des  signes  algébriques. 

On  ne  peut  se  dissimuler  que  cette  partie  ne  soit  un  peu  aride, 
peut-être  même  rebutante  pour  les  commençans;  mais  il  est 
indispensable  de  la  bien  posséder,  si  l'on  veut  avancer  rapide^ 
ment  dans  le  cbamp  vaste  et  fécond  de  l'Algèbre. 


CHAPITRE  PREMIER. 

§  I".  Des  Opérations  algébriques. 


"Définitions  prèliminairea^ 

8.  Toute  quantité  écrite  en  langage  algébrique, c'est-à-dire 
i  Taîde  des  signes  de  rAl|;ël)re ,  s'appelle  qucuititè  aigé/jriçue 
ou  quantité  littérale j  ou  bien,  V expression  algébrique  de  la 
quantité  proponée. 

Ainsi,  3a  est  l'expression  algébrique  du  triple  du  nombre  a; 
5a*  est  l'expression  algébrique  du  quintuple  du  carré  de  a  ; 
'ja^b^  est  l'expression  algébrique  de  sept  fois  le  produit  du 
^ube  de  a ,  multiplié  par  le  carré  de  b, 

3a  —  5b  est  l'expression  algébrique  de  la  différence  entre  le 
triple  de  a  et  le  quintuple  de  6. 

2a*  —  3ai  4-  4^'  ^^^  l'expression  algébrique  du  double  du 
carré  de  a ,  diminué  du  triple  produit  de  a  par  6,  et  augmenté 
du  quadruple  du  carré  de  bé 

On  appelle  monôme j  ou  quantité  à  un  seul  terme,  ou  simr 
plement  terme^  une  quantité  algébrique  qui  n'est  réunie  à  au- 
cune autre  par  le  signe  de  l'addition  ou  de  la  soustraction.; 
et  polynôme  j  ou  quantité  à  plusieurs  termes,  une  expressioii' 
algébrique  composée  de  plusieurs  parties  séparées  les  unes  des 
autres  par  les  signes  +  ou  — .  Ainsi  3a,  5a",  ^^a^b^  sont  de» 
monômes^  3a  —  5i ,  aa* —  Zab  -f-  4^*  sont  des  polynômes.  La 
première  de  ces  deux  expressions  est  dite  un  binôme,  parce 
qu'elle  est  composée  de  deux  termes.  La  seconde  est  dite  un 
irinomej  comme  étant  composée  de  trois  termes. .  . 

9.  La  valeur  numérique  d'une  expression  algébrique  est  le 
nombre  qu'on  obtiendrait ,  si ,  en  donnant  des  valeurs  parti- 
culières aux  lettres  qui  y  entrent ,  on  effectuait  toutes  les  opé- 
rations de  l'Arithmétique  que  comporte  cette  expression.  Cette 
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Pâleur  namérique  dépend  érîdeniment  des  valeurs  partiottlikre» 
attribuées  aux  lettres,  et  doit  généralement  Tarier  avec  elles. 
Aiosi  2a*  a  pour  valeur  numérique  54  «lorsque  Ton  fait  ae=s3; 
car  le  cube  de  3  est  227 ,  et  a  fois  27  donne  64.  La  valeur  nu- 
mérique de  cette  même  expression  est  aSo,  lorsque  Vçn  fait 
a  =  5  ;  <:ar  le  cube  de  5  est  i  a5 ,  et  2  fois  1 25  donne  25o. 

Je  dis  généralement  y  car,  dans  quelques  cas ,  la  valeur  nurac» 
rique  d'une  expression  algébrique  reste  constanUj  quoiqu'on 
iasse  varier  les  valeurs  des  lettres  qni  y  entrent.  Ainsi ,  dans 
Fex pression  a— •&,  tant  qu'on  donnera  à  a  et  A  des  valeurs 
croissantes  par  degrés  égaux,  l'expression  ne  changera  pas. 

Soit ,  par  exemple  ^  a  =  7,  &  =  4  >  ^^  ^'^  résulte  a  —  6  rs  3 . 
Soît  maintenant  a  =  12  ou  7  +  5^  et  &  =:  9  ou  4  +  Sj  il  en 
résulte  a  — &  =  I2  —  9=3,  etc. 

La  valeur  numérique  d'un  polynôme  ne  change  point  lors- 
qu'on intervertit  l'ordre  de  ses  termes ,  pourvu  que  Ton  ait  soin 
de  conserver  à  tous  ,  leurs  signes  respectifs.  Ainsi ,  les  polynômes 
4a''  —  3a^b+  Sac\  Sac'  —  3a' b  4-  4«%  4«'  +  ^ac»  —  3a*i, 
ont  la  même  valeur  numérique.  Cest  une  oonscquence  évidente 
de  la  nature  de  l'addition  et  de  la  soustraction  arithmétiques. 
Mais  cette  observation  sera  très  utile  por  la  suite. 

10.  Des  diffërens  termes  qui  composent  un  polynôme  donné, 
les  uns  sont  précéilés  dn  signe  +,  les  autres  du  signe  — .  Les 
premiers  portent  le  nom  de  termes  additifs j  les  autres  s'ap- 

'^^Xetï^Urmessoustractifs.  On  appelle  aussi  les  premiers,  termes 
posiâfij  et  les  autres ,  termes  négatifs ^  dénominations  assez  im- 
propres, que  l'usage  seul  a  consacrées. 

Le  premier  terme  d'un  polynôme  n'est  ordinairement  précédé 
d'aocun  signe;  mais  alors  il  est  censé  précédé  du  signe  +. 

11.  On  appelle  dimension  d'un  terme,  chacun  des  facteurs 
littéraux  qui  composent  ce  terme ,  et  degré  le  nombre  de  ces 
facteurs  ou  dimensions.  Le  coeflicient  ne  compte  pas  pour  une 
dimension.  Ainsi  3a  est  dit  \\n  terme  à  une  dimension  ou  du 
premier  degré.  Sab  est  dit  un  terme  à  deux  dimensions  ou  du 
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second  degré,  'ja^bc^  étant  la  même  chose  que  ^aaabcc  y  est 
dit  à  six  dimensions  ou  du  sixième  degré. 

En  général ,  le  degré  ou  le  nombre  des  dimensions  d'un  terme 
s* estime  par  la  somme  des  exposons  des  lettres  qui  entrent  dans 
ce  terme.  A  ce  sujet,  nous  remarquerons  que,  d'après  la  dé- 
fmition  même  de  l'exposant  (n®  ?.),  une  lettre  qui  n'a  pas  d'ex- 
posant,  est  censée  avoir  i  pour  exposant.  Ainsi ,  le  degré  du  ferme 
8a*bcd^  est  2  4-  ï  +  »  +  3 ,  ou  7. 

Un  polynôme  est  dit  Jwmogènej  lorsque  tous  ses  termes  sont 
de  même  degré.  3a  —  a6-f  c,  3a* —  ^ab  +  b* ,  5a*c — 4^+  ^^**' 
sont  des  polynômes  homogènes.  Sa^  —  ^ab  +  c  n'est  pas  ho- 
mc^ène. 

1 2.  On  appelle  termes  semblables  des  termes  qui  s«nt  com  - 
posés  ies  mêmes  lettres  affectées  des  mêmes  exposans. 

Ainsi  7a6  et  Zab,  ^b^  et  5a^6%  sont  des  termes  semblables» 
8a*6  et  706*  ne  sont  pas  des  termes  semblables  >  car  ils  sont 
bien  composés  des  mêmes  lettres,  mais  les  mêmes  exposans 
n'afiectent  pas  les  mêmes  lettres. 

Il  arrive  souvent  qu'un  polynôme  renferme,  dans  sou  ex- 
pression ,  plusieurs  termes  semblables,  et  alors  il  est  suscep- 
tible de  simplification. 

Soit  le  polynôme  ^a^b  —  3a'c  -f-  gac^  —  aa*^  +  70*0  —  6^; 
on  peut  (  n®  9  )  l'écrire  ainsi  :  ^^b  —  na^b  +  7aV  —  3a*c 
4-  Qûfc'  —  6^  ;  or,  ^a^b  —  ao^è  se  réduit  évidemment  à  2a*6. 

7aV  —  3aV  se  réduit  à  ^a^c  ;  donc  le  polynôme  lui-même 
revient  à  2a*è  +  l^a^c  -f-  9^^  —  6^^. 

Que  l'on  ait  dans  un  polynôme  quelconque ,  les  ternies 

+  2a^^%  —  4a^ôc%   +6a3^c',   —  So'^*,   +  i  la^^». 

D'abord ,  la  somme  des  termes  additifs  -f-  7x^b€^  -{-  &a^bc^ 
-j-  I  la^bc^  est  égale  à  +  iga'^c'  ;  la  somme  des  termes  soustrac- 
tifs  —  ^a^bc^  —  8a^^c*  est  égale  à—  i2rt''6f*.  Donc  l'ensemble 
des  cinq  termes  proposés  se  réduit  à  +  iga'^c'  —  i2rt''/»r*, 
ou  à  4-  'ja^bc*. 

Il  })eut  se  faire  que  la  somme  des  termes  soustractifs  soit 
plus  forte  que   celle  des   termes  additifs.  Dans  ce  cas ,  on 
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soustrait  le  coefficient  positif  du  coeflicient  uégatif,  et  l'on  affecte 
]e  résultat  du  signe  — .  Ainsi ,  que  Ton  ait  -f-  Sa^ô  pour  la  somme 
des  termes  positifs ,  et  — 8a* b  pour  la  somme  des  termes  n^a- 
lifs;  comme  — 8a*b  revient  à  — 5a^b  —  3a* 6^  il  s^ensuit  que 
+  Sa*b  —  8a"6  équivaut  à  +  5a*b  —  5a* b  —  3a*6,  ou  à  —  Za^b. 

D'où  Ton  peut  conclure  cette  règle  :  Pour  opérer  la  réduc" 
tion  dea  termes  se mb  tables  j  formez  un  seul  terme  additif  de  tous 
les  termes  semblables  précédés  du  signe  +  ;  ce  qui  se  foit  en 
ajoutant  les  coefficiens  de  ces  termes j  et  en  affectant  la  somme 
et  ces  coefficiens^  de  la  partie  littérale  commune.  Formez^  par 
k  même  moyen  ^  un  seul  terme  soustracïif  de  tous  les  termes 
affectés  du  signe  —  ;  retranchez  ensuite  la  plus  petite  somme 
Je  la  plus  grcmde  j  et  donnez  au  résultat  le  signe  de  la  plus 
ponde, 

(  Il  eèt  bien  essentiel  de  remarquer  que  la  réduction  ne  doit 
porter  que  sur  les  cocûiciens  et  jamais  sur  les  exposans.) 

On  trouvera, d'après  cette  règle,  que 

6û»^    _  8a*A  —  ^a^b  +  i5a»^  —  a*^     se  réduit  à  -|-  3a«è, 
^oÂc*  —  abc^  —  ^abc^ —    8a^c*4"4"^^*  ^  réduit  à  —  &abc\ 

La  réduction  des  termes  semblables  est  une  espèce  d'opéra- 
lion,  toute  particulière  à  l'Algèbre,  qui  se  rencontre  dans  Poc^ 
dition,  la  soustraction^  la  multiplication  et  la  division  algèbri^ 
71/^5^  opérations  que  nous  allons  maintenant  développer. 

Remarque,  Comme  celles  -  ci  doivent  offrir  à  l'esprit  des 
élèves  la  même  idée  que  les  opérations  analogues  de  l'Arith- 
métique, nous  nous  dispensons  d'en  répéter  ici  les  définitions, 
ijui  doivent  être  suffisamment  connues  de  tous  ceux  qui  ont  vu 
l'Arithmétique  avec  soin.  On  conçoit  toutefois  que  le  mode  de 
les  effectuer  ne  doit  plus  être  le  même ,  puiscjue  les  symboles 
sont  différens.  Tantôt  ces  opérations  se  réduisent  à  de  simples 
indications,  tantôt  il  y  a  lieu  réellement  à  les  effectuer,  et 
alors  il  faut  des  règles  correspondantes  aux  symiioles  que  l'on 
t  ni  ploie. 
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De  V Addition  algébrique, 

i3.  Soit  d'abord  a  ajouter  les  expressions  Za,  5&,  ^c\  on 
a  pour  le>résu1tat  de  cette  addition ,  3a+  5i  -J-  ac>.  expres- 
sion que  l'on  ne  peut  simplifier  davantage. 

Soient  encore  les  monômes  4^'i^  Txi^b'^,  ']a^b^\  le  résultat 
est  4^"^^  4-  aa'A'  +  7a'i^  ou  réduisant  (n®  12), . . .  i3a*6^. 

Proposons-nous  maintenant  les  polynômes 

3a»  — 4a  A,     aa*  — 3a*  +  A%     206  —  56*. 

Pour  former  un  seul  polynôme  qui  exprime  la  somme  do 
ceux-ci,  observons  qu'ajouter  au  nombre  exprimé  par..... 
3û*  —  ^ab ,  le  nombre  exprimé  par  aa*  —  Zab  +  i*,  c'est  lui 
ajouter  la  différence  du  nombre  d'unités  exprimé  par  2a*-f*^*f 
au  nombre  d'unités  exprimé  par  Zab ,  opération  que  l'on 
ferait  aisément,  si  l'on  attribuait  des  valeurs  particulier^  i 
a  et  &;  mais,  comme  elle  est  inexécutable  dans  l'état  adtael 
des  quantités,  il  revient  au  même  d'ajouter  d'abord  2a*  +  A* 
à  3a»  —  ^ab ,  et  de  retrancber  ensuite  3a&  ;  ce  qui  donne 
3a* —  ^ab  -h  2a»  +  i*  —  3a6 ,  ou  changeant  l'ordre  des  termes 
(n®  9) , ...  3a* — ^ab  +  2a*  —  3aZ^  +  A\  De  même ,  pour  ajouter 

2a&  —  5&*  à  cette  dernière  expression ,  il  suffit  d'écrire « 

3a» _  4ai  +  aa*  —  3ai  +  i*+  2a6  —  56*;  il  ne  s'agit  plus  . 
actuellement  que  de  faire  (n®  12)  la  réduction  des  termes  sem- 
blables, et  il  vient  enfin  5a*  —  5a6  —  4**  po"**  'e  résultat 
demandé. 

Comme  des  raisonnemens  analogues  pourraient  s'appliquer  à 
d'autres  polynômes,  on  est  en  droit  de  conclure  cette  r^lc  gé- 
nérale pour  l'addition  de  deux  ou  plusieurs  polynômes  :  JEcri^ 
i^ez  les  polynômes  proposés  les  uns  à  la  suite  des  autres^  en 
conservant  aux  termes  qui  les  composent  leurs  signes  ret^pectifs^ 
et  faites  la  réduction  des  termes  semblables  j  s' il  y  a  lieu* 
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Woici  quelques  exemples. 


8a*+  a&— 5A'— 3c'  e^+iabc^U^c-i^c^+^icd^^Zd^. 

Dans  la  pratique,  o;»  dispose  ordinairement  Us  quantités pro" 
posées  Us  unes  sous  les  autres^  comme  on  le  voit  dans  ces  deux 
exemples;  on  fait  la  réduction  des  termes  semblables^  et  l'on 
écrit  avec  leurs  signes  respectifs  Us  résultats  de  la  réduction. 
Ainsi,  dans  Je  premier  exemple,  en  considérant  le  terme  3a' , 
oomme  ce  terme  est  semblable  au  terme  5a*  qui  se  trouye  sur  la 
seconde  ligne,  on  écrit  8a''  pour  le  résultat  de  la  réduction  de 
ces  deux  termes,  qu'on  a  soin  de  barrer  Icgëremeot  (comme  on 
leyoît  pour  le  premier  terme).  Passant  ensuite  au  terme  — ^ab^ 
on  le  réduit  avec  les  termes  +  2,ab  et  3a6,  ce  qui  donne  +0^, 
qu'on  écrit  à  la  droite  de  8a',  et  l'on  barre  les  nouveaux  ternies 
qu'on  vient  de  réduire.  On  continue  ainsi  l'opération  jusqu'à  ce 
que  tous  les  tenues  soient  barrés  et  réduits. 

Le  léger  trait  qu'on  passe  sur  les  termes  sert  a  prévenir  l'omis- 
sion de  quelques  termes  dans  le  résultat  ;  les  termes  non  barrés 
sont  encore  à  réduire. 

De  la  Soustraction  algébrique. 

i4-  Soit  à  retrancher  ^b  de  5a-,  le  résultat  algébrique  est 
5a — ^b.iye  même,  la  différence  entre  7a^i  et  ^d^b  est  'ja^b — ^a^b^ 
ou  3a^&. 

Soit  maintenant  26 — 3c  à  retrancher  de  4^5  on  peut  d'abord 
présenter  le  résultat  de  cette  manière  ,  ^a  —  (2^ — 3c),  en  met- 
tant la  quantité  à  soustraire  entre  deux  parenthèses,  et  l'écri- 
vant à  la  suite  de  la  première  quantité  avec  le  signe  — .  Mais 
les  questions  exigent  souvent  que  l'on  forme  un  seul  polynôme 
de  cette  expression;  et  c* est  en  cela  que  consUte principaUment 
la  règU  de  la  soustraction  algébrique. 

Pour  parvenir  à  ce  but,  on  observera  que  si  a,b,  c  étaient 
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donnes  numériquement,  on  ferait  la  soustraction  indiquée  par 
2& — 3c,  puis  on  retrancherait  le  résultat  obtenu,  de  4^;  comme 
cette  soustraction  ne  peut  être  effectuée  dans  l'état  actuel  des 
quantités,  on  commence  par  retrancher  26  de  4^,  ce  qui  donne 
4a  —  2&  ;  mais  en  retranchant  26  unités ,  on  a  soustrait  un 
nombre  trop  fort  de  3c  unités^  il  faut  donc  rectifier  le  résultat 
en  lui  .ajoutant  3c.  Ainsi,  l'on  a  4^  —  2&-|-3c  pour  le  résultat 
de  la  soustraction  proposée. 

Soit  encore  5a* — ^ab-^-Sbc  —  A*  à  soustraire  de  8a* —  2a6  ; 
cette  opération  peut  être  indiquée  ainsi  : 

8a*  —  7.ab  —  (5c«  —  4ab  +  36c  —  *•). 

Mais,  pour  réduire  cette  expression  à  un  seul  polynomCj  ob* 
servons  que  retrancher  5a^ — /\ab  +  Sic  —  6*  revient  à  retran- 
cher la  différence  entre  la  somme  5a*-|-  3bc  des  termes  additifs, 
et  la  somme  4^6  +  b*  des  termes  soustractifs.  On  peut  d'abord 
retrancher  5a*  +  3Ac,  ce  qui  donne  8a*  —  2a6  —  5a*  —  3bc  ; 
et  comme  ce  résultat  est  nécessairement  trop  faible  de  4a&+  6% 
il  faut  lui  ajouter  cette  dernière  quantité  ^  et  il  vient 
8a*  _  2aè  —  5a*  —  3Ac  +  ^ab  +  A*, 
ou  8a*  —  %ab  —  5a*  +  ^ab  - —  36c  +  6*, 

en  rétablissant  l'ordre  des  termes;  ou  bien  enfin,  réduisant , 
3a*  +  2ab  —  36c  +  6*. 

D'où  l'on  peut  conclure  cette  règle  générale  : 

Pour  soustraire  deux  polynômes  Vun  de  If  autre  j  écrivez  la 
quantité  à  soustraire  à  la  suite  de  celle  dont  il  faut  soustraire, 
avec  des  signes  contraires,  et  faites  la  réduction  du  polynôme 
résultant j  s*  il  y  a  lieu. 

On  trouvera ,  d'après  cette  règle  , 

_  (3a*6  -  \a^    -  86*c)  }  =  7^'-  '^^  +  '  ^*  ^• 
^^'-\Sab-^c^d  736^-+3a^  }=- a6 +3cd_ 56*. 

1 5.  On  peut  aussi ,  d'après  cet  te  mém('  règle,  faire  subir  à  des 
polynômes  certaines  transformations. 
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Par  exemple,  6a'  —  3ab  +  aA^     —  a6c, 

lefîent  a  6a'  — :(3a&  —  2^'    +  26c). 

De  même  70^—  8a*6—  /^b^c  +  6b\ 

rerient  à  7a'  —  (Sa'i^-  46*c  —  6A^)  , 

oa  bien  encore^  à  70^  —  8a^b  —  (4^*c —  6b^. 

Ces  transformations,  qui  consistent  à  décomposer  un  poly* 
nome  en  deux  parties  séparées  l'une  de  l'autre  par  le  signe  ~, 
sont  très  utiles  en  Algèbre. 

Multiplication  algébrique, 

16.  Nous  regarderons  comme  démontré  un  principe  qui  est 
généralement  admis  dans  tous  les  Traités  d'Arithmétique  (voyez 
pour  la  démonstration ,  mes  EUmens  d* Arithmétique j  4*  édit., 
n**  127) ,  c'est  que  le  produit  de  deux  ou  plusieurs  nombres  reste 
le  même  dans  quelque  ordre  qu'on  les  multiplie. 

Cela  posé ,  considérons  d'abord  le  cas  où  l'on  a  un  monôme 
à  multiplier  par  uu  monôme;  soit  70'^^'  à  multiplier  par  ^a^b. 
L'expression  de  ce  produit  peut  d*abord  s'écrire  ainsi:... 
70^6*  X  4^"^ •  Mais  on  peut  la  simpliHer,  en  observant  que, 
d'ap  js  le  principe  précédent  et  la  si(^niiIcatiou  des  symboles 
algébriques  (n®  2),  elle  revient  à  'jX^Xaaaanbbb.  Or,  comme 
les  coefficiens  sont  des  nombres  particuliers,  rien  n'empécbe 
d'en  former  un  seul ,  en  les  multipliant  entre  eux  ;  ce  qui 
donne  28  pour  coefficient  du  produit.  Quai^t  aux  lettres ,  le 
produit  aaaaa  équivaut  à  c?,  et  le  produit  bbb ,  à  ^^;  ainsi  l'on 
obtient  pour  résultat  final ,  7&a^b^. 

Soit  encore  iia^b^c^  à  multiplier  par  8a^A*d*;  ce  produit  re- 
vient à  12  X  8  X  aaaaabbbbbbccdd  y  ou  gôafoVd*.  D'où  Ton 
voit  que,  pour  multiplier  deux  monômes  l'un  par  l'autre,  il 
faut,  1®.  multiplier  les  deujç  coefficiens  entre  eux;  2°.  écrlie  à  la 
suite  de  ce  produit  toutes  les  lettres  qui  entrent  à  la  fois  dans 
le  multiplicande  et  le  multiplicateur ^  en  affectant  chaque  lettre 
dun  exposant  égal  à  la  somme  des  deux  exposans  dont  cette 
m4me  lettre  est  affectée  dans  les  deux  facteurs;  3°.  si  une  lettre 
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n'entre  que  dans  lun  des  facteurs j  l'écrire  au  produit  ûiw  .. 
l'exposant  dont  elle  est  affectée  dans  ce  fadeur,  - 

La  règle  relative  aux  coefîicîens  ii'olFre  aucune  (lifHculté. 

Mais  pour  se  rendre  compte  de  la  règle  des  exposans, il  faut  *>- 
observer  qu'en  général  un  nombre  a  doit  se  trouver  autant  de  ~ 
fois  facteur  dans  le  produit >  qu'il  l'est,  tant  dans  le  multiple  "" 
cande  que  dans  le  multiplicateur.  Or  (u®  2  }  les  exposaas  des 
lettres  marquent  le  nombr*;  de  fois  qu'elles  entrent  comme  fac-  ~ 
teur;  donc  la  somme  des  deux  exposans  d'une  même  lettre  _ 
marque  le  nombre  de  fois  qu'elle  doit  être  facteur  dans  le  pro- 
driit  demandé. 

On  trouvera,  d'après  la  règle  précédente ,  que 

8fi*ic»  X  ;a/»frf'=   56a 'èW, 
2iû^iVrf  X  ^cih<?   =  i68fl^63^'rf, 
4oic  X  7^/       =    vAabcdf. 

17.  Passons  à  la  multiplication  des  polynômes. 

Soient  d'abord  deux  polynômes  a+  i  +  c  et  d^fj  com- 
posés de  termes  tous  additifs;  on  peut  présenter  le  produit  tous 
la  forme  (a  +  i  +  0  (^  +/)•  ^^•"^  ^"  *  souvent  beaoin  de 
former  un  seul  polynôme  de  ce  produit  indiqué,  et  c*e$i  tn 
cela  que  consiste  la  multiplication  de  deux  polynômes. 

Or.  il  est  évident  que  multiplier  la  somme  a  +  b-^^c  par 
d-^f^  i*evient  k  prendre  a-|~^  +^  autant  de  fois  qu'il  y  a 
d'unités  dans  d^  plus  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans/*, 
vt  à  ajouter  les  deux  produits.  Mais  multiplier  a  -^  ^  +  <^  I^r 
d ,  c'est  prendre  d  fois  chacune  des  parties  du  multiplicande  y 
et  réunir  les  produits  partiels,  ce  qui  donne  ad+  bd^cd* 
De  même,  multiplier  a  +  A  +  c  par  y,  c'est  prendre  /fois  cha- 
cune des  parties  du  multiplicande,  et  réunir  les  produits  par- 
tiels. Donc  enfin  {<iJ^b'\-'c){d+f)=cid+hd-\-cd+af+bf-^f. 

Ainsi,  pour  inuliiplier  deux  poly/iomes  composés  de  termes 
t  ous  additifs  j  il  faut  multiplier  successivement  clutcun  de» 
termes  du  multiplicande  par  chacun  des  termes  du  multi^ 
plicatcur  et  ajouter  tous  les  produits. 

Si  les  termes  sont  allbetés  de  cocfficicns  et  d'cxpoMios ,  on 
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fs  et  des  lernios  soiisliacl  ils,  ce;  fîicleur  (  xprime  une.  dif- 

re  enlrc  le   m)ni!)re  d'imitôs   marcjui''  rar*   la   soumio   <lrs 

s  aildilirs  ol  le  uomi^rt;  <i'unlli;s  luarqur  |iar  la  somme  cies  2i  ] 

s  soustraclirs.  Même  raisoiineinent  |*ar  rapport  au  inul- 

itcur.  D'où  il  suit  que  la  multiplication  de  deux  polv- 

i  quelconques  est  ramenée  ii  la  multiplication  de  deux 

les  tels  que  a  —  i,  c  —  d,  a  désignant  la  somme  des  termes 

f«,  et  — b  la  somme  des  termes  soustractifs  du  multipli- 

;  il  en  est  de  même  de  c  et  de  — d,  ])ar  rapport  au  multi- 

eur  :  \oyons  donc  comment  on  peut  efl'ectuer  la  multîpli- 

I  ex  primée  par  (a  —  b)  (c  —  d), 

multiplier  a — b  par  c — c/ revient  évidemment  à  prendre 

autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  c  ,  inoî/is  autant  de 
j'ily  a  d'unités  dans  J, ou  l)ien,à  multiplier  a  —  b  par  c, 
stranciier  du  produit  celui  de  a  — b  par  d.  Mais  multiplier 

par  c ,  revient  à  multiplier  c  par  a  —  b  (en  vertu  du  prin- 
MOTkcé  n*  i6  )  ,  ce  qui  donne  ca  —  ci ,  ou  ac  —  bc.  De 
î,  le  produit  de  a — b  par  d  est  ad^d-y  et  comme  ou  Tient 
ir  que  ce  dernier  produit  doit  être  retranché  du  précédent 

Ac,  il  faut  (u**  i4)  changer  les  signes  de  ad  —  6d,  et 
rc  k  la  suite  de  ac  —  6c,  ce  qui  donne  enfin 

(a  —  i)  (c  —  d)=:ac  —  bc  —  ad  4"  ^^* 


I 
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multiplicateur^  multiplier  de  même  cJtacun  des  termes  du  mul^ 
tiplicandej  tant  additifs  que  soustractifsj  par  ces  termes^  mais 
djfecter  les  produits  partiels  de  signes  contraires  à  ceux  dont  les 
termes  du  multiplicande  sont  affectés.  Quant  à  la  multipUca» 
tion  partielle  d'un  terme  du  multiplicande  par  un  terme  du  mul^ 
tiplicateurj  on  suit  les  règles  établies  pour  les  monômes  (n°  l6). 
Soient,  par  exemple,  les  deux  polynômes 

€t  2ff^—   3ai      —   4i% 

— i2a46  +  i5aV  +  24a«i'  —&ab^ 


Sa*   —  22n4i  —  lya^i»  +  48a'^i3+ 26aM— 86^ 

Après  avoir  disposé  les  polynômes  Tun  au-dessous  de  l'autre, 
on  multiplie  chacun  des  termes  du  premier  par  le  terme  2a^  du 
second,  ce  qui  dohne  8a* — loo^A  —  i6a^A*  +  4^*i^,  polynôme 
dont  les  signes  sont  les  mêmes  que  ceux  du  multiplicande. 
Passant  ensuite  au  terme  Zab  du  multiplicateur  ,  comme  ce 
terme  est  affecté  du  signe  —,  on  multiplie  chacun  des  termes 
du  multiplicande  par  ce  terme,  en  ayant  soin  d'aifecter  chaque 
produit  d'un  signe  contraire  à  celui  du  terme  correspondant  du 
multiplicande,  ce  qui  donne  — I2a^6+i5a^6*-f-24a*6^— 6ai^, 
produit  que  l'on  écrit  au-dessous  du  premier. 

On  fait  la  même  opération  par  rapport  au  terme  4^*>  qui  est 
aussi  soustractif ,  ce  qui  donne  —  i6a''i*-f-2oa*A^4-32aM — 8A*. 
On  fait  ensuite  la  réduction  des  termes  semblables,  et  l'on  ob- 
tient enfin  pour  l'expression  la  plus  simple  du  produit , 

8a*  —  22a4i  —  I  ya^ft»  +  48a*t*  +  26a6^  —  8A*. 

La  règle  des  signes ,  qui  est  la  plus  importante  à  retenir  dans 
la  multiplication  de  deux  polynômes ,  peut  s'énoncer  ainsi  : 
Toutes  les  fois  que  les  deux  termes  du  multiplica^ide  et  du 
multqjticaleur  sont  affectés  du  même  signe ^  le  produit  corres" 
pondant  est  affecté  du  signe  -f- ,  et  lorsque  les  deux  termes  sont 
affectés  de  signes  contraires^  le  produit  est  affecté  du  signe  •— . 
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On  dit  encore,  en  langage  algébrique,  que  +  multiplié  par 
4-,  OQ  —  multiplié  par  — ,  donne  +;  —  multiplié  par  -|-, . 
on  +  mnltiplié  par  — ,  donne  — .  Mais  ce  dernier  énoncé, 
qui  n*6ffre  aucun  sens  raisonnable  en  lui-même  (puisqu'on 
ne  sait  ce  que  signifie  :  multiplier  entre  eux  des  symboles, 
son  de  quantités ,- mais  d'opérations  arithtnctiques),  ce  der- 
nier énoncé,  dis-je,  doit  être  seulement  regardé  comme  une 
abrériation  du  précédent. 

Ce  n'est  pas  )a  seule  circonstance  oh  les  algébristes ,  pour 
abréger  le  discours  ,  anploient  des  expressions  incorrectes, 
mais  qui  ont  l'ayantage  de  mieux  grayer  les  règles  dans  la 
mémoire. 

Nous  proposerons  pour  exercices  les  exemples  suiyans  : 

i"  Exemple.  3a*— 5irf+cf 
—  5a*+46d— 8c/ 

Prod.  simp.— 1 5a*+37a'»/>i-a9aV/-2oi*rf«+44Acrff—  6c^\ 

2«  Exemple,         4a»i*— Sa'Z^V+Sa^ic*— SaV'— 7aftc'' 
2aA* — ^abc  — abc*    -f-c*' 


8a*6*  —  ioa^6^c+28a'i\»— 34a^6V^ 
Produit  simplifié.^—    ^ù'bV-^iSa^b^c+i^a^bc^  +  r^a^b^c^ 


i8a»6*  — ioa^6^( 
—  ^n'bV^i6a^b^ 
+  i/ia^'bc^  +i^ab'c 


i8.  Nous  ferons  sur  la  multiplication  algébrique  plusieurs 
remarques  fort  importantes. 

Premièrement.  Si  les  polynômes  qu'on  se  propose  de  mul- 
tiplier Tun  par  l'autre  sont  homogènes  (n*  1 1),  (et  la  plupart 
des  questions  qu'on  cherclie  à  résoudre  par  le  secours  de  l'Al- 
gèbre, les  questions  de  Géométrie  principalement,  conduisent 
à  de  semblables  expressions) ,  le  produit  de  ces  deux  polynom^es 
est  aussi  homogène;  c'est  une  conséquence  évidente  i\es  règles 
relatÎTes  aux  lettres  et  aux  exposans  dans  la  multiplication  des 
quantités  monômes.  En  outre,  le  degré  de  chaque  terme  du 
produit  doit  être  égal  à  la  somme  des  degrés  de  deux  termes 
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quelconques  du  iniiUiplicande  et  du  muiiiplicaleur»  Ainsi  y  dans 
le  premier  des  deux  exemples  préccdens,  tous  les  termes  du 
multiplicande  étant  du  deuxième  degré ,  ainsi  qoe  ceux  da 
multiplicateur,  tous  les  termes  du  produit  sont  du  qualrlëme 
degré.  Dans  le  second  y  le  multiplicande  étant  du  cinquième 
degré,, et  le  multiplicateur  du  troisième  degré,  le  produit  est 
du  huitième  degré.  Cette  remarque  sert,  dans  la  pratique,  ii 
reconnaître  des  erreurs  de  calcul  par  rapport  aux  exposans. . 
Par  exemple  y  si  Ton  trouye  que,  dans  Tun  des  termes  d'un 
produit  qui  doit  être  homogène ,  la  somme  des  exposans  e^^ 
ogclc  à  6,  tandis  qu'elle  est  égale  à  7  dans  tous  les  autres 
termes,  il  y  a  erreur  manifeste  dans  l'addition  des  expo8an.s  ; 
et  alors,  on  reprend  la  multiplication  des  deux  termes  qui  ont 
formé  ce  produit  partiel. 

Secondement.  Lorsque  ,  dans  la  multiplication  de  deux  polj- 
nomcs,  le  produit  n'offre  aucune  réduction  de  termes  sem- 
blables ,  le  nombre  toial  des  termes  du  produit  est  égal  cm 
produit  du  nombre  des  termes  du  multiplicande j  multiplié  pisr 
le  nombre  des  termes  du  multiplicateur;  g'est  une  conséquence 
de  la  règle  (n®  17).  Ainsi ,  que  l'on  ait  5  termes  dans  le  multi- 
plicande et  4  dans  le  multiplicateur,  il  y  en  a  5  X  4  ^'^^  ^^ 
dans  le  produit.  Eu  général ,  si  le  multiplicande  se  compose 
de  m  termes  et  le  n^ultiplicateur  de  7»  termes,  le  produit  en 
renferme  mX,n,  ' 

Troisièmement,  Lorsqu'il  y  a  des  termes  semblables ,  le 
nombre  total  ie^  termes  du  produit  simplifié  peut  être  beau- 
coup moins  grand.  Mais  on  remarquera  que,  parmi  les  diffé- 
rons termes  du  produit,  il  en  est  qui  ne  peuyent  se  réduire 
avec  aucun  autre  :  ce  sont,  1".  le  terme  propenant  de  la  muln 
tiplication  du  terme  du  multiplicande  affecté  du  plus  haut 
exposant  de  l'une  clés  lettres^  par  le  terme  du  multiplicateur 
affecté  du  plus  /laut  exposant  de  la  méma  lettre;  2°.  le  terme 
provenant  de  la  multiplication  des  deux  termes  aff^ectés  du 
plus  faible  exposant  de  la  m^me  lettre.  £n  effet,  ces  deux 
produits  partiels  doivent  renfermer  cette  lettre  avec  un  plus 
haut  ou  un  plus  faible  exposant  que  chacun  des  autres  pro- 
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ittiiM  partleli  ;  par  conséquent ,  îU  ne  peuvent  ctie  scinhlabltftf 
aux  autres  produits.  Cette  remarque ,  dont  )a  Tërîté  se  fléduit 
«le  la  règle  des  exposans ,  sera  d'une  très  grande  utilité  dans 
h  division. 

ig.  Pour  terminer  ce  qui  a  rap|K>rt  à  la  multiplication  algé- 
brique, nous  ferons  connaître  diiférens  résultats  de  multiplica- 
tion ,  d'un  usage  fréquent  en  Algchrc. 

i".  Soit  proposé  de  former  le  carré  ou  la  seconde  puis^ncc 
ffun  bÎRome  a+  b.  On  a,  d'après  les  principes  connus^ 

(a  +  6)*  =  (a  +  /^)  (a  +  6)  =  a»  +  aai  +  ** 5 

c'est-à-dire  que  le  carré  de  la  somme  de,, deux  quaniiiis  se 
compose  du  carré  de  la  première  quantiléj  plus  du  carré  de 
la  seconde j  plus  da  double  produit  de  la  première  par  la 
seconde. 

Ainsi 9  soit  à  former  le  carré  de  5a' +  8a*i-,  on  a,  d'après 
ce  qui  Tient  d'être  dit,  (5^-*+  8a*&)«  =  a5aS+8da^^  +  64a<A*. 

2*.  Soit  k  former  le  cai  ré  d'une  difFqrcjice  a  —  6. 

On  a      (a  —  by  =  {a  —  b)  {a  — b)=za^ -^  'xàb  +  i» \ 

c'est-à-dire  que  le  carré  de  ia  différence  de  deux  qHantkés  se 
compose  du  carré  de  la  première j  plus  du  carré  iè^ la' 'seconde j 
moins  le  double  produit  de  la  premi^ère  par  .Ui  seconde. 

Ainsi     (7a*i*  —  iiab^  =  ^^a^b} -^  iG&a^b^  +  xl^^a^b^. 

3®.  Soit  propose  de  multiplier  a  -f-  6  par  a^^b» 

On  A  (d  -+•  ^)  (û  —  b)  =^*  —  A*.  Donc  la  somjne  de  deux 
quantités,  multipliée  par  leur  différence^  donne  poirt  produit 
la  différence  de  leurs  carrls.  (C'est  le  théorème  démontré  n'  5.) 

Ainsi    (8a3  +  ^aA»)  (80»  —  706*)  «=;  64a«  —  49a*6<. 

On  peut ,  en  combinant  ces  différens  résultats ,  trouver  les 
produits  de  cei  tains  polynômes  plus  promptement  que  par  le 

procédé  ordinaire.  Soit ,  par  exemple ,  à  multiplier 

5a*  —  ^ab  +  3A*  par  5a'  —  ^ab  —  36*;  si  l'on  remarque  que 
la   première  de  ces  deux   quantités  est  la  somme  de  deux 
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nombres  5 a*  — ^  4^^^  «^  ^^^$  H^^  ^^  fieœnde  est  la   différcTic 
i!e  ces  deux  mêmes   oombres»  an  IrouTe  d<5  suite,  pour   ti 
produit , 

(5a^  —  4^/0'  —  (3^*)'  ~  aSa*  —  4oa^A  +  iCkr'ô*  —  gi*. 

20.  En  reflécTussant  sur  les  résultat  s  de  mtiltîplicatioTi  que 
Ton  vîpdt  trfiî>lenir,  on  toH  ^^^  ^*^^"'  composition,  ou  la  ma- 
ïii^rc  dont  tîs  se  forment  A  Titide  du  nniîtîpîlcandc  et  du  inidtî— 
plicateurj  est  toul^^fiiît  mdt^pcndanle  des  valeursî  particulière* 
qu'on  peut  atlrîbtiÊr  aui  lettres  à  et.  fr  qui  entre  ut  d»n.s  les  deus^- 
facleur.'î*  .  -^ 

En  prifwîpéj  la  mdiiQrif  dont  un  produit  algéhrtquê  m  formé 
à  Valdr  de  vvs  deux'fitcUarn  3  ^*ttppflh  hx  LOI  de  c€  prvduiij 
ûlctlle  loi  resU^  toujours  la  mthne^  q  util  es  tjtie  soient  fe^  rmUnrA 
ait  y  iù  n  n\^  a  ux  le  ilr^FS  q  ui  entre  ni  dans  les  de  nx  Jacie  ti  r  ^' .  j 

?.i.  ETifm,  un  polynôme  otant  donné  ^  on  prut  qiii'ïc|iieibîs , 
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à  dÎTÎser  720^  par  Ba^,  ce  qae  Ton  indique  ainsi  :  ^-3-. 

mande  une  troisième  quantité  monôme  qui,  multlplic^e 
seconde ,  reproduise  la  première.  Or ,  d'après  les  règles 
s  pour  la  multiplication  des  monômes,  la  quantité  cber- 
oit  être  telle,  que  son  coefficient,  multiplié  par  8,  donne 
>roduit  72,  et  que  l'exposant  de  la  lettre  a,  dans  cette 
té,  ajouté  à  3,  exposant  de  la  lettre  a  dans  le  diviseur, 
pour  somme  5,  exposant  du  dividende.  Ainsi,  Ton  ob- 
a  c^ttc  quantité  en  divisant  72  par  8 ,  et  retranchant  de 

saut  S.Texposant  3,  ce  qui  donne  -jr-j-  =  9a';  et  en  effet 

îcr*X9a*=72a^ 

a ,  d'après  les  mêmes  remarques , 

t^ 

-=5a3-"6»-'c=5a"6c;  et  en  effet,  7aix5a'&c=35a^A»c; 

on  voit  que,  pour  diviser  deux  monômes  l'un  par  l'autre, 
,1®.  dipiaer  les  deux  coéjfficienH  l'un  par  Vautre;  Ti^.pour 
Itres  communes  au  dividende  et  au  dU'iseurj  écrire  cJia" 
belles  à  la  suite  du  coefficient j  en  Vaffectant  dfun  expo- 
'gai  à  l'excès  de  l'exposant  du  dividende  sur  celui  du 
ur;  3®.  écrire  à  la  suite  et  apec  leurs  exposans  respectifs, 
Itres  qui  entrent  dans  le  dividende  sans  entrer  dans  le 
ur. 
trouve,  d'après  cette  règle, 

-—^  =  ^^bcd,     .—^^=5a^b^cd. 

Il  résulte  de  la  règle  précédente  que  la  division  des  mo- 
;  est  impossible ,  premièrement,  si  les  cocfficieus  ne  sont 
visibles  Pun  par  l'autre;  en  second  lieu,  si  certains  expo- 
)nt  plus  forts  au  diviseur  qu'au  dividende;  en  troisième 
i  le  diviseur  renferme  une  ou  plusieurs  lettres  qui  ne  se 
;nt  pas  dans  le  dividende.  Dès  qu'une  seule  de  ces  trois 
stances  se  rencontre,  le  quotient  reste  sous  la  forme  d'un 
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monôme  fractionnaire j  cVst-à-dIre  d'une  expression  mououie'^ 
dans  laquelle  entre  nécessairement  le  signe  algébrique  de  la  dt 
TÎsîon  y  mais  qu'on  peut  souvent  simplifier. 

Soit,  par  exemple,  iaa^6*cd  à  diviser  par  8a*ic*. 

On  ne  peut  trouver  ici  pour  quotient  un  monôme  entier,  c'eit 
a— dire  un  mcnome  débarrassé  du  signe  de  la  division,  para 
que  12  n'est  pas  divisible  exactement  par  8,  et  qu^en  onfari 
l'exposant  de  c  est  moins  grand  au  dividende  qu'au  divheuf 

Âinsl^on  présentera  le  quotient  demandé  sous  la  forme    ^  ^. 

maïs  on  peut  simplilîer  celte  expnssioi),  en  remarquant  qw 
les  facteurs  4.<  ^%  &  et  c  étant  communs  aux  deux  termes  é 
cette  fraction ,  rien  n'empêche  de  les  supprimer,  et  l'on  a  pou 

résultat,  '^i 

2C 

En  général,  fOur  simplilîer  un  monôme  fracliouna're  ^  i 
faut,  i**.  supprimer  le  plus  grand  facteur  commun  aux  de^ 
coefficUns;  2°.  retrancher  le  plus  petit  des  deux  exposans  d^un 
mime  lettre j  du  plus  grand j  et  éi  rire  la  lettre  affectée  de  ceti 
différence  d'exposansj  dans  celui  des  deux  termes  de  la  frac 
tion  où  l'exposant  était  le  plus  grand;  3".  écrire  les  IfUtres  na 
communes j  avec  leurs  exposons  respectifs j  dans  celui  des  deu 
termes  de  la  fraction  cà  ces  lettres  entraient, 
,  On  trpnvpra  d'aprcs  cette  nouvelle  règje , 
^Sa^b'^cd^  _^ad\    3'jab\^d  _3'jb^c       -ja'b   _    i 
36a'b'c'de  ~  3bre  '  "  6a^'bc^d\  ~  .Hçi'd  \    iiay~  %a(i 
Dans  le  dernier  exemple  ,  ^omme  tous  les.  facteurs  du  divi' 
dende  se  trouvent  aii  d.lviseur^lc  nApiéra^ettr  se  rçduit  à  V unité 
parce  que  cela  revient  à  diviser  les  deux  termes  de  ta  fractioi 
par  le  numérateur. 

24«  Il  arrive  souvent  que  les  exposans  de  certaines  lettre 
sont  les  mêmes  au  dividende  qu'au  diviseur. 

Soit,  par  exemple,  à  diviser  a4^^i*  par  8a*i';  comme  l 
lettre  b  est  affectée  du  même  exposant,  le  quotient  ne  doi 

pas  la  renfermer,  et  l'on  a  a  ,/,  =  3a.  Mais  on  remarque  qu 
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m  rêêullat  3a  peat  être  mis  sous  une  forme  propre  a  con- 
lenrer  la  trace  de  la  lettre  &  qui  a  disparu  par  l'effiet  de  la 
rciluetioo. 

En  eflFet ,  si  l'on  applique ,  par  con^'ention^  a  Vexpression  r; 

r  k  risgle  des  exposans  (n*  aa) ,  il  Tient  —  =  i®.  Ce  nouveau 

^  ijmbole  A*  indique  (n®  a)  que  la  lettre  entre  o  fois  comme 
fréteur  dans  le  quotient,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  qu'elle 
ae^t  pas  j  entrer;  mais  il  indique  en  même  jemps  qu'elle 
entrait  dans  le  dividende  et  le  diviseur,  et  qu'elle  a  disparu 
par  l'effet  de  l'opération.  Ce  symbole  a  l'avantage  de  conserver 
k  trace  d*un  nombre  qui  faisait  partie  de  la  question  que  l'on 
trait  en  vue  de  résoudre,  sans  changer  pour  cela  en  uien  le 

résultat  ;  car ,  puisque  b^  provient  de  t;  >  qui ,  d'ailleurs  est 

épi  à  I ,  il  s'ensuit  que  3ab°  équivaut  à  3a  X  i  ou  3a.  De 


Comme  il  importe  d'avoir  des  notjpns  exactes  sur  l'origine 
et  k  signification  des  symboles  employés  en  Algèbre,  nous 
BOUS  proposerons  de  faire  voir  qu'^/i  gtnéralj  toute  quantité  a^ 
offteiée  de  P exposant  Oj  équivaut  à  i^  c^eat^-à^dire  que  fon  a 


•EuelEet,  cette  expression  provient,  comme  nous  venons  de 
le  dire ^  de  oe  que  a  est  afFectu  du  mémo  exposant  au  dividende 

et  au  diviseur  d'une  division  indiquée.  Ainsi  l'on  a  a?  z=z  -, — 

^  a'* 

(m  désignant  pour  plus  de  généralité  le  nombre  entier  qui  sert 

d'exposant  a  a).  Mais  le  quotient  de  toute  quantité  divisée  par 

a"* 
-    elle-même  est  i  ;  doue  — -  =  i  :  donc  aussi  l'on  a  û°  =  i. 

Le  symbole  o^  n'est,  nons  le  répétons,  employé  par  convcn- 
lion,  que  pour  conserver  dans  le  calcul  la  trace  d'une  lettre 
<|ui  entrait  dans  l'énoncé  d'une  question,  mais  qui  doit  dispa- 
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raîtrc  par  l'efBet  d'une  division  ;  et  il  est  souTent  néœssaîre  de 
conserver  cette  trace. 

DIVISION   DE    DEUX  POLYNOMES.' 

25.  Soit  à  diviser  5ia*i*  +  loa*  —  ^8a^b  —  i5M  +  ^abK 
par  4ai  —  5a*  +  3b*. 

Pour  suivre  plus  facilement  les  calculs ,  on  peut  les  disposer 
ainsi  : 

Sia^b^  +  ioa<—  48a3*_  ,534  ^  40^1     4Qt  — 5a*  +  3&* 
+  8a3*  —  loa*  +  6a«i»  J  —  2a«  +  8aô  — 5i* 

57a»i»  —  4oa^i  —  1 5b^+^ab^ 
—  32a«i*  +  4oa-ô  — 24aô3 

OLSa^b^—  i5b^  —noab^ 
+  2oaé^  _25a»i»+  i564 


Le  but  de  cette  opération  est ,  comme  nous  l'avons  déjà  dit 
(n°  22),  de  troui^er  un  troisième  polynôme  quij  midliplié  par 
le  second,  reproduise  le  premier. 

Il  résulte  de  cette  définition  et  de  la  règle  établie  (n°  17),. . 
pour  la  multiplication  des  polynômes  9  que  le  dividende  est 
l'assemblage  9  /7ar  addition  et  après  réduction,  des  produits  par- 
tiels de  chacun  des  termes  du  diviseur ,  multipliés  par  chacun 
des  termes  du  quotient  cherché.  Cela  posé,  si  l'on  pouvait  dé- 
couvrir dans  le  dividende  un  terme  qui  fût  provenu,  sans  r^ 
duction,  de  la  multiplication  de  l'un  des  termes  du  diviseur 
par  un  des  termes  du  quotient,  alors,  en  divisant. l'un  par 
l'autre  ces  deux  termes  du  dividende  et  du  diviseur,  on  serait 
certain, d'obtenir  un  terme  du  quotient  cherché. 

Or,  d'après  la  troisième  remarque  du  n*  18,  le  terme  loa* 
alTecté  du  plus  haut  exposant  de  la  lettre  a ,  provient  sans  ré- 
duction, de  la  multiplication  des  deux  termes  du  diviseur  et 
du  quotient,  aflectés  du  plus  haut  exposant  de  la  même  lettre. 
Donc,  en  divisant  le  terme  loa^  par  le  terme  — 5a*  du  divi- 
seur, on  sera  certain  d'avoir  un  terme  du  quotient  cherché.  Mais 
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eil  de  même  dans  toutes  les  opérations  suivantes^  parce  que  les 
fBOtiens  partieb  ci  les  produits  du  diWseur  par  ces  quoliens 
ioai  oontinuellenient  ordonnée. 

Voici  le  tableau  des  calculs  de  Texemple  prccùdcnt  y  après 
qoe  Pon  a  ordonné  les  deux  polynômes. 

,oa>— 48a^A+5ia*i*+  l^Qb'—\5b^  1  —  5g*  +  4flA  +  3&* 

^'  — 4ofl364.57a*A»+  4ai3— i5M 

-1-400^*— 32a»i'—24a6* 

+a5a*A* — 20fli* — i5M 
—  25a»&*+2ooA^+ 156^ 

o. 

a6.  De  1^  on  peut  conclure  la  règle  suWantc  pour  diviser 
deux  polynômes  Tun  par  l'autre  :  Apres  avoir  ordonné  le  di" 
%'ideiide  et  le  diviseur  par  rapport  à  une  même  leUi-e^  divisez  le 
premier  termt  à  gauche  du  dividende  par  le  premier  terme  à 
gauche  du  divise  urj  vous  obtenez  ainsi  le  premier  terme  du 
tpu>Uentj  inuUipliez  le  diviseur  par  ce  terme ^  et  retrancJiez  U 
produit  du  dividende  proposé.  Divisez  ensuite  le  premier  terme 
du  reste  par  le  premier  terme  du  diviseur^  vous  obtenez  ainsi 
le  second  terme  du  quotient;  Tnultipliez  le  diviseur  par  ce  se^ 
cond  terme j  et  retrancluz  le  produit^  du  résultat  de  la  première 
opération.  Continuez  ainsi  les  opérations,  jusqu*à  ce  qu  enfin 
vous  obteniez  pour  résultat  o;  auquxl  cas,  la  division  est  dits 

EXACTE. 

Lorsque  le  preroic  r  (ermedu  dividende  ordonné  n'est  pas  exac- 
tement divisible  (n®  23)  par  le  premier  terme  du  diviseur  aussi 
ordonne,  c'est  un  signe  que  la  division  totale  est  impossible, 
c'esl-à-dire  qu'il  n'y  a  pas  de  polynôme  qui,  multiplié  par  le 
(lifiscyr,  puisse  reproduire  le  dividende.  Et,  en  général,  on 
reconnaît  ([v^une  division  est  impossible ,  lorsque  le  premier 
terme  de  l'un  des  dividendes  partiels  n'est  pas  divisible  par  le 
premier  terme  du  diviseur. 

27.  Nous  remarquerons,  en  passant,  que,  s'il  y  a  quelque 
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analogie  entre  la  dÎTÎsîon  arithmétique  et  la  division  algébriqo^t  > 
par  rapport  à  la  manière  dpnt  les  calculs  sont  disposés  et  eSetM 
tués  9  elles  ont  entre  elles  cette  différence  essentielle  y  que  dans  ïm 
division  arithmétique ,  les  chiffres  du  quotient  s'obtiennent  par 
tâtonnement,  tandis  que  dans  la  division  algébrique,  le  quotient' 
que  Ton  obtient,  en  divisant  le  premier  terme  d'un  dividende 
partiel  par  le  premier  terme  du  diviseur,  est  toujours  un  des 
termes  du  quotient  cherché.  Si  .ces  deux  termes  ne  sont  pas  di- 
visibles Tun  par  l'autre,  on  peut  conclure  tout  de  suite  que  la 
division  totale  est  impossible.  Sous  ce  rapport ,  la  division  algé- 
brique est  plus  simple  que  la  division  arithmétique. 

En  outre,  rien  n'empêcherait  de  commencer  l'opération  par 
la  droite,  au  lieu  de  la  commencer  par  la  gauche  ,  puisqu'alors 
ce  serait  opérer  sur  les  termes  affectés  des  plus  faibles  exposant 
de  la  lettre  par  rapport  à  laquelle  on  a  ordonné.  Dans  la  division 
arithmétique ,  on  ne  peut  trouver  le  quotient  qu'en  commençant 
par  la  gauche. 

Enfin,  telle  est  l'indépendance  des  opérations  partielles  q[ue 
comporte  le  procédé,  qu'après  avoir  soustrait  du  dividende  total 
le  produit  du  diviseur  par  le  premier  terme  trouvé  au  quotient, 
soustraction  indispensable j  on  peut ,  à  la  seconde  opération,  di- 
viser l'un  par  l'autre  les  deux  termes  du  nouveau  dividende  et 
du  diviseur,  affectés  du  plus  haut  exposant  d'une  lettre  diffé- 
rente de  celle  que  l'on  avait  considérée  d'abord,  et  l'on  obtiendra 
encore  un  des  termes  du  quotient,  qui  restent  à  déterminer.  Si 
Ton  considère  la  même  lettre,  c'est  parce  qu'il  n'y  a  pas  de  rai- 
son pour  en  changer ,  et  que  les  deux  polynômes  étant  déjà  or- 
donnés par  rapport  à  la  première  lettre,  les  premiers  termes  à 
gauche  dans  le  dividende  et  le  diviseur  sont  propres  à  donner 
un  terme  du  quotient,  tandis  que  si  l'on  changeait  de  lettre,  il 
faudrait  chercher  de  nouveau  les  termes  affectés  du  plus  haut 
exposant  de  cette  lettre. 

Second  exemple, 

28.  Diviser  21^^ +  25x^4- 68 r)'^—4oy—56x^ — i8x<y 
par  Sy'-"  —  8x^  —  6xy. 
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Voici  le  tableau  des  calculs,  en  ordonnant  par  rapport  à  y. 

I"  restc.aoxy»— 39r*y*+2 1  ar^ —  1 8x<^ — 56x^ 

a*  reste —  1 5j;«j^3^53jr;y«—  1 8.r^— 56x* 

+ 1 5x'j^^ —  1 8jc'jf*— a4x*j' 

3»  reste 35x3jf*— 42j7}y— 56x* 

— 35jr3jf«+42x4y+56x* 

reste  final. ...  o 

G)mnie  il  Importe  àut  ooiùm^nçans  de  se  fdmîlîariser  atec 
les  opérations  algébri([ue8 ,  et  surt^t  de  calculer  prompte- 
ment,  nous  allons  traîlcr  de  nouveau  le  dernirr  exemple,  eu 
indiquant  les  simplifications  qu'il  est  à  propos  d'introduire. 

Elles  consistent  y  comme  en  Aritlmiélique,  à  soustraire  du 
dividende  chaque  produit  parliel  y  immédialemeiit  après  avoir 
formé  ce  produite 

^o/+G8r)'4+25xy+2ix'y»— i8x*^'— 56x*  j  5y'— 6  c)— S  r* 

•te5te.+aoxy+— 39i:*yH2i^y— 18-r^V— 5Gx->'  ~ 8jM-40''*— ^•*'l>'+7'^' 
2«  reste ...  —  1 5 r'-y ^+53x;y'—  1  Sx^j'— 56x^ 
V  reste . . .  SSx-Jy* — ^ix^y-^^Ç^x^ 


Si  l'on  divise  d'abord  —  [{Oy^  par  5y*,  il  vient  pour  quotient , 

—  8y^  Multipliant  5y'  par  — 8)'^  on  a  — 4^'^>  fï"i,  clian^r! 
désigne,  donne  +  4°)'^  terme  qui  détruit  le  premier  loriiie 
du  dÎTÎdende. 

De  même,  —  Gxy  X  —  8y^  donne  +  et  pour  la  soustraction, 

—  43 ^*S  n">7  réduit  avec  +68x)'^,  donne  pour  reste  207  y  >, 
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Enfin,  —  Bjc*  X  —  6j*  donne  +  et  pour  la  aov 

— 64-c*y^  qui,  réàrfi  arec  -f"  aSx'j^,  donne  —  3gx^y*. 
sultat  de  la  première  opération  est  donc  aory*— Sgr^ 
des  autres  termes  du  dividende  qui  n'ont  pas  été  réduits  i 
les  produits  partiels  déjà  obtenus. 

On  opère  sur  le  nouveau  dividende  comme  on  a  opéré  sur  1 
dividende  primitif  et  ainsi  de  suite. 

Troisième  exemple.  '^ 

Soit  à  diviser    gSa  —  ySû*  +  56a*  —  a5  —  Sgo*  1 

par  —3a* +  5 — iia  +  'jc^' 

56a*--S9a^  — 93a»+95a  — 2517^^— ^'— "Q  +  S 
!•' reste. . .—  SSo^H-  ifkz*+  55a  —  a5j 8a  —  5  ^ 

a*  reste...  o 

m. 

29.  II  peut  arriver  que  l'un  des  polynômes  proposés ,  ou  toi 
les  deux,  renferment  plusieurs  termes  affectés  d'une  même  p 
sance  de  la  lettre  par  rapport  à  laquelle  on  veut  ordonner. 

G)niment  doit-^n,  dans  ce  cas,  disposer  les  polynômes  etd 
effectuer  la  division  ?  ^ 

Soit  à  diviser  1 


I  la'fc  —  igaÂc  +  loa"*  —  i5a*c4-  3a6*  -|-  i56c*—  5i"c 
par  5a*  +  3ai  —  5bc.  t 

On  remarque  que  les  deux  termes  1  la^b —  i5a*c  peuvent  être  « 
mis  sous  la  forme 


iiDia', 


,(n6  — i5c)a%    ou    _'j5^| 


en  écrivant  une  seule  fois  la  puissance  a*,  et  plaçant  à  gauche^ 
dans  une  même  colonne  verticale ,  l'ensemble  des  quantités  qui 
multiplient  cette  puissance  *,  ce  polynôme  multiplicateur  s'ap- 
pelle alors  le  coefficient  de  a*. 
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'  fCette  seconde  manière  de  réonir  les  «ermes  affectés  d'mie 

Épnissanre,  est  préférable  à  la  première ,  sons  deux  rap- 
;  1*.  parce  qne,  s'il  y  a  beauooap  de  termes  dans  le  diTÎ- 
et  le  diviseur I  on  a  de  la  pei^e  k  lés  faire  tous  tenir  sur 
la  mèflie  ligne  horiiontale  ;  a^  parce  que,  comme  le  coefficient 
<k  chaque  puissance  doit  être  lui-même  ordonné  par  rapport  1 
seconde  lettre,  on  est  obligé,  si  le  premier  terme  est  sous- 
tactif ,  de  faire  éprouver  aux  termes^une  modIGcation  qui 
Lt  induire  en  erreur,  lorsqu'on  emploie  la  première  nvuaih^ 
i,  par  exemple,  l'expression  —  i5AV4"  7ftca'— 8c*a^,  la 
ifîcation  consiste  à  mettre  cette  expression  sous  la  forme 

—  (i5A*  —  7&C  +  8e»)  a* (n*  i5)  ; 

|aa  lieu  que  par  la  seconde,  on  l'écrit'ainsi  :  —  i5fr*ia*;  et  de 
t  +lbc\ 

1  —  8c*| 

itette  manière ,  on  a  ravantage  de  consenrer  à  chaque  terme  le 
Isigue  dont  il  était  d'abord  affecté.] 

-^    Pareillement,  •—  igabc+3ab*  s'écrira:  +  3&*|  a. 

—  igici 

'    Cela  posé,  Toici  comment  on  effectuera  l'opération  : 

loa^+iifc  I  a*+  Sb^  I  a-56»c+i56c»  i  5fl*+3&fl— 5&c 
— i5c  I      —196c  I  3   2a-\'  b  —3c 


a*+  3i* 


a—5b*c+iSbc^ 


i**  reste...  54 
— i5c 

a*  reste. . .  o 

^  Divisant  d'abord  loa^  par  5a%  on  a  aa  pour  quotient. 

Retranchant  le  produit  du  diviseur  par  2a,  on  obtient  un 
premier  reste.  Divisant  la  partie  affectée  de  a^  dans  ce  reste 
par  5a*,  il  vient  pour  quotient  b  —  3c.  Multipliant  successive- 
loeat  chaque  partie  du  diviseur  par  4  —  3c ,  et  retranchant 

3.. 
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chaque  produit,  on  a  pour  résultat  o.  Done  âa-f-i — 3c  eail$^ 
quotient  demanda 

Pour  nous  rendre  compte  d'une  manière  générale  du  cas  pré*  « 
cèdent  y  qui  est  le  plus  compliqué  de  la  division ,  désignons  le^ 
dividende  par  Aa*  +  Ba^  +  Ca*  +  Da  +  E,  et  le  diviseur  par^ 
AV  +  Ba  +  C.  ^ 

[C'est  un  usage  en  Algèbre ,  lorsqu'il  doit  entrer  dans  une . 
question  un  grand  nombre  de  quantités ,  d'en  désigner  d'abord 
un  certain  nombre  par  des  lettres  différentes;  et,  pour  ne  pas*  î 
trop  multiplier  le  nombre  des  lettres ,  de  désigner  les  autres  k 
par  les  mêmes  lettres  accentuées.  Les  accens  '..."..J*  se  pronoiH*  : 
cent  primej  seconde ^  tierce»'] 

Dans  ces  deux  polynômes ,  cbacun  des  <^fiiciens  A,  B,  Cy  ' 
D ,  £ ,  A',  B',  C,  désigne  l'assemblage  de  plusieurs  termes. 
Ainsi  ka^  représente  toute  la  partie  du  dividende  affectée  An 
a^,  et  ainsi  des  autres.  Gela  posé,  puisque  le  plus  haut  expo^ 
sant  de  a  est  4  ^^ns  le  dividende  et  a  dans  le  diviseur,  il  doit 
aussi  être  égal  à  2  dans  le  quotient,  qui  est  alors  de  la  forme  , 
A^a*  4-  Wa  +  C.  Pour  déterminer  la  partie  de  ce  quotient 
affectée  de  la  plus  haute  puissante ,  on  remarque  que  le  pro-  i 
duit  des  deux  parties  A'û*  et  A*a*,  ne  peut  éprouver  aucune  ] 
réduction  avec  les  autres  produits  du  diviseur  par  le  quo«  j 
tient,  et  par  conséquent  doit  être  égal  à  la  partie  Aa^  du  *. 
dividende,  affectée  de  la  plus  haute  puissance.  Donc  récipro»  ■ 
quement ,  si  l'on  divise  Aû^  par  A'a*,  on  doit  avoir  la  partie  . 
A'^a*  du  quotient;  cela  revient  à  diviser  A  par  A',  puisque  ] 
a^  divisé  par  û*  donne  a*.  Si  A  et  A'  sont  eux  -  mêmes  des-  j 
polynômes  composés  d'une  ou  de  plusieurs  lettres,  on  agit  sur 
eux  comme  il  a  été  dit  précédemment,  ce  qui  exige  qu'on 
ordonne  d'abord  les  deux  polynômes  par  rapport  à  l'une  des 
lettres  qui  y  entrent.  Voilà  pourquoi  nous  avons  dit  plus  haut 
qu'en  écrivant  les  termes  affectés  d'une  même  puissance  dans 
une  colonne,  il  faut  avoir  soin  de  les  ordonner  par  rapport  k 
une  ^oonde  lettre;  on  les  ordonnerait  même  par  rapport  fi 
une  troisième  lettre,  sî  plusieurs  termes  d'une  colonne  renfer*- 
maient  un  même  exposant  de  la  seconde  lettre.  • 
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La  partie  Afa^  i^tant  obtenue,  on  mnltiplie  chacune  des  par- 
tki  da  dÎTiseur  par  A'a^^  et  on  retranche  au  fur  et  à  mesure  les 
produits  partiels  qu'on  obtient,  ce  qui  donne  un  premier  reste 
i  sur  lequel  on  opère  comme  sur  le  dividende  proposé. 

Voici  deux  nouveaux  exemples  du  cas  qui  nous  occupe.  (On 
a  eu  soin  d  j  joindre  les  divisions  partielles  que  nécessite  l'opé* 
ration  principale.) 


lai* 
-agfc 

û«-Ha3i» 

—  3iA*c 

—  gAc» 

o*  -t-  loM 
—  6A*c* 

a  \         3i     a-l-aA* 
|-5c 

+  i5c» 

3   _  3c         —3c» 

—  a5i*c 

—  gAc* 
+  i5c' 

c*  +  loi* 
^6A»c» 

a 

0 

Premiem  Di\»Uion  partielle. 

1 2 J*  —  296c  4-  1 5c*  >    36  —  5c 

—   96c  +  iSc**   (   /|i  —  Se" 


Deuxième  Diçision  partielle, 

i56^  — aSiV  — 9&c*+i5c^  1  3&  —5c 
—  96c-+i5c3  j  56"  — 3c* 


# 
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juvisioh 


— lO 


+a3& 

_2 


— 3lô 

+  5 


a»+4Ma4.J«— aA)  3ft|a+ft^— a6 


—5 


-9*' 
— ^ao 


— 23A 


+3é 
—5 


a+J*— ai 


-5l 


faaS— 36|a*4.4ft|a+i 


Première  Diênsion  partieUt. 
eft—io  I  3J  — 5 


Deuxième  Vwiaion  partielle. 
— 9&*-f-a76  — ao  I        3A— 5 


4-  12Ô  —  ao 


.36+4 


Troitièm*  Division  partieU*. 

'  — a3&  +  S 
—   36  +  5 


lafc*  — a3&+5  )  36—5 

■J46-. 


Quatrième  Difiaion  partiell». 
36—5  1  36  —  5 


}^ 
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3o.  n  existe  un  autre  cas  asses  important  dans  la  dÎTision 
algébrique  ;  c^est  celui  ou  le  poljrnome  dividende  contient  une 
otf  pluMÎeurê  letiretfque  ne  renferme  pas  le  diifiaeur.  On  pour- 
rait ordonner  les  deux  polynômes  par  rapport  à  l'une  des  lettres 
communes ,  et  faire  la  division  comme  à  l'ordinaire.  Mais  il  y 
a  un  moyen  beaucoup  plus  simple  d'obtenir  le  quotient 

Supposons,  par  exemple,  que  le  dividende  contienne  diverses 
puissances  de  la  lettre  a ,  et  que  cette  lettre  n'entre  pas  dans  le 
diviseur  (  on  dit  alors  que  celui  —  ci  est  indépendant  de  a  )  • 
En  ordonnant  le  dividende  par  rapport  à  a ,  on  peut  le  mettre 
80US  la  forme  Aa<  +  Ba^+Ca*-f-Da  +  £^  4  <^^ai^^  supposé 
le  plus  banl  exposant  de  a,  dans  ce  polynôme;  A  B^  C,  D, 
sont  des  monômes  ou  polynômes  qui  ne  renferment  pas  a. 
Soit  d'ailleurs  M  le  polynôme  diviseur,  indépendant  de  a. 

Cela  posé ,  puisque  le  diviseur  multiplié  par  le  quotient  doit 
reproduire  le  dividende,  et  que  le  diviseur  M  ne  contient  pas 
a,  il  est  clair  que  le  quotient  doit  être  un  polynôme  affecté 
des  mêmes  puissances  de  la  lettre  a ,  que  celles  qui  se  trou- 
vent dans  le  dividende.  Ainsi  ce  quotient  est  nécessairement 
de  la  forme  AV+BV+Cû'-f-iya  +  E'.  Or,  si  l'on  con- 
çoit que  ce  quotient  soit  trouvé,  et  qu'on  ait  multiplié  suc- 
cessivemeat  le  diviseur  tout  entier  par  cbacune  des  parties 
A'aS  BV,  àa^.  .  .  .,  les  produits  seront  A'Ma^  B'Ala% 
CMa*.  •  .  ;  et  comme  ils  ne  peuvent  éprouver  entre  eux  au- 
cune réduction,  puisque  la  lettre  ordonnatrice  y  est  aSectée 
d'un  exposant  différent  ,  ils  doivent  être  respectivement 
égaux  aux  termes  Aa^,  Ba\  Gz*.  .  .  . ,  du  dividende. 
Ainsi  l'on  a 

A'M  =  A,  d'où  A'=A  :  M, 
B'M  =  B,  d'où  B'  =B  :  M, 
CM=Cy  d'où  C'=C  :  M, 

et  ainsi  de  suite;  d'où  Von  déduit  cette  proposition  générale: 

Pour  qu'un  polynôme  ordonna  par  rapport  à  une  certaine 
lettre j  soit    exactement  divisible  par  un   polynôme  iKoi^PEK- 


4o  DiriSlON 

DANT  dt  cette  lettre^  il  faut  que  chacun  des  coejflcieru  des 
diifersea  puissances  du  premier  polynôme  soit  exactement  di^ 
i^isible  par  le  second.  Les  coejjficiens  des  diçerseê  puissances 
de  la  lettre  dans  le  quotient,  ne  sont  autre  chose  que  les  quo^ 
tiens  successifs  de  la  division  des  coefflciens  du  polynorne  di" 
^'idende  par  le  polynôme  diviseur. 
Soit  à  diviser  le  polynôme 

pari*  — c*. 

Le  dividende  ordonné  par  rapport  à  a ,  peut  être  mis  sous  la 
forme(36^+iV— 36c*— c3)a*+C363c— 3ic3)a+65— 2i3c»+6c*; 
eflcctuant  les  trois  divisions  partielles  marquées  par 

333+AV— 3&C*— c»     3&^£— 3ftc3    y— 26V-fAc4 
6«-.c*  '       (?"—€*     '  i«— c»        ' 

on  trouve  pour  quotiens,3it4~^>  3ic,  i^ — èc*;  ainsi  Ton  a 
pour  le  quotient  total,  (3i+c)a'4-36ca  +  i' — ic". 

Les  deux  derniers  quotiens36c  et  b^ — ic*  peuvent  s'obtenir 
plus  aisément  que  par  le  procédé  ordinaire,  si  Ton  observe, 
1".  que  36V — 36c^  équivaut  (n*2i)  à  36c(i* — c");  2**.  qno 
6^— 26^0*  + 6c*  équivaut  à  6(M— 26V  +  C*),  ou  Zr(6*— c*)% 
(n*»  19). 

Mous  observerons,  â  ce  sujet,  que  s'il  existe  des  rîîgles  gé- 
nérales pour  effectuer  toutes  les  opérations,  ces  règles  peuvent 
souvent  être  simplifiées,  et  il  ne  faut  jamais  négliger  d'em- 
ployer ces  simplilications,  lorsque  l'occasion  s'en  présente.  On 
ne  s'en  conforme  que  mîeus  à  l'esprit  du  langage  algébrique. 

3i.  Parmi  les  différons  exemples  de  division  «nlgcbriquc,  il 
eu  est  un  rcniarquablepar  ses  applications,  cl  qui  se  rencontre  sL 
souvent  dans  la  résolution  des  questions ,  que  les  Algcbristes 
eu  ont  fait  une  espèce  de  théurème.  On  a  vu  (u**' 5  et  19)  quo 
(f/+^)(û""^)  donne  ponr  j)r(»(luit  u^ — b^\  donc,  réciproqiic- 
pient  c* — 6*,  div^sô  par  a  —  6,  <lonnc  a-\-b  pour  quotient. 

En  divisant  également  a^ — 6' par  a  —  6,  on  trouve  un  quQ-» 
lient  exact  et  égal  à  a'+  ab  +  6% 
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Da  mèmeia^— &^  divisé  para — 6,  donne  pour  quotient 

Cesontdcs  résultats  qu'on  peut  obtenir  en  suivant  le  procédé 
ordinaire  de  la  division;  et  l'analogie  porte  à  conclure  que^  quel- 
que grand  que  soit  l'exposant  qui  affecte  les  deux  lettres  actb^ 
la  division  se  fait  encore  exactement  *,  mais  l'analogie  n'est  pas 
une  certitude  rigoureuse.  Pour  acquérir  celle  certitude ^  dési- 
gnons par  m  l'exposant,  et  essayons  ladivision  dca"*— empara — b. 

a**— ô""|    a— 6 

1*  reste '+«"""^— ^1    a"'*     * 

ou  bien,  A(a"»-'— i"»-'). 

Divisant  d'abord  a" par  a,  on  a  pour  quotient  a"*"', d'aprës  la 
r^le  des  exposans  (n®  aa).  Le  produit  do  a  —  b  par  a*""*  étant 
soustrait  du  dividende ,  ou  a  pour  premier  reste  a"^^*b — é", 
expression  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme  b^a"*"' — 6"*""'). 
D'oàTon  voit  que,  si  Ton  suppose  a""* — b"""^  divisible  exac- 
tement par  a—  i,  il  en  est  de  même  de  a" — &"*;  ce  qui  veut 
dire  que,  si  la  différence  des  puissances  semblables  d^un  cer-^ 
tain  degré  de  deux  quantités^  est  divisible  exactement  par  la 
différence  de  ces  mêmes  quantités,  la  différence  des  puissances 
d'un  degré  plus  grand  d'une  unité,  est  auss>i  divisible.  Or, 

û"— ^*  .  .  .     1  .        .  r    ,        «^  — i^ 
1  donne  un  quotient  exact  et  égal  a  a  +^;donc —      ,- 

donne  un  quotient  exact  et  égal  à  a*+6  — ,  ou ' 


û*+  A(a  +  i)  >    ou  bien  encore ,     a*+  ^6 + i*. 

a*— M 
Pareillement  y  .    donne   un   quotient  exact  et  égal  k 

a^+b  ^^  'ZV'  ^^  a^+b{a^+ab+b^)y  oxia^+a^b+ab^+b^-y 

et  en  général,     7-  donne  un   quotient    exact  et  égal  à 

L'exactitude  de  cette  proposition  se  vérifie  à  posteriori j  eu 
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effectuant  la  multiplicalion 

(aw-i+am— i  +  am-sja^ +ci"»— +i— OCa  —  ^- 
On  reconnaît  que  les  produits  partiels  a*"  et  —  i"  sont  les  seuls 
qui  ne  se  détruisent  pas  dans  la  réduction.  Par  exemple ,  en 
multipliant  a"'"^i  para,  on  trouve  pour  produit  a**"'^i  ;  mais  si 
Ton  multiplie  a"*"*  par  — b,  il  vient  pour  produit  — a"»"'*i, 
terme  qui  détruit  le  précédent.  Il  en  est  de  même  des  autres 
termes. 

Nous  engageons  les  commençans  k  réflécliir  sur  le  moyen 
de  démonstration  précédent,  qui  est  assez  souvent  employé  en 
Algèbre. 

32.  Nous  avons  donné  (n®'  aS  ,26) ,  les  caractères  principaux 
auxquels  on  reconnaît  qu'une  division  de  quantités  monômes 
ou  polynômes  n'est  pas  exacte,  c'est-à-dire,  les  cas  dans  les- 
quels il  n'existe  pas  de  troisième  quantité  algébrique  entière 
qui ^  multipliée  par  la  seconde, reproduise  la  première. 

Nous  ajouterons, quant  aux  polynômes,  que  souvent  on  re« 
connaîtra  leur  inspection  seule,  qu'ils  ne  peuvent  être  divisibles 
l'un  par  l'autre.  Lorsque  ces  polynômes  renferment  deux  ou 
plusieurs  lettres,  il  £iut,  avant  d'ordobner  par  rapport  à  l'une 
d'elles  en  particulier,  jeter  un  coup  d'oeil  sur  les  deux  termes 
du  dividende  et  du  diviseur,  affectés  du  plus  haut  exposant  de 
chacune  des  lettres.  Si ,  pour  une  de  ce;  lettres,  les  termes  da 
plus  haut  exposant  ne  sont  pas  divisibles  l'un  par  l'autre ,  x>n 
peut  conclure  que  la  division  totale  est  impossible.  Cette  re- 
marque doit  se  répéter  dans  chacune  des  opérations  que  com- 
porte le  procédé. 

Soit,  par  exemple,  laa^  —  5a*6 +7a5"— 116'  à  diviser 
par4û* — 8aA  +  36*. Si  Ton  a  égard  à  la  lettres,  la  division 
parait  possible  -,  mais  eu  égard  à  la  lettre  b,  la  division  est  im- 
possible, puisque  — 116^  n'est  pas  divisible  par  36*. 
Nous  terminerons  par  les  considérations  suivantes  : 
1®.  Un  polynôme  ne  peut  jamais  être  divisible  par  un  autre 
polynôme  renfermant  une  lettre  qui  ne  se  trouve  pas  dans  le 
dividende;  car  il  est  impossible  qu'une  troisième  quantité, 
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nmltipliée  par  une  seconde ,  dépendante  d'une  lettre,  donne  nn 
produit  indépendant  de  cette  lettre. 

a*.  Un  monôme  n'est  jamais  divisible  par  nn  polynôme  9 
parce  que  (n°  18)  tout  polynôme  multiplié  par  un  autre,  donne 
an  produit  au  moins  deux  termes  qui  ne  se  réduisent  pas. 

3*.  Un  polynôme  ne  peut  être  divisible  par  un  monôme,  qu'au- 
tant que  celui-ci  divise  exactement  ebacun  des  termes  du  divi- 
dende, et  le  quotient  s'obtient  en  mettant  en  évidence  le  facteur 
commun  k  tous  les  termes. 

S  n.  Des  Fractions  algébriques  ou  littérales. 
Du  plus  grand  commun  dipiaeun 

33.  Les  firaetîons  algébriques  doivent  offrir  ii  l'esprit  la  même 

acception  que  les  fractions  arithmétiques,  telles  que  y,  — . . .  ; 

(fest-à-dire  qu'il  faut  concevoir  qu'on  ait  divisé  Funité  en  au- 
tant de  parties  égales  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  dénomina- 
'  teor  (le  dénominateur  pouvant  d'ailleurs  être  un  monôme  ou 
un  polynôme  ) ,  et  qu'on  prenne  une  de  ces  parties  autant  de 
fois  qn'îl  y  a  d'unités  dans  le  numérateur.  Dès  lors,  l'addition, 
la  soustraction,  la  multiplication  et  la  division,  doivent  s'ef- 
fectuer suivant  les  règles  établies  en  Arithmétique  pour  le 
calcul  des  fractions.  Toutefois,  on  doit  se  conformer,  dans  les 
app^cations  de  ces  règles,  aux  procédés  indiqués  précédem- 
nent  pour  le  calcul  des  quantités  algébriques  entières ,  mo- 
nômes ou  polynômes.  Ainsi ,  il  serait  superflu  de  sj  arrêter  5 
nous  aurons,  par  la  suite,  assez  d'occasions  de  nous  familia- 
riser avec  ces  règles. 

La  réduction  des  fractions  algébriques  à  leur  plus  simple 
expression,  mérite  néanmoins  quelques  développemens  parti- 
culiers. 

Lorsqu'une  division  de  quantités  monômes  ne  peut  s'ef- 
fectuer exactement,  on  l'indique  à  l'aide  du  signe  connu,  et 
dans  ce  cas,  le  quotient  se  présente  sous  la  forme  d'une  frac- 
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tîon  que  nous  avons  déj«\  appris  h  simplifier  (n*'  23).  Quant 
aux  expressions  fractionnaires  polynômes ,  yoici  quelques  «as 
dans  lesquels  il  est  aisé  de  les  réduire. 

Soit,  pour  premier  exemple ,  l'expression  -^ aIlIa»* 

On  remarque  que  cette  fraction  peut  (n^  19)  être  mise  sous 

la  forme -. -r- ;  supprimant  le  facteur  a^— o  commun 

aux  deux  termes ,  on  obtient  pour  résultat. . . . t. 

ooit  encore  lexpression  ^--5 ^-^r • 

Cette  expression  se  décompose  ainsi  : 

Saia^-^OLab+b')  5a(a  —  by 

■    8a«(a-A)   -'0«^^«°'   8^H^^*1'' 

supprimant  le  facteur  commun  a(a'^b) ,  on  trouve  pour  ré- 

5(a—b) 

sultat.  ...         Q  . 

oa 

Les  cas  particuliers  que  nous  venons  d'examiner  sont  ceux 
où  les  deux  termes  de  la  fraction  sont  décomposables  dans  le 
produit  de  la  somme  par  la  différence  de  deux  quantités, 
dans  le  carré  de  la  somme  ou  de  la  différence  de  deux  quan* 
tiiés  ;  et  l'habitude  du  calcul  apprend  à  opérer  ces  décomposi- 
tions ,  lorsqu'elles  sont  possibles. 

Mais  le»  deux  termes  de  la  fraction  peuvent  être  des  poly- 
nômes plus  compliqués ,  et  alors  leur  décomposition  en  fac- 
teurs n'étant  plus  aussi  facile,  on  doit  avoir  recours  au  procédé 
du  plus  gratid  commun  dii^iseur. 

Cette  théorie ,  intimement  liée  à  celle  des  équations  ,  ne 
laisse  pas  de  présenter  quelques  diûlcultés.  Aussi  notre  inten- 
tion est-elle  de  n'en  donner  ici  qu'une  partie ,  sauf  à  y  re- 
venir plus  loin,  et  lorsque  nous  aurons  acquis  les  matériaux 
nécessaires  pour  l'établir  d'une  manière  complète  et  rigou- 
reuse. 
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Théorie  élémentaire  du  plus  grand  commun  Diviseur 
algébrique. 

34*  Le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes  est 
le  polynôme  le  plus  grand  par  rapport  aux  exposons  et  aux  coej" 
ficiens^  qui  divise  exactement  les  deux  polynômes  proposés» 

La  propriété  caractéristique  du  plus  grand  commun  dîvi- 
seor  est  que,  si  l'on  divise  les  deux  polynômes  proposés  par 
leur  plus  grand  ooramun  diviseur ,  les  quoliens  qui  en  ré« 
saltent  sont  premiers  entre  tfi/jp>c'cst-à-âire;  ne  renferment  plus 
aucun  facteur  commun. 

Cette  proposition  est  éyldente;  car  soient  A  et  B  les  poly-» 
nomes  donnés |  D  leur  plus^rand  commun  diviseur^  A',  et  B' 
les  quotiens,  on^  a  nécessairement 

A=A'XD     et    B  =  B'xD. 

Or,  si  A'  et  B'  avaient  encore  un  facteur  commun  d,  il  s'en- 
suivrait que  t/xD  serait  un  diviseur  commun  aux  deux  poly- 
nômes et  plus  grand  que  D ,  soit  par  rapport  aux  exposant, 
toit  par  rapport  aux  coeiiiciens;  ce  qui  serait  contre  la  déii- 
nition  de  D. 

35.  On  a  vu  en  Ariilimélîque,  i°.  Que  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  deux  nombres  entiers  contient  comme  facteurs  tous 
les  diviseurs  particuliers  communs  aux  deux  nombres ,  et  ne 
peut  pas  renfermer  d'autres  facteurs  ; 

2*.  Que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres 
entiers  est  le  même  que  celui  c^ui  existe  entre  le  plus  petit 
nombre  et  le   reste  de  leur  division. 

La  théorie?  du  plus  grand  commun  diviseur  algébrique  repose 
également  sur  ces  deux  principes,  pour  la  démonstration  d^gjL 
quels  nous  renvoyons  au  septième  cliapilre.  ^^ 

Ceci  admis,  supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  de  trouver  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  les  deux  polynômes 

û5  — û«&  +  3a6t_363     ^t     a'-^Sab  +  ibK 
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Premiète  opération. 


S  a+^r. 


fl3_  a»&  +  3g&»— 3y  )  a*  —  5ab  +  4i* 
+  4a»A—   Qb^—3b^ 

1906*  —  igA^ 
ou  bien,  i96*(a  — A) 


Deuxième  opération. 
a*  —  5ab  +  4&*  î  a—  6 


—  406  +  4*' 


ce  qui  donne  a—  ft  pour  le  plus  grand  commun  dÎTiseur. 

Commençons  par  dÎTÎser  le  polynôme  de.plus  haut  degré 
par  le  polynôme  déplus  faible  degré;  le  quotient  est,  comme 
on  le  Toit  dans  le  tableau  ci-des»us,  a +4^;  et  Pon  obtient 
pour  reste. . . .   igab*  —  i^. 

Il  résulte  du  second  principe,  que  le  plus  grand  commun  di- 
-viseur  cherché  est  le  même  que  celui  qui  existe  entre  ce  reste 
et  le  polynôme  qui  a  servi  de  dÎTÎseur. 

Mais  igab* — 196^  pouvant  être  mis  sous  la  forme  igb*{a — ft), 
on  voit  que  le  facteur  196*  divise  ce  reste  sans  diviser... . 
a*— 5a6  +  46*;  donc,  en  vertu  du  premier  principe,  ce  fiic- 
teur  ne  peut  entrer  dans  leur  plus  grand  commun  diviseur  j 
ainsi  l'on  peut,  sans  inconvénient,  le  supprimer,  et  la  ques- 
tion est  ramenée  à  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  a*  — 5ai  +  6*  et  a— 6. 

Divisant  maintenant  le  premier  de  ces  deux  polynômes  par 
le  second  ,  on  a  pour  quotient   exact,  a  —  /^b-,  donc  a-^b 

«t  leur  plus  grand  commun  diviseur,  et  par  conséquent,  c'est 
issi  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes  pro- 


Reprenons  le  même  exemple,  en  ordonnant  les  deux  poly- 
nômes par  rapport  à  b , 

—  36'  +  3ai»— a*6  +  a'    et    ^b*  —  5ab  +  a\ 
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Première  opération, 

—  3aA»  —     a*i  +    40^  J  — 3*      ,  —  3a 

—  laaft»—  4a»i+i6a5 

—  iga^A  +  igo* 
ou  bien,       19a' ( — i  +  ^î) 


Deuxième  opération. 
—  ab+a^  i  — 464-< 


08  qui  donne  — i  +  a  ou  a— -ft  pour  le  plus  grand  oommnn 
dhrisear. 

An  premier  abord,  on  est  embarrassé  pour  faire  la  division 
des  deux  polynômes ,  parce  que  le  premier  terme  —  3b^  du 
dÎTÎdende  n*est  pas  divisible  par  le  premier  terme  4^*  ^^ 
diviaeur.  Mais  si  Fon  observe  que  le  coefficient  4  de  celui-ci 
n'est  pas  facteur  de  tous  les  termes  de  4^*  —  Sab  -f-  a*,  et 
qa ainsi,  en  vertu  du  premier  principe,  4  ^^  saurait  faire 
partie  du  plus  grand  commun  diviseur ,  on  peut ,  sans  aucun 
inconvénient ,  introduire  ce  facteur  dans  le  dividende,  ce  qui 
donne  — 126^  +  laoi*  —  4^*6  +  4^^  ;  et  alors  la  division  des 
deux  premiers  termes  devient  possible. 

Effectuant  cette  division,  on  trouve  pour  quotient  — 36,  et 
pour  reste,  —  Sab* —  a*b  +  4^. 

Comme  dans  ce  reste,  l'exposant  de  b  est  encore  égal  à 
celui  du  diviseur,  rien  n'empêche  de  continuer  la  division, 
en  multipliant  de  nouveau  ce  reste  par  4>  afin  de  rendre  pos- 
sible la  division  des  deux  premiers  termes. 

Cette  préparation  faite,  il  vient  —  laa^"  — 4^*6+ i6a^, 
qui,  divisé  par  4^*  —  5ai+a',  donne  pour  quotient  — 3a 
(qu'on  séparera  du  premier  paf  une  virgule,  comme  n'ayant 
aucune  liaison  avec  lui),  et  pour  reste,  —  if^a^b  -)-  iga^ 


48  DU   PLUS    OltAND   OOMMITK   OilTISBUR. 

Ce  clcmîcr  reste  pouvant  se  mettre  «ous  la  forme 

iga'C — b  +  a)y  on  saprirae  le  facteur  iga*,  comme  ne  faî- 
sai^t  pas  partie  du  plus  grand  commun  diviseur;  et  la  ques- 
tion est  ramenée  à  clicrcher  le  plus  grand  commun  divi- 
seur entre  4^*  ""  5a6  •+- a^  ci   —  i -f-  a. 

Divisant  ces  deux  polynômes  Tun  par  l'autre,  on  trouve 
pour  qîiotîent  cxatt, — 4^  +  aj  donc— 6+a  ou  a— 6  est 
le  plus  grand  commun  diviseur  cherché. 

36^  Dans  ce  même  exemple,  comme  dans  tous  ceux  oii  Pex- 
posant  de  la  lettre  principale  est  plus  grand  d'une  unité  dans 
le  dividende  que  dans  le  diviseur,  on  peut  abréger  l'opé^ 
ration  en  multipliant  tout  de  suite  le  dividende  par  le  carré 
du  coelBcient  du  premier  terme  du  diviseur.  On  conçoit  en 
effet  que,  par  ce  moyen,  le  premier  quotient  partiel  qu'on 
obtient,  doit  renfermer  ce  coefficient  à  la  première  puissance. 
Multipliant  le  diviseur  par  le  quotient ,  et  faisant  la  réduction 
avec  le  dividende  ainsi  préparé,  on  a  un  résultat  qui  doit  encore 
contenir  le  coefficient  comme  facteur,  et  la  division  peut  se 
continuer  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  un  reste  de  plus  faible 
degré  que  le  diviseur,  par  rapport  k  la  lettre  principale. 

Voici  le  tableau  des  opération»: 

Première  opération. 

Multiplication  par  i6,  ou  par  le  carré  de  4- 

—  486'*  +  48^6*  —  i6a*b  +  i6a^    i   ^b*  —  Sab  +  a^ 
—  i2o6* —    4^*i+i6a^    j        l'JLb  —  3a 

1*' reste....   — iga^i  +  igo^ 
ou  bien,  ig^'C — ^  +  û) 

Deuxième  opération, 
^b^  —  5ab  +  a^  )  —    b  +  a 


—  bab-^-a"  y  — 

—  a6  +  flM    — 


+  fl'  /  —  46  +  a 


A^  B,   Si  l'exposant  de  la  Icllrc  principale  dans  le  dividende 


m;    FLU6   GRAND   OOMMUIf    DlY15£VB  40 

surpassait  do  deox ,  trois  unîtes  Texpoeant  de  la  même  bttx^ 
dans  le  diviseur  ^  il  faudrait  multiplier  le  dividende  par  la  tro^ 
sièine  on  la  qoatrihne  puissance  du  coeflicient  du  premier  terme 
du  dÎTiaeur.  Cda  est  aisé  à  concevoir. 
37.  Soient,  pour  second  exemple , 

1 5a*  +  lOfl'^  4.  4a%*  +  6a»y  —  SoA* 

Avant  de  procéder  à  la  division  de  ces  deux  polynômes,  oom- 
mençons  par  observer  que  le  premier  contient  a  comme  facteur 
commun  dans  tous  ses  termes;  et  puisque  ce  facteur  n'entre  pas 
dans  le  second  polynôme ,  on  peut  le  supprimer,  comme  ne  fai» 
sant  pas  partie  du  commun  diviseur. 

Par  la  m6fne  raison ,  le  facteur  2&*  <k)mmun  à  tous  les  termes 
du  second  polynôme  et  n'entrant  pas  dans  le  premier ,  peut  être 
supprimé.  Ainsi  la  question  est  ramenée  à  recherclM^r  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  les  polynômes 

i5a*  +  loa^h  +  4a"&*  +  606'  -^  3A^ 
rt  6a^+ iga'i  +  Soi*— 56^. 

Premicrf.  OpénUioru 

—xSoa^b—  64a»6*+  ^^aV^--\ib^ 

+41  ia*6«+274ai'— 1376»  ; 
ou  bien  ,  1 37i*(3a*+2fli— 6*). 

Deuxième  Oj}ératiofu 
6g3  4,  iQq>&  4.  Sab'  —  Sy  1  3tt"  +  2q6  —  h^ 
4.  i5>6-f- loôA»— 5/r»  J  2a  +56 
o 
Donc  3a*  +  ^ab  —  i*  est  le  plus  grand  commun  diviseur. 

En  suivant  la  même  mélliode  qûc^  dans  rcxcmplc  prcccdenl, 
il  faudrait  multiplier  tout  le  divî.dcntlc  par  le  coenicionl  6,  du 
premier  ternie  du  diviseur,  ou  plutôt  par  Uî  carre  de.  6j  mais 
nmmie  i5  rt  6  ont  un  fac?cur  coniiuun  3,  iî  .surfit  cridriTimcut 

ï 
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de  mnltîplîer  tout  le  dividende  par  n,  facteur  de  6,  qui  n'entre 
pas  dans  i5. 

Celte  préparation  faite,  on  effectue  la  division,  ce  qui  donne 
d'abord  un  reste  dont  le  i*'  terme  est  —  ySa'^A.  G>mnie  ^5  con- 
tient encore  le  facteur  3  qui  entre  dans  6,  il  suffît  de  multiplier  , 
ce  reste  par  2,  pour  continuer  la  division  qui ,  étant  effectuée, 
donne  pour  i*'  reste  principal^  4'  ia*6*  +  2'j^ab^  —  iS'jb^, 

Or,  il  est  facile  de  reconnaître  que,  dans  ce  reste,  il  existe 
un  facteur  commun  i3']b*\  et  puisque  ce  facteur  n'entre  pas 
dans  le  second  polynôme ,  on  peut  le  supprimer ,  comme  ne 
faisant  pas  partie  du -commun  diviseur;  et  la  question  est  ra* 
menée  à  rechercher  le  phis  grand  commun  diviseur  entre  les 
polynômes 

6a»  +  iga^b  +  8aA«  —  Sb^ 

et  3a*  +   2fli   —b\ 

Effectuant  la  division  de  ces  deux  polynômes,  on  trouve  pour 
quotient  exact ,  aa  -+-  56  ;  ainsi  le  reste  3a*  +  2,ab  —  è»  est  le 
plus  grand  commun  diviseur  cherché. 

38.  Remarque,  On  pourrait  demander  si  les  suppressions 
qu'on  opère  dans  le  cours  du  calcul,  de  facteurs  communs  k 
tous  les  termes  de  l'un  des  restes,  n'ont  pour  objet  que  de  sim- 
plifier les  calculs I  ou  bien,  si  ce  sont  des  opérations  indispen" 
sables»  Or,  on  peut  aisément  reconnaître  que  ces  suppressions 
sont  nécessaires;  car  si ,  dans  l'exemple  précédent ,  on  ne  sup- 
primait pas  le  facteur  iS^i*,  il  faudrait,  pour  rendre  possible 
la  division  du  premier  terme  du  nouveau  dividende  par  le  pre- 
mier terme  du  diviseur,  multiplier  tout  le  dividende  par  1376*  ; 
mais  alors ,  on  introduirait  dans  le  dividende  un  facteur  qui  se 
trouverait  aussi  dans  le  diviseur;  d'où  il  résulterait  que  le  plus 
grand  commun  diviseur  cherché  se  compliquerait  du  facteur 
iS^i*  qui  ne  devait  pas  d'abord  en  faire  partie. 

L'exemple  suivant  est  propre  à  confirmer  ce  qui  vient 
d'être  dit. 

39.  Soit  à  trou>er  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les 
deux  polynômes 


m    TLU8   GRAND   COMMUN   OIVI8E0R. 


ab  +  2a*  —  36*  —  J^bc  —  ac  —  c* 
^c  +  aa*  —  5ab+  4^  +  Bbc  —  i  ?>/»', 


—  c 


Première  Opération» 

a  —  36»  \2a»  —  5b  Va  —  lafc» 

—  46c  J        +  gc  I      +    86c 

—  c»  (    +    4c» 


66 

lOC 


<m  bien , 


I      —  ia6c 
-    5r- 
(36  — 5c)(2a  +  36  4-c). 

Deuxième  Opération. 


2a  +  36  +  c 


Donc  aa  -4-  36  +  c  est  le  plus  grand  coxuuiuu  diviseur. 

Après  ayoir  ordonné  les  deux  poljnnomesy  on  peut,  sans  au- 
cune préparation  y  effectuer  leur  division,  ce  qui  donne  pour 
premier  reste, 

66  I  a  +     96» 

—  loc  j       —  126c 

—    5c». 

Pour  continuer  l'opération ,  il  faudrait ,  en  prenant  le  second 
poljnorae  pour  dividende  et  ce  reste  pour  diviseur,  multiplier 
le  nouveau  dividende  par  66 — i  oc ,  ou  simplement ,  par  36 — 5r, 
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parce  que  le  facteur  2  entre  clc'!J:«  dans  ]v  i**"  Irrmc  liu  divicleiKlr; 
maîsavnnt  crcITcclucr  celle  mnlliplîcAlion ,  voyons  si  ce  faclcQr 
3rb  —  6r  ,  ne  diviserait  pas  le  second  terme  du  reslc ,  savoir  : 
c)S*  —  tube  — *  6c\  Or,  ccllç  division  réossit  et  donne  pour  quo- 
tient cx-act,  36  +  <?;  d'où  il  suit  que  le  reste  peut  se  mcUre  sous 

\si  fomHîv # .'.     (3*  —  5c)  (2fl  +  36  +  i). 

G)nimc  le  ractcûr  3i  —  5c  se  trouve  dans  ce  re8le,ct  n'entre 
]>a.%  dans  le  nouveau  dividende  [puisque  ce  facteur  étant  indé- 
pendant de  la  lettre  a,  devrait  (u"  3o)  se  trouver  entre  les  cocf- 
ilcicns  des  diverses  puissances  de  cette  lettre ^  ce  qui  n'est  pas] , 
on  peut,  sans  aucun  inconvénient ,  supprimer  ce  facteur. 

Gîtle  suppression  est  d'ailleurs  indispensable,  parce  qu'au- 
trement^ on  devrait  introduire  ce  fadeur  dans  le  dividende;  et 
alors,  les  deux  polynômes  contenant  un  facteur  commun  qu'ils 
n'avaient  pas  auparavant ,  le  plus  grand  commun  diviseur  serait 
chongé;  il  se  compliquerait  du  facteur  36  —  5c,  qui  ne  devait 
pas  en  faire  partie^ 

La  suppression  faite,  on  eflecttic  la  nouvelle  division,  ce  qui 
donne  un  quotient  exact;  donc  aa-f:  36  +  c,  est  le  plus  grand 
commun  diviseur, 

40.  Nous  proposerons,  pour  dek^nlcr  exemple ,  de  trouver  le 
plus  grand  oommun  diviseur  érii^  les  deux  polynômes 

a*  +  30^6  +  4a*6»  —  eab^  +  26* 
et  4^*6  4-  îia6*   —  26^ 

ou  simplement,  aa*  -f-  ^6  —  b\  puisque  le  facteur  nb  peut  é^re 
supprimé  dans  le  second  polynôme. 

Première   Opération, 

iia^+2/id'b+02a'b'-^^8ab'+}6b'    \   2a'  +  ab—b* 


+2oa'b+36a*l^—^iiab*+  i6b^  }   /ia*+ioat?+i3ù'' 

— 5 1 06-^+296', 
I>irn  — 6\5îf — ?9.6). 
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Dêkixictnc  Opération. 

MuUi|»licati6n  par  a6oi,  carré  de  5i. 

5ao3ia*+a6o i ab — 260 1 b*   \     Sio —  a<^ 
— Saoaa^+agSSfl/y  /   loaa-^-iogA 

+555906 — a6oi6^ 
— 555gai+3i6ii^ 
a«  reste . .  •  +  56oi* 

L*cxposant  do  U  lettre  a  dans  le  dividende^  ftur|>assanl  de 
dtux  unités  celui  de  la  même  lettre  dans  le  dîvUem*,  on  mul- 
tiplie tout  le  dividende  par  le  cube  de  a ,  c^cit-à-dîrc  par  8. 
Cette  prépai'atkyi  faite^  on  cfiectùe  troils  divisioiu  euui»éeulives  > 
et  l'on  obtient  pour  premier  reste  principal ,  -—  Siabi^  -f-  a()6^ 
Sappjrimant  le  footeur  Ifl  dan^  ce  reste  >  on  a  pour' nouveau 
diTÛeor,  — 5ia+;i9&>  ou  changeant  les  signes,  ce  qui  est  |icr- 
mis,  510—296',  le  nouveau  dividende  est  d'ailleurs aa^4-aA — &'• 

Multipliant  oe  dividende  par  le  carré  de  5i  ^  ou  par  a6oi , 
puis  efiecluant  la  division ,  on  obtient  pour  à*  reste  principal , 
+  56o6^^  ce  qui  démontre  que  les  deux  polynômes  proposés 
sont  première  entre  ewpj  c'esl-à-dire  n'out  aucun  facteur  com- 
mun. En  effet,  il  résulte  du  second  principe  (n^  35) ,  que  le 
plus  grand  commun  diviseur  doit  se  trouver  comme  faeleui 
dans  le  reste  de  chaque  o|)ération;  ainsi ^  il  devrait  diviser  le 
reste  56o&*;  mais  ce  reste  est  indépendant  de  la  lettre  principale 
a\  dono^  si  les  deui  polynômes  pouvaient  avoir  un  commun  di- 
viseur ,  il  devrait  être  indépendant  de  a,  et  par  conséquent 
(n**  3o) ,  se  trouver  comme  facteur  dans  les  coellîçieiis  des  di* 
▼erses  puissances  de  cette  lettre,  que  renferme  chacun  des  deux 
polynômes  proposés ,  ce  qui  n'a  évidemment  pas  lieu. 

Ces  exemples  sufliseut  pour  mettre  les  commenjans  9U  ftiit 
de  la  marche  qu'il  faut  suivre  pour  trouver  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  deux  polynômes. 

4l.  RtoLE  oÉNiuALii.  On  coni7nenc§  par  supp^inhcr  di^ns  les 
dtux  polynômes  Us  facteurs  monomee  communs  à  tous  les  termes 
de  chacun  d'eux,  (11  peut  arriver  que  lu  facteur  mononic  qui  se 
trouve  dans  le  dividende >  et  celui  que  leufcrme  le  diviseur, 
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aient  eux-mêmes  un  diviseur  commun;  dans  ce  cas,  on  le  met 
a  part  comme  devant  faire  partie  du  commun  diviseur  cher~ 
ché.  )   Cette  suppression  faite  j    on  prépare  le  dividende  de 
manière  à  rendre  possible  la  division  de  son  premier  terme 
par  celui    du   diprseur    (  Voyez    n**  35    et    36  )  ;  puis  on 
effectue   la  division  j   ce  qui  donne  un  certain  res^e  de  de^ 
gré  moindre  que  le  diviseur  ^  dans    lequel  on  supprime   les 
facteurs  monômes  ou  polynômes  que  peuvent  renfermer   les 
coefficiens  des  diverses  puissances  de  la  lettre  principale.  On 
prend  ensuite  ce  reste  pour  diviseur j  le  second  polynôme  pour 
dividende,  et  l'on  opère  sur  ces  deux  pofynomes  comme  sur  les 
précidens»  On  continue  cette  série  d'opérations fusqu* à  ce  qu'on 
obtienne  un  reste  qui  divise  exactement  le  reste  précédent;  au^ 
quel  cas  le  reste  diviseur  est  lepfiuê  grand  commun  diviseur ,  on 
hysa^fusqu'àce  qu'on  obtienne  un  reste  iNoipEKDANT  de  la  letttw 
principale,  ce  qui  indique  (ti^  4^)  que  les  deux  polynômes  pro* 
posés  sont  PBSauiBB  entbxxux,  à  moins  qu'ils  n'aient  un  fac- 
teur commun  indépendant  de  la  lettre,  lequel  facteur  n'aurait 
pas  été  découvert  dès  le  commencement  de  l'opération. 

N,  B»  Il  existe  des  cas  oii  ce  procédé  n'est  pas  suffisant;  mais 
nous  y  reviendrons  par  la  suite. 

Voici  de  nouveaux  exemples  auxquels  on  peut  appliquer  le 
procédé  tel  que  nous  venons  de  l'indiquer, 

I**.  qnj?  +  3np*q*  —  Hnpq^  —  ^nq^,        ) 

et  amp*q*  —  ^mp^  —  rrtp^q   +  3mpq^.    > 

*  Le  p.  g.  c.  d.  est  jP  —  q-^  ) 

ao.  36^6  _  j8o^  —  370*  +  90^,  ) 

et  270**»  —  ïSa^b^  —  90^^*.  S 

Le  p.  g.  c.  d:  est  ga^  (a  —  1).  ) 

La  théorie  des  quatre  premières  opérations  de  PAlgèhre  et 
celle  du  plus  grand  commun  diviseur  suffisent  pour  la  résolution 
d'un  trcs  grand  nombre  de  questions.  Nous  nous  réservons  d'éta- 
blir plus  loin  de  nouvelles  règles,  à  mesure  que  nous  en  senti- 
rons la  nécessité,  et  nous  allons  passer  de  suite  à  la  résolution 
des  problèmes  du  premier  degré. 
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CHAPITRE  II. 

Des  Problèmes  du  premier  degréi 


Notions  préliminaires  sur  les  équations. 

4^.  Qh  ne  consîdtâre  ordinairement  en  Algèbre  que  les  pro- 
tlkmes  dont  les  éDOBcés,  traduits  algébriquement,  donnent  lieu 
à  des  équations.  En  réfléchissant  sur  la  résolution  du  piH>blëmc 
(q^3),  on  peut  Toir  que  cette  résolution  se  compose  de  deux 
parties  distinctes.  Dans  la  première,  on  écrit  algébriquement 
les  relations  que  l'énonce  de  la  question  établit  entre  les  quan- 
tités connues  et  les  quantités  inconnues.  On  parvient  ainsi  à 
.l'expression  de  deux  quantités  égales,  que  Ton  appelle  équa-- 
'  tion.  Telle  est  (n®  3  )  Texpression  ^x  +  bzsza.  Dans  la  se- 
conde partie,  on  déduit  de  l'équation  do  problème  une  suite 
d'autres  équations,  dont  la  dernière  donne  enfin  la  valeur  de 
Tinoonnue  an  moyen  des  quantités  connues.  Tel  est  le  résultat 

*x=r ,  auquel  on  est  parvenu^  c'est  ce  qu'on  appelle  ré- 
soudre réqitation,  . 

Gomme  les  règles  à  suivre  pour  m€(ttre  un  problème  en  équa- 
tion sont  un  peu  vagues ,  nous  commencerons  par  nous  occuper 
de  la  seconde  partie,  qui  est  soumise  a  des  règles  fixes  et  inva- 
riables. 

D'après  la  déGnition  d'une  équation,  toute  équation  se  com- 
pose de  deux  parties  séparées  l'une  de  l'autre  par  le  signe  =• 
Ija  partie  à  gauche  se  nomme  le  premier  membre,  et  la  partie  à 
droite ,  le  second  membre. 
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Oa  ooQsldtère  plusieurs  espèces  d'égalités  :  , 

i'*.  L'égalité  qui  eiListe  entre  des  nombres  connus  d  donnés  à  ,.: 
priori^  mais  représentés  par  des  lettres  ;  telles  sont  les  égalités 

a —  6  =  c  —  a  y  y=5^,  qui  se  vérifieraient  immédiatement» 

SI  Ton  mettait  à  la  place  de  a,  A,  c,  d,  les  nombres  particuliers 
pour  lesquels  on  Supposa ^i^  o^égalîtâ  oxislcnti. .Elles  conser- 
^nt  le  nom  légalités. 

2^  L'égalité  évidente  d'dle-méme, celle  qui  se  vérifie  dans  son 
dtnt  «rctuel;  telles  sont  les  égalités  : 

2dsasia-f  i3,    a*— 5^  =  d— ô+aa  — 4i. 

On  les  appelle  iderULUfi  ou  égalifÀê  yèrifiète,. 

JT.  Eoiln,  Végalitc  q^j  ne.se  ycriCç  qu'<a<près :4)u*od  y  a  siib* 
slijLiié  à  la  plapç  Jl'^uQQ  ou.c}^  qticlqtii^t  itr«es  des  lettres  dési^ 
gnant  des  inconpues,  CQirtaiiH  nombres  dont  les  valeurs. dé* 
])ei;i4ent  des  nombres  fXUxnMs  ei  donccs  qui  entrent  déjà  dans 
régalité.  .  '       .     ■     ^ 

Pour  la  dîstinjguer  des  autres  égalités,  on  la  nomme  AouAnoir.; 
cj^  c'est  celle  dont  nouf  avotui  à  nous  occuper.  \^ 

.   II  est  encore  «ne  atatr^ espèce  d'égalitâ  don^  nous  parlerons  ', 
}>JI<^.loiqv  c'^t  V^4ta^/«iM&in/ft$»iitfi. 

On  potage  les  équaliossi  ea  difiereniea  classes  :  ceUos  où 
)'iniK>i>nuc  n'entré,  qu'à  •!&  pneinîère  puissance,  aont  dites  dii 
premier  degré i  telles  sont  les  équations  3x  +  5  =  i  7  -*-  5r,  «• 
ax^h'^cx  +^«        '  •  ' 

L'équation  ao;*—  3x  =1  5  —  ar*,  est  dite  dn  a*  degré:- 

L'équation  t^x?^'^&7^^^w^Ba^x^*j'iif  est  dite  du  3* degré. 
En  général ,  le  degré  d'nne  équation  est  le  plus  grand  des  ex  po- 
sans  dont  l'inconnue  est  afiectée  dans  l'équation. 

On  distingue  aussi  les  équations  en  équations  numériques 
et  en  équations  liUérahs.  Les  premières  sont  celles  qui  ne  rcn- 
i'erment  que  des  nombres  particuliers,  à  l'exception  de  l'incon- 
nue, qui  est  toujours  désignée  par  une  lettre.  Ainsi 

/jr  —  3  =  2r  +  5,   3x'  —  x  =  8^   soûl  des  équations  numé- 
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rîqucs.  Elles  soûl  ki  Iracluction  algébrique  de  proUctnee  dont  les 
données  sont  dos  nombres  particuliers. 

Les  équations  ax  +  6 =cx  +  ^.  ax*-f-  bx  =  c,  sont  des  équa- 
tions littérales.  Les  données  du  problème  sont  représentées  par 
des  lettres.  II  est  d'usage,  pour  distinguer  dans  une  équation  les 
quantités  connues  des  inconnues, de  désigner  celles-ci  |vir  les 
dernières  lettres  de  Talpliabet,  x,  y,  s,: etc. 

Ces  notions  établies,  voyons  comment  une  équation  du  pre- 
mier degré  à  ano  ^eule  inconnue  étant  donnée ,  on  peut  parTcnir 
à  la  rètonÊdtêj  c^est*&-dire  à  trow/er  pour  l^ inconnue  un  nombre 
qmi-,  subaiitui  à  la  pince  de  ctUe  inconnue  dans  If  équation,  y 
aatUfiiRêe,  pu  àkn  rende  le  premier  membre  identiquement 
éffal  au  ëecond. 

§  I.  Équations  du  premier  degré  à  une  seule  inconnue. 

43.  On  doit  regarder  comme  un  principe  commun  l\  toutes  les 
équations,  qu'on  peut,  sans  troubler  une  équation,  1^.  ajoutera 
ses  deux  membros,  ou  en  retrancher  un  mémo  nombre  ;  2^.  mul- 
tiplier  ou  diviser  ses  deux  membres  par  un  même  nombre  ;  ce 
qai  Teut  dire  que,  s'il  j  a  d'abord  c'galilé  entre  les  deu!^  mem- 
bres,  il  y  aura  encore  égalité,  après  les  opcratioiis  dunt  on  vient 
de  parler. 

Cela  posé,  Toici  deux  transformations  d*uii  usage  oontînuol 
dans  la  résolution  des  équations. 

Première  jmmfbrmation.  Lorsque  les  deux  membres  d'uue 
équation  sont  des  polynômes  entiers,  il  est  souvent  nécessaire 
de  transposer  certains  termes  d'un  membre  dans  un  autre. 

Soit  l'équation  Sx  —  6==: 8  +  ar.  Pour  dégager  x  de  celte 
équation,  il  faut  tâcber  de  l'avoir  seule  dans  le  premier  membre. 
Or,  si  l'on  retranche,  en  premier  lieu,  2x*  des  deux  membres, 
l'f^ajité  n'^t  pas  troublée  (d'aprcs  le  principe  précédent)  ,  et 
Pon  a  5.r  —  6  —  2X  =  8.  D'où  l'on  voit  que  le  terme  ax,  qui 
était  additif  dans  1c  second  mcnibic  ,  devient  sou3tractif  dans 
le  premier. 
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En  second  lieu ,  si  Ton  ajoute  ë  aux  dv.u%  membres , 
ïi'est  pas  troublée,  ^t  Ton  a 

5^:— 6  — ax-f  6=8  +  6, 

ou  ,  comme  l^  tleuit  termes  —  6  ,  +6  se  Jéïruîscnt , 

5jt?  — 2^  =  8  +  6.  W 

Donc  le  terme  qui  était  saustracUf  dans  (e  pr«mf^  ittembr 
passe  dans  le  second  membre  ai'cc  le  signe  de  radiiîtiau, 

Suit  encore  Téqualiûii  ax+  i  =d  —  civ  Si  Yûû  ajoule  ai 
deux  membres  c^j  et  qu'on  en  retranc^be  b  ,  il  vient 


ou  rédubant ,  or  +  ex  =^  li-*-  è. 

Donc  en  Kcnéral ,  ior^u^on  fait  passer  itn  terme  d*un  meml^. 


J 
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»t  d'obtaiir,  en  se  dispensant  d'écrire  le  dénominateur  com- 
an,  et  ayant  soîd  toutefois  de  multiplier  chacun  des  termes 
tiers  par  ce  dénominateur. 

Soit,  pour  second  exemple,  l'équation 

12        3  8        b 

es  dénominateurs  ont  évidemment  des  facteurs  communs ,  et 
:  plus  petit  nombre,  mulUple  de  ces  dénominateurSj  est  24* 
^i^r.  Arith.,  4*  éditîoh,n*  i52.)  C'est  donc  &  ce  dénominateur 
u'il  faut  réduire  toutes  les  fractions. 

Effectuant  cette  opération  ,  et  omettant   le  dénominateur 
ommun  a4  >  on  trouve      1  ox  —  Ssu; -rr 3 1 3»  =  21  — ï  Saj?.' 
On  a  eu  soin  de  multiplier  le  terme  entier,  — 13^  par  24*) 

Cette  équation  est  exacte,  puisqu'aprës  avoir  réduit  les  frac- 
ions  aa  même  dénominateur^  on  a  multiplié  les  deux  membre» 
ar  le  même  nombre  24*  ^ 

Nous  pouvons  déduire  de  là  cette  règle  générale:  Pour  faire 
ùparaitre  les  dénominateurs  d'une  équation  j  commencez  par 
mner  le  îrudtipU  le  plus  simple  possible  de  0us  les  .dénon^ina^ 
furs.  (Ce  nombre  est  le  produit  de  tous  les  dénominateurs , 
38  n'ont  pas  de  facteurs  communs.)  Multipliez  ensuite  chaque 
tme^  s^il  est  en  liera  parce  multiple  ^  et,  s"  il  est  fractionnaire^ 
ar  le  quotient  de  ce  multiple  dii^isé  par  le  dénominateur  du 
nrne  sur  lequel  vous  opérez  j  et  omettez  le  dénominateur  de  ce 
*rme. 

Nous  engageons  les  commençans  à  se  bien  pénétrer  delà  règle 
ne  nous  \en0n5  d'établir,  parce  qu'elle  donne  l'équation  la  plus 
impie  possible,  sans  dénominateurs. 

Soit,  pour  nouvelle  application  ,  l'équation  littérale 


ax,      2c*jc«.     ,         ibc^x       Sc^    .    2c* 


3b. 


l*  multiple  lo  plus  simple  de  tous  les  dénominateurs  est  évi- 
*»»inent  a'A*.  Ainsi ,  multiplions  chaque  terme  entier  par 
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afb^,  Qi  chaque  terme  fraction naire  pai*  le  quoUcnl  de  a'A*^/ 
divisé  par  le  déopminaiQor  de  ce  terme.  Il  vient  >  aprc^  cet  * 
opérations,  .' 

a^bx  —  M'bc^x  +  4a<6»  =  46Vx  —  5a«  +  lui'b^c*  ^  lu^b\     -_ 

45.  Appliquons  les  principes   préoédens  if*  la  résolution  de 
l'équation  4  ^'  ""  ^  =  ^•^'  +  5. 

Elle  devient  d'aliôrd,  par  la  transposition  dès  termci^,  —  3  ot  a  r ,  . 

4x  —  ax  =:  5  +  3#.    ou  rfiduisaot ,    ax  =.  8. 

8 
Divisant  les  deux  membres  par  n,  gn  trouve  enfin  a*  =  -  =  4. 

Et  on  effet,  si  l'on  subtitûe  4  à  la  place  de  x  dans  Féquation  ^ 

il  vient    4x4— 3=.a><4  +  5,  ou  i3=^  i3. 

•    Soit  y  pour  second  exemple,  Vé((uat ion  traitée  (n*  44)  f 

Sx       4^         Q  -i-,  3       ^^^ 
la         3  8        6 

On  obtient  d'abord,  en  chassant  tes  dénominateurs, 

iox-^3ax — 312=  ai — 5ar. 

Tran5|iosotts  les  termes  en  x  dans  le  pfomicr  membre ,  el  Ks 
termes  connus  dans  Ic'secomI ,  l'équation  devient 

lox"— .3ax  +  52x=2i -t-3xa  ,     ou  réduisant,     3ox=333. 

Divisant  Ici  deux  membres  par  3o ,  on  obtient  x  =  -5—  = • 

3o        \o  ' 

résultat  qu'on  vérifierait  en  remplaçant  x  par  cette  valeur  dans 
l'équation  proposée. 

Soit  encore  l'équation  (3a — x)  {a  —  A)  -Jj-  aax=  4A(x  +  a); 
il  faut  d'abord  effectuer  les  multiplications  indiquées,  afui 
de  réduire  les  deux  membres  à  deux  polynômes  et  do  pou- 
voir ainsi  dégager  l'iuconnue  x.  Or,  si  l'on  applique  la  règle 
ctaMic  (li**  17)  pour  la  multiplication  des  |)olvnomcs,  il  vient 
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1 3û* — /:6:  —  ^ib  +  6x  +  aa r  =  4**^  +  4"*  >  transposant  et 
f  KdaisaQt ,  ar  —  3bx  =  ^nZ^  —  3a*.  Observons  maintenant  que 
\ûx  —  Zbx  est  la  même  clioso  que  (a  — 36).r,  ce  qui  donne 
I  (fl  —  3byx  =,  'jab  —  3a\  Divisant  enCn  les  deux  membres  par 
fa — 36,  on  trouve 

'jab  —  3a* 

En  gêovraly  pour  résontSre  une  équation  du  premier  déluré, 
qwlquc  compliquée  qu'elle  soit,  il  faut,  i^  commencer  par 
ekafser  les  dénominateurs  ^  s*  il  y  en  a  _,  et  effectuer j  dans  les 
éens  membres  de  F  équation  ,  toutes  les  opérations  algébriques 
qui  se  présentent;  on  part'ienl  ainsi  à  une  équation  dont  les 
deux  membres  êùnt  des  polynômes  entiers  ;  U^.  transposer  dans 
MM  même  membre  (c'est  ordinairement  le  premier)  tous  les 
termes  affectés  de  l* inconnue  j  et  dans  Vantre  membre^  les  teimes 
connus}  3".  réduire  à  un  seul  terme  tous  les  termes  affectés  de  n^ 
n  Inéquation  est  numérique  ;  et  si  l'équation  est  algébrique  j 
former  de  tous  ces  termes  un  seul  produit  composé  de  deux  foc  • 
leurs,  dont  l'un  soit  ±j  et  l'autre  l'ensemble  des  quantités  qui 
multiplient  x ,  réunis  avec  leurs  signes  respectifs  ;  4**  ^'(/^'»  .• 
diviser  les  deux  membres  de  V équation  par  le  nombre  ou  le  po- 
lynôme qui  multiplie  l'inconnue  j  et  effectuer  la  division j  h'H  eet 
possible. 

Voici  un  exemple  assez  complique,  où  larrgle  précédcnlr  doit 
être  appliquée  dans  toutes  ses  parties  :  Résoudre  Péqualion 

a  —  b  a+b  b 

En  faisant  d'abord  disparaître  les  dénominateurs,  on  a 

6(a+6)'»(x— 6)— 3r76(a*— 6*)='^(a— i)(4«*— i')— 2è(a»--i')-v 

+(««— i*)(a*— ix)  ; 

cfl'cctuant  les  multiplications  indiquées, 

a^Z^x+2a6'x+A''x— à*6'— 2fl6*'— M— 3a'i+3flA^ 
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transposant  et  réduisant,  :S> 

4a*ix4-2ai*x— 26'x  =  4a*A*— Gai^  +2b^  +  3cPb  +  a*;    t^ 

réunisHant  en  un  seul  tous  les  termes  affectés  de  x,  i' 

i(4a*  +  nab  —  26*)  x  c=  4a»i«  —  6ab^  +  ai*  +  3c?b  +  a* j  -  ^ 

,            ^                               a^  +  3a^i4-4a*A*— 6a65  +  2ft* 
donc  enfin ,  a;  = r7>  1-T — T r^ » 

expression  qui  ne  peut  se  réduire  h  un  polynôme  entier  (a*  da).    ^ 

46.  Si  l'on  ayait  une  équation  telle  que  3x —  2  =  4>?— >7yà 
résoudre,  en  transposant  les  termes  affectés  de  a?  danffle  pre- 
mier membre ,  et  les  termes  connus  dans  le  second,  on  tronrerait 
3x  —  4^  =  ^  —  7  >  o"  réduisant,  —  j?  =  — 5.  Pour  interpréter 
ce  résultat,  il  suffît  d'observer  qu'on  peut  intervertir  l'ordre 
de  la  transposition ,  c'est-k-dire  faire  passer  au  contraire  les 
termes  affectés  de  x  dans  le  second  membre;  ce  qui  donne 
7  —  2  =  4^  —  3x,  d'oi  5  =  X ,  ou  bien  enfin ,  x  =  5 ^  c^est- 
âi-dire  que,  toutes  Ivs  fois  qu'on  parvient  à  un  résultat  tel 
que  — 0?  =  — 5,  il  n'y  a  qu'à  changer  les  signes  des  deux 
membres. 

Cela  revient  évidemment  à  transposer  les  termes  affectés  de 
l'inconnue  dans  le  second  membre,  et  les  termes  connus  dans  le 
premier  membre,  puis  à  écrire  le  second  membre  le  premier,  et 
réciproquement. 

Nous  pouvons  maintenant  passer  à  la  résolution  des  pro- 
blèmes. 

47*  Nous  avons  déjà  dit  que  la  première  partie  de  la  réso- 
lution algébrique  d'un  problème  n'est  soumise  à  aucune  rigle 
bien  fixa.  Tantôt  l'énoncé  du  problème  fournit  sur-Ie-cbamp 
l'équation ,  tantôt  on  est  obligé  de  démêler  dans  l'énoncé  les 
conditions  qui  sont  de  nature  à  former  l'équation;  tantôt  en- 
fin, ce  ne  sont  pas  les  conditions  elles-mêmes  de  l'énoncé  qu'il 
faut  traduire  algébriquement,  mais  bien  des  conditions  que 
Ton  peut  regarder  comme  conséquences  des  premières.  On  ap- 
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fà\t  alors  celles-ci,  conditions  explkiUSj  et  celles  qu'on  en 
Jfiduîty  conditionê  implicites.  Ce[>enclant  nous  donneroni,  avec 
M-Lacroix,  un  précepte  dont  l'application  bien  entendue  con- 
naît tou)Ottrs  à  l'équation.  En  Toici  l'énoncé  :  Regarder  le  pro^ 
Utme  comme  résolu,  et  indiquer j  à  l*aide  des  sigims  algébriques , 
mr  les  quantités  connues  j  représentées,  soit  par  des  nombres, 
witpar  des  lettres,  et  sur  l^ inconnue  toujours  représentée  par 
me  lettre,  les  mêmes  raisonneniens  et  les  mêmes  opérations  qu^ il 
faudrait  effectuer  pour  vérifier  la  valeur  de  l^ inconnue,  si  cette 
ndeur  était  donnée. 

On  obtient,  par  ce  moyen,  deux  expressions  algébriques 
difierentes  d'une  même  quantité ,  qui  renferment  le  caractère 
de  l'inconnue;  on  les  égale  entre  elles,  et  Pon  a  V équation  du 
proUëme. 
Appliquons  ce  précepte  aux  problèmes  suivant  : 
Premier  problème.  Trouver  un  nombre  dont  la  moitié,  le 
tiers,  le  quart,  augmentés  de  ^5,  donnent  pour  somme  ^^8? 

ce    jc    ce 
Soit  a:  le  nombre  chercbéj -,   ^,  -^  désigneront  la  moitié,  le 

tiers  et  le  quart  de  ce  nombre.  Or ,  il  faut ,  d'après  l'énoncé,  que 
ces  trois  parties ,  augmentées  de  4^)  donnent  en  somme  44^)  on 
a  donc,  pour  l'é<juation  du  problème , 


2 


^+3 +  -^  +  45=448; 

ou,  retrancbant  45  des  deux  membres, 

chassant  les  dénominateurs ,  6x  -f*  4*^  +  ^x = 4836, 
ou  réduisant,       i3a:  =  4836;       donc       0.-  =  -!—^-  = 
En  effet. 


,3-  -  'î^- 


!2Î  +  !2?  +  ?2H  ^.  45  =  ,86  +  1 24  4- 93  +  45 = 448. 
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Cette  question  est  du  genre  de  celles  qui  y  en  Arithmétî 
résolvent  par  la  règU  défausse  position;  et  l'on  Toît  avec 
facilité  l'Algèbre  fait  colinattrc  la  réponse  à  la  question. 

Secc^d  problème.  Quelqu^un  engage  un  oiwrierpour  ^i 
Chaque  Jour  qu*il  travaille j  il  reçoit  a4  sals^  et  à  c/ioq 
d* oisiveté^  on  lui  retient  la  sols  (pour  sa  nourriture) ;  au 
^S  Jours  il  reçoit,  pour  solde  de  son  compte j  25^  4*^*^  ^^  ^* 
On  demande  le  nombre  de  Jours  de  tjxtpail  et  le  nombre  c 
d^oisU^eti* 

Si  nous  connaissions  ces  deux  nombres^  en  les  mult 
respècliTemcnt  par  ^4  ^^  ^^9  P^^  retranchant  ce  dernier  ] 
du  premier  I  on  devrait  tr<ôuver  5o4  pbur  résultat;  indiqu 
opérations  à  l'aide  des  sigtfes  algébriques. 

Soit  X  le  nombre  de  jours  de  travail  ;  4^  ~~*  ^  représetil 
le  nombre  de  purs  d'oisiveté  ;  a4  ^  a:6û  ^4^  désigne  la 
que  l'ouvrier  gagne ,  et  x^ijfi — x)  la  somme  qu'on  doit 
tenir;  on  a  donc  pour  l'équation  du  problème , 

24^  — .  Ï3I  (4^  —  ^)  =^  564  ; 

effectuant  les  calculs,     24x  —  576  +  Ï2i;  =  5o4; 

donc  36r  =  5o4  +  876  ==  1 080  ; 

.1080 
et  ;r3Bc>-^7r-  =  3o, 

d'o(i  48  — x=48— 30=18. 

Ainsi  Touvriiîr  a  travaillé  pendant  3o  jours,  et  s'csl  rrposi 
dant  18  jours.  En  effet,  pour  3o  jours  de  travail ,  ii  aui 
recevoir  24  X  3o,  ou  720  sols;  mais  il  s'est  reposé  18 
pour  lesquels  on  a  dû  lui  retenir  12  X  18,  ou  216  si 
on  a 

720  —  2i6  =  5o4. 

On  peut  généraliser  ce  problème,  on  désignant  pa 
nombre  total  des  jours  de  travail  et  d'oisiveté,  par  a  la  j 
que  l'ouvrier  doit  recevoir  pour  chaque  jour  de  travail,  p 
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qa'on  doit  lui  retenir  pour  chaque  jour  d'oistvctj,  en* 
iiar  c  le  résultat  du  décompte.  Soit  toujours  x  le  nombre  do 
de  trataîl ,  n  —  x  exprime  alors  le  nombre  de  jours 
loiiireté.  Donc  ax  et  b{n  —  x)  désignent  la  somme  que  Tou- 
r  doit  recevoir  et  celle  qu'on  doit  lui  retenir.  Ainsi,  on  a  pour 
ition  du  problème  9 


M 


et  par  conséquent ,  f^—  x 
ou  bien , 


ax —  b(n  —  x)  =c', 

(a+6)x=c+i/i; 
c  -^bn 

{c'^'bn) an-i-bn — r  —  bn 

a+6  a-^b 


an —  c 
7x  —  a:  =  — 


a+b' 


Troisième  problème.  Un  renard  poursuivi  par  un  lévrier  a 
60  sauts  (Tavance,  Il  enfuit  9  pendant  rjuc  le  lévrier  n  en  fuit 
que  6;  mais  3  sauts  du  lévrier  en  raient  7  du  rcruird.  Combien  le 
lévrier  fera-il  de  sauts  pour  atteindre  le  renard? 

11  est  clair,  d'après  renoncé,  que  le  clicinin  à  parcouiir 
par  le  lévrier  se  compose  des  Go  sauts  d'avance  du  rciuiid, 
plus  du  chemin  que  celui-ci  parcourt,  à  partir  du  niumciit 
où  le  lévrier  se  met  à  sa  poursuite.  Donc,  si  l'on  pouvait 
trouver  les  expressions  de  ces  deux  clicmins  au  n)o>cn  d'une 
même  inconnue,  il  serait  facile  de  former  l'équation  du  pro- 
blème. 

Soit  X  le  nombre  de  sauts  faits  par  le  lévrier.  Puisque  le  rr- 
nard  fait  9  sauts  pendant  que  le  lévrier  en  fait  6,  il  s'ensuit 

que  le  renard  fait  ^,  ou   -  sauts,  pendant  que  le  lévrier  en 

fait   i;   et  par  conséquent,  qu'il  en  fait  un  nombre  exprime 

3x 
par  — ,   pendant  que  le  lévrier  en  fait  un  nombre  i::arqué 
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par  x.Oa  pourrait  croire  que,  pour  obtenir  l'équation,  il  snffi- 

3  . 

rait  d'égaler  a:  à  60  4*  -*  ^j  mais  en  agissant  ainsi,  on  commet- 

trait  une  erreur  manifeste;  car  les  'sauts  du  lévrier  son! 
plus  grands  que  ceux  du  renard,  et  l'on  égalerait  alors  des 
nombres  hétérogènes,  c'est-à-dire  des  nombres  rapportés  a. 
une  unité  différente.  Il  faut  donc,  pour  lever  la  difficulté', 
exprimer  les  sauts  du  renard  en  sauts  du  lévrier ,  ou  récipro- 
quement. Or ,  suivant  l'énoncé ,  3  sauts   du  lévrier  valent  7 

sauts  du  renard;  donc  x  saut  du  lévrier  vaut  ^  sauts  du  re- 
nard, et  par  conséquent,  x  sauts  du  lévrier  en  valent  -^  du 
renard* 

Donc  enfin,  on  a  l'équation  -^  =  60  -f-  -  JC  î 

ou  chassant  les  dénominateurs,. ...  i4x  =  36o  +  9^> 

d'oi  $x  =  36o  et  xs=  7a. 

Ainsi,  le  lévrier  fera  72  sauts  pour  atteindre  le  renard;  pen- 

3 
dant  ce  temps ,  le  renard  en  fera  7a  X  *  ou  io8. 

Vérification. 

Les  7a8aut8dttleTriervalent2— — 2,  ou  168  sauts  du  re- 
nard ,  et  l'on  a  évidemment  168  =  60  +  108. 

Les  deux  problèmes  suivans  méritent  toute  l'attention  des 
élèves,  en  ce  qu'ils  offrent  d'excellens  exercices  de  calcuL 

48.  Quatrième  problème.  Un  père  qui  a  trois  enfans^  or^ 
donne  par  son  testament  que  son  bien  soit  partagé  de  la  ma^ 
nière  suivante  :  le  premier  doit  avoir  une  somme  a^  plus 
la  n''*"'  partie  de  ce  qui  reste;  le  second  une  somme  2a ^  plus 
la  n^*"^*  "par.tie  de  ce  qui  reste j  après  qu^on  a  soustfait  la  l^^  part 
et  2a;  lé  troisième  enfin  doita^oir  une  somme  3a  ^  plus  la  n""^ 
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partie  Je  ce  qui  reste ^  après  qvfon  a  soustrait  Us  deux  premières 
parts  et  3a.  Le  bien  est  entièrement  partagé;  on  demande  la  va^ 
leur  du  bien  ? 

3  Désignons  par  x  le  bien  du  père.  S! ,  à  l'aide  de  cette  qaan<* 
titéy  nou$  pouyioBS  former  les  expressions  algébriques  des  trois 
parts^  nous  retrancherions  leur  somme  du  bien  total  x^  et  le 
reste  égalé  a  zéro,  donnerait  l'équation  du  problème,  lâchons 
donc  de  déterminer  successivement  ces  trois  parts. 

Puisque  x  désigne  le  bien  du  père^x — a  est  ce  qui  reste  après 
qu'on  a  retranché  a;  ainsi  Ton  a  pour  la  part  du  premier  enfant, 

a  H ,  ou  réduisant  en  fraction. *-. . .  ;  i'*  part. 

'        n  n  ^ 

Pour  former  la  seconde  part ,  il  faut  retrancher  de  x,  cette 

.M.  •  j  (an  +  x — a) 

première  part  et  aa,  ce  qui  donne  «—  aa  —  ^ , 

n 

ou  y  réduisant  les  entiers  en  fraction  et  effectuant  la  soustrac- 

tioo , 

nx — 3an  —  x-^-a  ^ 

i**  reste. 

n 

Or,  la  seconde  part  se  compose  de  sa,  plus  la  n^^'^  partie  de  ce 

-  ..  1         .         .  nx — San — x-^a 

reste;  on  a  donc  pour  cet  te  seconde  part,  2a  H , 

n 

ou ,  réduisant  l'entier  en  fraction  , 

nan*  +  r*x  —  3an  —  x  +  a 


.  2*  part. 


71" 

Si  l'on  retranche  de  x ,  les  deux  premières  parts  et  3a,  il  Tient 

-  (a/i  +  x  — a)       {2.an*  +  nx  —  3an — x+a) 

X  —  oa  — — r , 

n  71* 

ou,  réduisant  au  même  dénominateur  et  simplifiant, 

n*x — 6an^  —  ^inx-^ian  +  x  —  a 

~-2 ....  2*  reste. 


r 
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La  3»  part  est  donc  3a  H ^é       ^— , 

oa^  réduisant  l'entier  en  fraction , 


3«  part. 


!Mais>  d'après  l'énoncé^  le  bien  du  père  se  trouve  entièrement 
partagé.  Donc,  la  difierence  entre  x  et  la  somme  des  trois  parts, 
doit  être  ^ale  à  zéro;  ce  qui  donne  l'équation 

,           (a/i  +  x  — a)       (2(7/1*4-'*^  — 3a7»  —  x  +  û)^ 
a: 

(3a/i'  +  n^x  —  6ayt* —  a/ix  +  t^an-^-x —  g)  ( 


Chassant  les  dénominateurs  >  effectuant  les  soustractions  et  ré«- 
duisant , 

r^x  —  6an'  —  37i*x  +  loa/i*  -|-  3;ix  —  5a/i  —  x+ a  =  o  ; 
-,  ,      6an^  —  1 0071* + 5an — g g(6n^—  i o;^*  +  5/t — i) 

On  peut  obtenir  une  équation  et  un  résultat  plus  simples, 
d'après  la  remarque  suivante  :  Dire  que  la  part  du  troisième  en- 
fant se  compose  de  3g ,  plus  la  w""'  partie  de  ce  qui  reste ,  et 
que  le  bien  est  alors  entièrement  partagé ,  c'est  dire  que  le  troi  - 
sième  enfant  n'a  que  la  somme  3g,  et  que  le  reste  dont  on  YÎciit 
de  parler  est  nul. 

Or,  on  a  obtenu  pour  l'expression  de  ce  reste, 

n*x->-  6gn* —  7,nx  -f*  ^an  +  x  —  a 

En  l'égalant  à  zéro  et  chassant  le  dénominateur,  on  trouve 

/i*x  —  6an*  —  271X  +  l^an  -|-  x  —  g  =1  o  ; 

,,  ,  6g/»*— 4a'»+û       0(6^*  —  4'*  +  i) 

cl  ou  X= ^-'— s=:  — ^ '• 

/i* 2/1 -f-l  n^ 2/2+* 
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Pour  prouTer  VidenlLtê  numérique  de  ccUe  expression  avec 
la  précédente^  il  suffirait  de  faire  \-oIr  que  la  seconde  provient 
de  la  première  >  dans  les  deux  termes  de  laquelle  on  aurait  sup- 
primé un  £icteur  commun.  Or,  si  Ton  applique  aux  deux  poly- 
nômes. . .  a(6»' — 1071*+  5n —  ï)  et  n^ —  3i»*+  Zn —  i,  le  pro- 
cédé du  plus  ^rand  conimun  diviseur  (n*^  4')»  ^^  reconnatt  quti 
n  —  I  est  facteur  commun  j  et  en  divisant  les  deux  termes  de 
la  pren^iëre  expression  par  ce  facteur  commun^  on  retrouve  la 
«Kx>nde. 

Ce  problème  est  propre  à  faire  voir  aux  commençans  l'im- 
portance qu'ils  doivent  attacher  a  saisir  dans  l'énoncé  d'une 
question  ,  toutes  les  circonstances  qui  peuvent  faciliter  la  for- 
mation de  l'équation  \  autrement ,  ils  courent  le  risque  de  par^ 
venir  à  des  résultats  plus  compliqués  que  ne  le  comporte  la 
question. 

Les  conditions  qui  ont  servi  à  former  successivement  les  ex- 
]>ressions  des  trois  parts,  sont  les  conditions  explicites  du  pro- 
lilcme  proposé;  et  la  condition  qui  a  servi  à  déterminer  l'équa- 
tion la  plus  simple  du  problème,  est  une  condition  implicite j 
i]u^un  peu  d'attention  a  sufTi  pour  faire  reconnaître  comme 
comprise  dans  l'énoncé. 

Pour  obtenir  les  valeurs  des  trois  parts,  il  suHiraitde  mettre 
pour  X  sa  valeur  dans  les  expressions  que  l'on  a  obtenues  ci- 
dessus. 

Appliquons  la  formule  a:  =  -^-j -'— à  un  exemple. 

Soit  a  =10000,     n  =  5j 

il  vient 

ioooo(6Xa5 — 4x54-0     iooooXi3i      i3ioooo     o  o  r 
25 — io-(-i  10  10 

Vérifions  l'énoncé  sur  cet  exemple. 

,  .          .                 .    8i8n5 —  10000 
Le  premier  cniimt  doit  avoir  loooo  -^ « — r ,    ou 
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la  première  part  et  2a  y  qtiê  le  troiaième  aura  une  somme  3à  ^ 
plus  la  n''*"'  partie  du  nouveau  reste;  et  ainsi  de  suite.  On  sup- 
pose d^ ailleurs  que  tous  les  enfans  soient  égaJenunt partagés.  On 
demande  le  bien  du  père^  la  par,t  de  chacun  des  enfans j  et  le 
nombre  des  enfans  ? 

Ce  problème  a  cela  de  remarquable ,  que  son  énoncé  ren- 
ferme plus  de  conditions  qu'il  n'en  faut  pour  trouTer  les  valeurs, 
des  inconnues. 

Soit  X  le  bien  du  père;  x  —  a  exprime  ce  qui  reste  aprëa 
qu'on  a  prélevé  la  somme  a.  Ainsi  la  part  de  l'aîné  est 

x  — a        a/i-4-x  —  a  . 

a  H ou  — . ...   !'•  part 

n  n  ^ 

Retranchant  cette  première  part  et  2a  de  Xy  on  obtient 

(an  '•^  X  —  a)  7«x  —  ^an  —  x  +  a 

X  —  2a  —  ^ ^>  ou* » ,, 

n  n 

1     <  1      r^#        *•       *  '^  —  ^^"  —  r  +  a 
dont  la  /i'^'  partie  est 1 

Donc,  la  part  du  second  enfant  est 

,  nx— 3a/z — x-^a         , .       ^an^+nx^^Zan — ^*-t-a 

aa-l \  ■         ,  ou  bien , ^ m.  a*  part* 

n  n 

On  pourrait  former  de  la  même  manière  les  autres  parts  ; 
mais ,  puisque  toutes  les  parts  doivent  être  égales,  il  sikffît,  pour 
former  l'équation  du  problème  >  d'égaler  les  deux  premières 
parts  y  ce  qui  donne  l'équation 

an-^-  X  ^-^a aan*  +  nx  —  Zan  —  a:  +  ^ 

d'où  ?on  tire  ar  ^  a/i*  —  20/1  +  a. 

Substituant  cette  valeur  de  x  dans  l'expression  de  la  premièce 

an  +•  an^  —  nan  +  a  —  a 
part ,  on  trouve 

ou  réduisant; 


n 
an"" 
n 
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et  comme  toutes  les  parts  doivent  être  égales,  en  divisant  le  bien 

total  par  la  première  >  on  doit  obtenir  pour  quotient  le  nombre 

,         ,  .     .    a/»* — 2an  +  a  ni  , 

des  enfans  ;  amai ,  — — ,  ou  n — i ,  désigne  le  nombre 

'  ^        an  —  a  ^         o 

des  enfans. 

Bien  du  père. . .  an^  —  aoi»  +  a  ou  a(n  —  i)*; 
Part  de  l'ainé  et  de  cliaque  enfant.. .  a  {n  —  i)  ;     . 
Nombre  total  des  enfans n-^i. 

Il  reste  maintenant  à  savoir  sî  les  autres  conditions  du  pro- 
blème sont  satisfaites;  c'est-à-dire ^  si,  lorsqu'on  donne  au  se- 
cond 2a,  plus  la  n''""  partie  de  ce  qui  reste,  au  troisième  3a,' 
plus  la  n^*'  partie  de  ce  qui  reste. ,  la  part  de  chaque  en- 
fant est  en  effet  a{n  —  i). 

Or,  la  différence  entre  le  bien  du  père  et  la  première  part 
étant  a  (/>  —  i)*  —  a  (/i  —  i) ,  la  part  du  second  doit  être 

,  a(n — i)* — a(n — i) — 2a      2a(n — i)+a(« — 0* — ^0^ — 0 

aaJ — i i i i ou — ^ ^ — ^ ^  ■     ^ ^, 

n  n 

ou  réduisant,  -^^ ^-^ — ^^ ^,  ou  bien,  -^ '-^— ^ 

n  ». 

ou  bien  enfin,  afji — i). 

De  même,  la  différence  entre  a{n — i)*  et  les  d  eux  premières 

parts,  étant  a{n — !)•— 20(71 — 1) ,  la  part  du  troisième  doit  être 

^     ,  a(n — i)* — ia(n  —  ï)  +  3a  •    ^*     *     ' 

3^-1 — i i 2 L^ ^  expression  qui,  étant  re- 

n 

duite,  devient  encore  évidemment ,  et  par 

n 

conséquent,  a(n —  1). 
On  obtiendrait  de  même  pour  la  quatrième  part , 


4a 


,  ain — 1)* — 3a(/i  —  i)  —  ^a           a(n  —  \)  +  a(n  —  i)* 
^  -i 1 i i — i-    ou    — ^ ' ^ ; 


rt  ainsi  de  suite  Donc  enfin,  toutes  les  conditions  de  renonce 
sont  salisfiiilcs. 
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g  II.  Des  cqiiûtions  et  problèmes  du  pramer  degré  t 
deux  ou  plusieurs  incommcs. 


5o.  Quoique  plusieurs  qu  est  tous  résolues  préccdéûinieiit  re 
feroiasscnLilans  leur  énoncé  plus  tl^uiie  îticonDue,  nous  somméfj 
parvenu 5  â  leur  résolution  en  employant  un  seul  caractère.  Qài 
tirnl  à  ce  tjiic:  j  d'après  les  conditions  de  Uénoncé,  nous  pouvîa 
fncllcmeiil  exprimer  les  autres  inconnues  au  moyen  de  ce  cjirae 
tëre  ;  nu'us  il  n*en  est  pas  de  même  dans  touâ  les  probltmcâ où  î 
y  a  plus  d^uiH!  incounuCi 

Pour  savoir  comment  on  doit  &*j  prendre  pour  résoudre  c^l 
sortes  de  proUlcines,  reprenons  d^abord  quelques-uns  de  oewï 
déjà  résoliL^  à  Taide  d^un  seul  caractère. 

Trouver  dtfux  nombres  do  ni  on  connaît  la  somme  r  et  la  dif* 
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a  —  b 


fidek  seconde,  j^s= 


a 


Eneffet,ona-~ï-  H =— =:a,et--i- ^ .^=—=3. 

3  2  2^2  2  2 

Soit  encore  repris  le  problème  de  FouTrier  (n**  3g  ),  en  ne 
considérant  que  l'énoncé  général. 

Soient  or  le  nombre  de  jours  de  travail ,  et  ^le  nombre  de  jours 
lasiyeté;  axet  by  expriment  la  somme  que  Pouyrier  doit  rc- 
(XToir  pour  les  jours  de  trayail,  et  celle  qu'on  doit  lui  retenii^ 
poor  les  jours  d'oisiveté. 

On  a  donc  les  deux  équations  <  .-^         ' 

^  Vax  —  bjrz=.c. 

Or,  nous  avoni  déjà  tu  qu'on  peut  multiplier  les  deux 
membres  d'une  même  équation  par  un  même  nombre,  sans 
troabler  l'égalité; ainsi ^  l'on  peut  multiplier  les  deux  membres 
delà  première  équation  par  by  coefîicient  de^dans  la  seconde; 

et  il  vient bx+  by  =  bn, 

équation  qui, combinée  avec  la  seconde  ax  —  iy  =  r , 
donne  par  addition ,  ix  +  ax  =  6/»  +  ^  i  d'où  x  =  — —r  . 

Multipliant  de  même  la  première  par  a,  coefHcient 
de  X  dans  la  seconde ,  on  a ax  +  ay=^any 

équation  qui ,  combinée  avec  la  seconde  ax  —  fcy  =  c, 

donne  par  soustraction ,  (a + ^)^= on — c  ;  d  ou  j'  =      ,  ,   . 

L'introduction  d'un  caractère  pour  représenter  cbacune  des 
inconnues  dans  les  deux  problèmes  précédens,  offre  sur  la 
solution  qui  a  été  donnée  précédemment,  l'avantage  de  faire 
connaître  les  deux  nombres  cbercbés,  indépendamment  l'un  de 
Vautre. 

ÉLIMINATION, 
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qu'on  peut  rognrclcr  comme  la  traduction  algébriq^iie  de  Vénom 
d'un  problème  à  deux  inconnues. 

Si  ydans  ces  deux  équations ,  l'une  des  inconnues  était  aiTecti 
d'un  même  coefficient ,  on  pourrait  y  par  une  simple  sonstrai 
tion  y  former  une  nouvelle  équation  qui  ne  contiendrait  pli 
que  l'autre  inconnue^  et  de  laquelle  on  tirerait  la  Talear  < 
cette  inconnue. 

Or,  si  Pon  multiplie  les  deux  membres  de  la  première  équi 
tion  par  9  y  coefEcient  de  y  dans  la  seconde ,  et  les  deux  membr 
de  la  seconde  par  7 ,  coeiHcicnt  de  y  dans  la  première ,  < 

équations  qui  peurent  être  substituées  aux  deux  premières^ 
dans  lesquelles  y  est  aflecté  du  même  coefiicient. 

Retranchons  donc  la  première  de  ces  deux  équations  dé  la  s 

conde  \  il  vient  32x  =  96 ,  d'où  a;  =  3. 

Pareillemeut>  si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  Ta  pn 

mîère  par   11^  coefUcient  de  x  dans  la  seconde,  et  les  dei; 

'  membres  de  la  seconde  par  5 ,  coefiicient  de  x  dans  la  premièn 

qui  peuvent  être  substituées  aux  deux  équations  proposées,  • 
dans  lesquelles  le  coefiicient  de  x  est  le  même. 
Retranchant  donc  la  seconde  de  ces  deux  équations  de  là  pn 

mière,  on  trouve  3ay  =  1 28 ,     d'oà     ^  =  4» 

Ainsi,  x=3  et  ^=4  ^^"^^  ^^^  deux  valeurs  de  x  et  de 
propres  à  vérifier  Ténoncé  de  la  question.  En  eSet,  l'on  a 

I*.  5x3+7x4=15+28=43;  2^  1 1X3+9X4=33+36=6 

L'opération  qui  vient  d'être  exécutée^  et  au  moyen  de  laqucl 
<m  obtient  les  valeurs  des  inconnues  propres  k  satisfaire  à  d 
«équations  données,  est  connue  sous  le  nom  iWliminiition 
parce  qu'en  effet  elle  consiste  à  chasbcr  Tune  des  inconnw 


on 
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^  des  transformations  permises  et  exécutées  sur  les  équations 

froposces. 

'  La  méthode  précédente  a  beaucoup  d'analogie  avec  la  ré- 
duction des  fractions  au  même  dénominateur  ;  aussi  est-elle , 
comme  cette  dernière  opération  y  susceptible  de  quelques  sim- 
[difications. 

Soient,  pour  nouyel  exemple^  les  deux  équations 

f  8x  — aijrrr:    33 

6x+35y=i77. 

Pour  rendre  les  deux  coefEciens  de  y  égaux ,  remarquons  que  21 
et  35  ont  le  facteur  commun' 7;  il  suffit  donc  de  multiplier  la 
inemière  équation  par  5  et  la  seconde  par  3;  ce  qui  donne  les 

Je« ««Telles  équatioù.  {  f^^  "  [f^^^  '^,\ 

c|oations  qui,  ajoutées  entre  elles,  donnent 

58r  =  6g6,     doù    a;=i2.    , 

findOement ,  les  deux  coefliciens  de  x  renferment  le  facteur 
eoWDim  2;  ainsi ^  il  suffit,  pour  rendre  ces  deux  coefficiens 
^guix,  /àe  multiplier  la  première  par  3  et  la  seconde  par  4  >  ce 

.  \  24»  + i4oy  =  708. 

Hetranchant  la  première  de  la  deuxième;  on  trouye 

2o3j^  =  609 ,     d'où    j^  =  3. 

N.  B.  Il  est  très  important  de  reconnaître  si  les  coefficiens 
^Nitdes  facteurs  communs,  puisqu'alors  on  a  des  calculs  plus 
'  amples  à  effectuer. 

Soient  pour  troisième  exemple ,  les  équations 

2^       /    .    y    .  o       3y   ,     I 

y    ^  i      '        te 
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Il  faut  tV abord  faire  tUsparaitreles  dénomî Dateurs,  cl  après  tl 
règle  (n°  44  )j  fit  Ton  obtient  arnsî  les  deui  équ^itloDS 

8jc  —  4^  +  %  +  I  ar  :r=  96  —  9y  +  ï  » 
y  —  3 Jc  +  1 2  ^=  I  —  I  J-x  -\~  E6j 

^,   ,  f  2ox+i5y=i45,        ,.       f  4r  +  3y=3<L 

ou  l'L-duJiJantj  {  !       ^  \     ou  bien  i  '     -^        . 

MuUiplîaiit  la  seconde  équation  par  3,  et  retrancliaol  k  pre-; 
nuire  de  la  seconde^  on  trouve  23x^46?  d'oii  x^aty  i 
ou  a  tFaîllcurs  j^  ï=r  25  — ^  91:  ;  donc  j^  !:=  aS  — ^  g  x  s  ^  7 

5iT*  Coi):slderoQs  actuellement  le  cas  de  troiâ  équations  à 

iSx  —  67  +  4v  =  i5, 
■jx  +  4y  —  35  ^i  19, 
2-^  4-  j  +G^^4^' 
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'48  +  ay = 84 ,  d'oi  l'on  tire  y  =  Ëizd?  =  4. 


De  même,  la  première  des  trois  équations  proposées deyient, 
lorsqu'on  7  remplace  x  et^  par  leurs  valeurs, 

i5  —  24  +  4*='^»  ^*^"  j&=3-^=:6. 

4 

En  général ,  soit  un  nombre  m  d'équations  à  pareil  nombre 
inconnues.  Pour  trouver  les  yaleurs  des  inconnues ,  comhine% 
KÊCCêssipemeni  l'une  quelconque  des  équations  apte  chacune 
dlfsf  m-^l  autres j  afin  df  éliminer  la  même  inconnue;  vous  ob^ 
êenem  ainsi  m  —  i  nouvelles  équations  renfermant  m  — - 1  i/»- 
connuet^  sur  lesquelles  vous  opérez  comme  sur  les  équations 
proposées;  c'est"  à 'dire  que  vous  élimine%  une  nouvelle  in^ 
tonnue,  en  combinant  l'une  de  ces  nouvelles  équations  avec . 
/!e#  m  —  2  autres^  ce  qui  donne  m  —  2  équations  renfermant 
m  •—  2  inconnues.  Continuez  cette  suite  d'opérations  jusqu'à 
ce  qu*enfin  vous  parveniez  à  une  seule  équation  qui  ne  rew 
firme  plus  qu'une  i/iconnucj  et  de  laquelle  vous  tires  faci^ 
lemeni  la  valeur  de  cette  inconnue,  u^près  quoi,  remontant 
de  procïie  en  proche  jusqu'à  l'une  des  équations  proposée^, 
vous  déterminez  successivement  les  valeurs  des  autres  in^ 
connues.  .« 

53.  La  méthode  d'élimination  que  nous  venons  d'exposer  est 
connue  sous  le  nom  de  méthode  par  addition  et  soustraction, 
parce  qu'en  effet  on  parvient  à  chasser  les  inconnues  par  des 
additions  et  soustractions,  après  les  avoir  toutefois  préparées  de 
manière  qu'une  inconnue  soit  affectée  du  même  coefficient  dans 
deux  équations. 

Il  existe  encore  deux  autres  méthodes  principales  d'élimina« 
tion.  La  première  /  appelée  méthode  par  substitution,  con« 
siste  à  tirer  la  valeur  de  Tinconnue  de  l'une  des  équations , 
comme  si  le^FV^utres  inconnues  étaient  déjà  déterminées ,  et  à 
substituer  cette  valeur  dans  les  autres  équations,  ce  qui  donne 
lieu  à  de  nouvelles  équations  ;  qui  renferment  une  inconnue 
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de  msAne,  et  sur  lesquelles  on  opère  comme  sur  les  équations^ 
proposées. 

Lia  seconde  9  appelée  méthode  par  comparaisotij  consiste  à 
tirer  la  valeur  d'une  même  inconnue,  de  toutes  les  équations,' 
et  à  égaler  ces  valeurs  deux  à  deux  ;  ce  qui  donne  nécessaire* 
ment  lien  à  de  nouvelles  équations*  renfermant  une  inconnue 
de  moins  ^  sur  lesquelles  on  opère  comme  sur  les  équations 
proposées.  \ 

Mais  ces  deux  méthodes  ont  un  inconvénient  que  n'offre  pMs 
la  méthode  par  addition  et  soustraction,  c'est  de  donner  lieu  à 
de  nouvelles  équations  renfermant  des  dénominateurs,  qu'il  faut 
ensuite  faire  disparaître.  On  emploie  toutefois  avec  avantage  la 
méthode  par  suhatitutionj  toutes  les  fois  que  Tune  des  inconnues 
a  un  coefficient  égal  à  l'unité  dans  l'une  des  équations ,  parce 
qu'alors  Tinconvénicnt  dont  nous  venons  de  parler  n'a  plus  lieu. 
Nous  aurons  quelquefois  occasion  de  l'emplojer.  Mais,  en  gêné' 
rai ,  la  méthode  par  addition  et  soustraction  est  préférable;  elle 
présente  d'ailleurs  cet  autre  avantage,  c'est  que,  si  les  coeificiens 
ne  sont  pas  trop  grands,  on  peut  faire  l'addition  ou  la  soustraction 
en  même  temps  que  la  multiplication  qui  tend  à  rendre  les  Qoef- 
iiciens  égaux. 

54.  Il  arrive  souvent  que  les  équations  proposées  ne  renfer- 
ment pas  toutes  les  inconnilBS  à  la  fois.  Dans  ce  cas,  avec  un  peu 
d'adresse,  l'élimination  se  fait  très  promptement. 

Soient  les  quatre  équations  à  quatre  inconnues , 
« 
2JC  —  3y  +  25  =  iS: (i), 

4"  —  fijp  î=  3o (2), 

4y  +  7.Z  =  14 (3), 

,.,..  5y  +  3/^  =  32...-.  ..(4). 

*  .  •  . 
En  jetant  les  veux  sur  ces  équations,  on  voit  que  l'élimina- 
tion de  z  entre  les  équations  (0  ^^  (3)  donnera  une  équation 
en  X  ei  y\  et  si  l'on  élimine  u  entre  les  c<]uati%is  (2)  et  (4), 
on  obtienSra  une  seconde  équation  en  x  e\.  y\  ces  deux  der- 
nières inconnues  peuvent   donc  être   déterminées  aisément. 
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I^abord, l'âimioation  de  «entre  (i)  et  (3)  doone^ 

7y— axss    I  j 
(die  de  u,  entre  (a)  et  (4)  >  donne. aoy -f-6xs=  38. 

Multiplions  la  première  de  ces  deux  équations  par  3,  et 

ijonlons;  il  Tient ^ly^Sh/^i 

foà. •••«••.• ysss  I 

Sobftitnant  cette  valeur  dans  yy— ax=:  i, 
SB  trouTe. ...» ^ . . . . ..        x=K  3 

Beportons  la  valeur  de  x  dans  Téq  nation  (2)  ; 
3en  résulte  4u—6=s3oy  d'où us 

Enfin,  la  substitution  de  la  valeur  de j^  dans 
Péqoation  (3)  donne £=5 

Hoas  proposerons,  pour  exercice,  les  cinq  équations  su!- 
tantes 

7X— >2£+ou=i7%.         qui  donnent  pour  valeurs  des 
4jf— a«+  <  =  ii  1  inconnues, 

5y  —  3x  —  2u=  si  x=a,  y^if  *=3,  u=3,  /=i. 
4jf  — 3ii+  2t=  9I 
3s  +  8ttca33j 

55.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  le  nombre 
des  équations  égal  au  nombre  des  caractères  employés  pour 
désigner  les  inconnues.  II  doit  en  être  ainsi  de  tout  problème 
k  plusieurs  inconnues,  pour  qu'il  soit  déterminé j  c'est-à-dire 
pour  qu'il  n'admette  pas  une  infinité  de  solutions. 

En  efiet,  supposons,  par  exemple,  qu'un  problème  a  deux 
inconnues  x  et  y,  conduise  à  l'équation  unique  Sx — 3y=i2  \ 

on  en  déduit  x=± ç~"^^-  ^^>  ^^  ^^^^   ^***  successivement 

^^  =  1,     a,     3,     4,     5,     6 , 

•I        .1»  5      18     21     24     27      ^ 

lien  resuite  x=  3,    -^,   -p-,  -=^,  -^,    0 ; 

6 
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et  tous  les  •yMèmes  iê  Tftieur» 

(i:=3,Jr=i),  (a:  =  ~.,  3^=2),  (x=y,.r=3)..  , 

mis  pour  X  eiy  dans  l'équation ,  7  satisfont  également. 

«••      SI  l'on  avait  deux  équations  &  trois  inconnues,  on  poarrt 

«d'abord  éliminer  Pvtnedes  inconnues ,  à  l'aide  des  équations  pr 

Iposée»,  et  l'on  parviendrait  ainsi  à  une  équation  qui,  renfle: 

;mant  deux  inconnues,  pourrait  être  satisfaite  pai^  une  infini 

'wUk  dystëmes  de  valeurs  prises  pour  ces  inconnues;  d^oii  l'c 

(   '  conclurait  également  une  infinité  de  valeurs  pour  la  trôisîfen 

\  •   inconnue.  Donc,  en  général /pour  qu'un  problème  sôit  cK^/^j 

•*  ;   ndnéj  il  faut  que  son  énoncé  renferme  au 'moins  autant  âe  ooi 

v^«*    dttions  différentes  qu'il  7  a  d'inconnues ^  et  que  ces  conditioi 

puissent  être  exprimées  chacune  par  une  équation. Hous  revim 

drons  au  reste  plus  loin  sur  les  questions  qui  donnent  lieu  au 

nombre  d'équations  easentiellement  diffêrentesj  |ftoinAre  œ| 

celui  des  inoooaues.  * 

56.  Passons  à  la  résolution  de  nouTcaui  problèmes  à  det 
ou  un  plus  grand  nombre  d'inconnues. 

Sixième  problème.  Une  personne  possède  un  capiidl  » 
3o,oooyr.  qu^elle  fait  valoir  à  un  certain  intérêt;  nuUa  éUegio 
une  somme  de  7,0^000  fr.  dont  elle  paie  un  certain  intér4i,  Vin 
têrêt  qufelle  retire  surpasse  celui  qu'elle  paie ^  de  600  fr.  t/nesi 
conJe  personne  possède  35, 000  fr»  qu* elle  fait  valoir  au  seoon 
taux  d^ Intérêt,  mais  elle  doit  une  somme  de  2^,000  fr»  dor> 
elle  paie  un  intérêt  au  premier  taux.  L'intérêt  qu'elle  retit 
surpasse  celui  qu^elle  paiej  de  iiofr.  On  demande  les  deu 
tauie  d^intérét? 

SoluUon.  Soient  X  et  ^  les  deux  taux  d'intérêt  pour  100  fr 
Pour  obtenir  l'intérêt  de  3o ,  000  fr.  au  taux  désigné  par  x ,  il  fe« 

établir  la  proportion  100  :  a:  ::  80,000  :  — ou  3oox 

100 
On  obtiendra  de  même,  pour  l' intérêt  de  20 ,  000 1  au  taux  dési 
20  000 V 
gné  par  3^,  — ^ — ^  ou  200 j^.  Mais,  d'après  l'énoncé,  la  diffé- 
rence de  ces  deux  intérêts  est  égale  à  800  fr. 
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Oa  a  donc  pour  première  équation  du  proUènia, 

Soox  —  2oqy  :=s8do. 

Ed  traduisant  algébriquement  la  seconde  condition  dn  firo* 
Uème,<m  parWendraît  k  la  noayelle  équation 

35oy— a4ox=3io. 

Les  denx  membres  de  la  première  équation  étant  ditisibles 
parioo,  et  ceux  de  la  seconde  par  lo,  on  peut  les  remplacer 

parksdeuxsttÎTantes:     Sx—-  ay:=  8, 
35^ — 24x=:3i. 

Poor  éliminera;  y  multiplions  la  première  équation  par  8, 
et  Contons  les  deux  équations  ;  il  vient  i  j^ssgS  |  d'où  ytssiS, 
Bemplaçant  y  par  sa  râleur  dans  la  première  équation;  IW 

trouve  3x— -  io=:8,      d'ob     xssz6. 

Ainsi  le  premier  taux  est  à  6  pour  |  et  le  second  à  5. 
En  effet, 

3o,ooo  fr,  placés  àô^,     donnent    3ooX6    ou     i8oo  fr« 

209O00 AS.. ..  donnent    aooXS    ou     tooo, 

etPona  1800— ioooss8oa 

On  vérifierait  de  même  la  seconde  condition. 

Septième  problème.  On  a  trois  lingots  composés  de  diffé^ 
Tins  métaux  fondus  ensemble.  La  liçre  du  premier  contient 
7  onces  d' argent j  3  onces  de  cuivre  et  6  d'élain.  La  lii>fe  du 
second  contient  la  onces  d^cwgenù,  Z  onces  de  cuivre  eti  once 
(té tain.  Celle  du  troisième j  4  onces  d'argent ,  7  onces  de  Cuivré 
et  S  dfétainm  On  demande  ce  qu^  il  faut  prendre  de  chacun  des 
trois  lingots  pour  en  fonner  un  quatrième  quij  sur  une  livre^ 
contienne  8  onces  d'argent,  Z\de  cuivre,  ^^^k  <^'ctain. 

Solution.  Soient  X;jf  et  z  les  nombres  d'onces  qu'il  faut 
prendre  respectivement  sur  les  trois  lingots,  pour  former 
une  livre  du  lingot  demandé.  Puisque  dans  le  premier  lingot, 

6.. 
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il  y  a  7  onoes  d'argent  sur  une  livre  ou  i6  ouces,  il  sVn^  r^ 

suit  que,  sur  I  once 9  il  y  a  -^  d'once  d'argent,  et   par  con-  s 

séquenty  sur  un  nombre  d'onces  marqué  par  x,  il  doit  .y  avoir  ., 

j-j,  d'onces  d'argent.  On  trouverait  de  même  que    —g- ,    - /-  » 

expriment  les  nombres  d'onces  d'argent  pris  sur  le  second  et 
le  troisième,  lorsque  le  quatrième  est  formé;  mais,  d'à  pris 
l'énoncé»  ce  quatrième  lingot  doit  contenir  8  onces  d'argent  ; 

on  a  donc  pour  première  équation ,  ^  +  —g-  +   |g  =^    ^  » 

ou,  chassant  les  dénominateurs 7^  +  12^^+4^=  128  i 

On  trourerait  par  rapport  au  cuÎTre ,  3a:  +  3y  +  7*=   60  > 
et  par  rapport  à  l'étain, dr  +     y+Sz=:  68  J 

Comme  dans  ces  trois  équations,  les  coeiliciens  dey  sont  les 
plus  simples,  il  convient  d'éliminer  d'abord  cette  inconnue. 

Multiplions  la  deuxième  équation  par  4  et  retranchons  la 
première  équation,  du  produit;  il  vient     5x+su(2ssii2 

Multipliant  la  troisième  équation  par  3, 
et  retranchant  la  deuxième,  du  produit, 
on  trouve..  • i5x  +   8si=;  i44 

Multipliant  cette  dernière  équation  par  3  et  retranchant  la 
précédente,  du  produit,  on  obtient  4oa7=32o,  d'oii  x=?8. 
Reportons  cette  valeur  de  x  dans  l'équation  i5x+84=i44; 

elle  devient  iao+8£=i44>     d'oii  2=;3. 

Enfin,  les  deux  valeurs x=8, £=3,  étant  substituées  dans 
l'équation  6x+j^+5>=68,  donnent  48+y4-i5=68,  d'où 

Ainsi,  pour  former  une  livre  du  quatrième  lingot>on  doit 
prendre  8  onces  du  premier,  5  onces  du  second  et  S.onces  da 
troisième.  En  effet,  si  sur  16  onces  du  premier  lingot,  il  y  • 
7  onces  d'argent,  sur  8onoei,il  doity  en  avoir  un  nombre  exprimé 
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tîlés  d'argent  contenues  dans  5  onces  da  second  lingot  et  3 

j    .     • -X       r^  7x8.    iax5,4x3       128      o 

onces  du  troisième.  Or  on  a -^-^  +  — ^-f- i-*-=  —g-  =a*8; 

tmsi  le  quatrième  lingot  contient  8  onces  d'argent^  comme 
f  exige  l'énoncé.  On  Térifierait  de  même  les  conditions  relatives 
aa  cairre  et  k  Tétain. 

67.  Voici  les  énoncés  de  noureaux  proUëmes  à  nne  et  à  plu« 
sienn  inconnues ,  sur  lesquels  nous  engageons  les  commençant 
à  i^eiercer. 

Huitième  problème.  Un  ouprisr  peut  faire  un  cêri&in  oif- 
vTQgÊ  exprimé  par  a^  dans  un  temps  exprimé  par  h;  un  second 
minier,  Voui^rage  c  dans  un  temps  d;  un  troisième j  toutfrage  e 
daas  tui  temps  f.  On  demande  quel  temps  il  faut  aux  trois 
ouvriers,  travaillant  ensemble,  pour  faire  t ouvrage  g  ? 

(  On  peut  prendre j  pour  fixer  les  idées j  la  toise  pour  unité 
(Fourrage,  et  le  Jour  pour  unité  de  temps.  ) 

bdfff 
Réponse.        ^  =  ^J^JT^  ^^^  ^j^- 

AppUcation. 

a=27'"'"j  6=:4>»»"|c=35';  d=&|e  =  4o'j  /=3  la^^ssigi»; 

on  doit  trousser  x  =  12. 

NeuTÎème  problème.  On  a  de  Veau  de  mer  qui,  sur  3q  livrée 
poids ,  contient  i  livre  de  seL  Combien  faut-il  ajouter  d^eau 
doÊÊce  à  ces  3a  livres,  pour  que ,  sur  3a  livres  du  nouveau 
mélange,  la  quantité  de  sel  soit  réduite  à  2  onces ,  ou  \  de 
/iVi«?(Rép.224<.) 

Dixième  problème.  Une  montre  marque  midi.  On  demande 
combien  dé  Jbis  les  aiguilles  se  rencontreront  depuis  midi 
jusqti^à  minuit,  et  a  quelle  heure  se  fera  chaque  rencontre?" 
XBépiHVomifv  des  rencontres,  ny  i'*  rencontre,  à  i'*5'-^; 

**nrjw»is#r»;aa*lo'^;  3%  <à3»i6'  ^ ) 

problème.  C/î»  nombre  est  composé  de  trois  chiffres; 
éêê  chiffres  est  11  ;  le  chiffre  des  unités  est  double 
k^' aentaines  ;  et  quand  on  ajouté  297  à  ce  nombre. 
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o»  obtient  uni  somms  qui  esi  U  nombre  twmversé.  Quel  est  U 
nombre  qui  jouit  de  cette  propriété  ?  (Rép.  3a6.) 

Dontfème  problème.  Une  personne  qui  possède  100,000  y^. 
leefmit  valoir^  une  partie  à  5  pour  ^  et  tautre  partie  à  i^pour%§ 
elle  retire  pour  le  tout  4640  fr,  d'intérêt.  On  demande  les  dema 
parties?  (Rép.  641OO0  et  36^ooo.) 

Troisième  problème*  Une  personne  possède  un  certain  eo- 
pital  quUUefait  valoir  à  un  certain  intéréL  Une  autre  personne 
qui  possède  10,000  fr.  de  plus  que  la  première  ^  et  qw»  fitii 
valoir  son  bien  de  i  pour  |  plus  apantageusement  qu'elle , 
a  un  revenu  plus  grand  de  800  /r.  Une  troisième  personne  qui 
possède  iS,ooo  fr.  de  plus  que  la  première  j  et  qui  fait  valoir 
son  bien  de  %  pour  %  plus  avantageusement  qu'elle  ^  a  11»  i«- 
venu  plus  grand  de  i5oo  /r.  On  demande  les  biens  dee  trois 
personnes  et  les  trois  taux  d'intérêt? 

(Sommes  placées    3o,ooo,     ^o,ooOj     4^;^^^' 
Taux  d'intérêt..  4,  5,  6.) 

§  IIL  Problèmes  qui  donnent  Heu  à  des  réstdtats 
négatifs.  Théorie  des  quantités  negatis^es. 

58.  L'emploi  des  signes  algébriques ,  pour  résoudre  les  pn>* 
blèmea>  donne  souvent  lieu  à  des  circonstaaces  singulières  ^ui 
erobarrasseut  au  premier  abord;  mais  en  y  réfléchissant ^  on 
parvient  à  les  expliquer,  et  même  à  en  tirer  parti,  pour  géné- 
raliser encore  davantage  la  langue  algébrique. 

Proposons-nous  cette  première  question  :  Troui^er  un  nombre 
qui,  ajouté  au  nombre  b^  donne  pour  somme  le  nombre  a. 

Solution-  Soît  X  le  nooabre  cherché ,  on  a  évidemment  pour 
équation , 

b+x=zaj     d'oi    x  =  a  —  A. 

Cette  expression  ou  formule  donnera  la  valeur  de  x,  dans  tous 
les  cas  particuliers  du  problème  propose. 

Soitipar  exemple,  «=^47 >  ^=29',  il  yient  x=/i']'-^^gs=:iS* 
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Soit  encore  a::=^2/^,  6=3i  ;  il  vicQt  x  =  24 — 3i. 

Comme  3 1  est  égal  à  24  +  7  »  cette  eicpression  de  r  peut  se 
mettre  sous  la  forme  x=  24—- 24— '  7  »  ou  réduisant  a;rs  — •  ^. 
Cette  Taleur  obtenue  pour  jc,  est  ce  qu'on  appelle  une  soiuiion 
négatit^ê»  Mais  comment  l'interpréter? 

Si  l'on  remonte  à  Ténoncé  du  problème  >  on  yoit  qu'il  est  ira' 
possible  que  3i  augmenté  d'un  nombre,  donne  ponr  somme ^ 
i4i  nombre  plus  petit  que  3i.  Ainsi ,  aucun  nombre  ne  peut 
virifier  Pénoncé,  dans  ce  cas  particulier.  Cependant ,  si,  dans 
Péquation  du  problème ,  3i  4*^=^4  j  ^^  met  à  la  place  du 
terme -f- a; y  la  râleur  négative  —  7>  il  rient  3i  —  7  =^4  r 
{fuatioQ  exacte  qui  reut  dire  que  le  nombre  3i  diminué  de  7, 
donne  pour  différence  24- 

La  solution  négative, x-=z  —  7,  indique  donc  Pîmpôssîbîtité 
de  satisfaire  à  l'énoncé  du  problème  dans  le  sens  ou  il  a  été  éta- 
Ui;  mais  en  considérant  cette  solution  indépendamment  de  son 
agne,  c'est-à-dire  y  x=7 ,  on  voit  qu'elle  satisfait  à  l'énoncé  mo- 
difié ainsi  :  Trouver  un  nombre  qui,  retrancJU  de  Zl ,  donne 
pour  différence  n^j  énoncé  qui  ne  diflère  du  premier  :  Trouver 
m  nombr9  qui,  ajouté  àZi,  donne  pour  êommê  24^  qu'en. ce 
que  le  mot  ajouter  se  trouve  remplacé  par  le  mot  retrancher,  et 
le  mot  somme  par  le  mot  différence. 

Si  l'on  reut  résoudre  la  nouvelle  question  directement ,  il  n'y 
t  qui  poser  Féqnation 

3i'«j?=sîa49  d'oà  3i— !i4=s:Xy  ou  x«=î7. 

Soit  encore  proposé  ce  problème  :  Un  père  a  un  nombre  a 
abonnées;  sonjlk  en  a  un  nombre  b.  On  demande  dans  combien 
tannées  Vâge  du  fils  sera  le  quart  de  celui  du  père  ? 

Solution, 

Désignons  par  x  le  nombre  d'années  cherché  ;  a -f- ^  ^^  b-f-^x 
représentent  les  Ages  du  père  et  du  filSy  au  bout  de  ce  nombre 

d'années  ;  ainsi ,  l'on  a  l'équation  6  +  x  =  ^ï^;  d'où  X5=  ^^^  • 
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SupiKJSons  a  =  54  •  £  =  9  ;  H  vient  ar  =   ^  ^      =  jL. — fi^ 

En  effet,  le  père  ajant  actuel leiuêtil  C^  «n*  et  Je  fils  9,  ilani] 
6  aitiï  le  p{?re.iura6o  ans  et  soti  tiU  t5;or  tS  cil  i^gnl  ati  mvtî 

de  60 ;  donc  x  =  6  satisfait  ii  rénotieé, 

Aiitiidlenientj  supposom C7^=4^i  ^>^i5^  îl  vient x^  —        ». 

Cntte  expression  peut  être  réduite  kx^^  —  5 ,  en  efiectuant 
autant  que  possible^  la  soustraction  indiquée  par  4^  —  60, 
qui  (lotine  —  ï5j  et  dWisant  —  i5  par  3,  d'après  la  règle  étalilî*? 
(n^*  25)  dans  la  division  algébrique.  Mâb  comment  interpr^ler 
la  soluÈton  négative  3;^  ^  —  5? 

Eemonton.sâ  Téquation  du  problème ,  quî^  dan»  le  cas  parfi- 

cpl ier  que  nous  consîdéraoi ,  est  1 5  +  J?  =;  - — y—  .    Elle  reii<^| 
ferme  une  contra  diction  manifeste;  car  te  second  membre  r&^ 


I 

ïiT^ 
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,5  I 

dant  actuellement  7r>ou^y  l'âge  du  fiii  ne  peut  plua  de- 
venir le  quart  de  celui  du  père ,  mais  il  Ta  été  précédemment , 

reeque,  cxmime  <m  l'a  prouvé  (n*  6)  d'une  manière  géné- 
nb,  en  ajoutant  aux  deux  termes  d'une  fraction  un  même 

nbrey  la  fraction  augmente  toujours  de  valeur.  Au  contraire^ 
cRe  diminue  de  valeur^  lorsqu'on  retranche  un  même  nombre 
dtaeadea  termes. 

5^  En  nous  laissant  conduire  par  l'analogie ,  nous  pouvons 
AaUir  €X  principe  général  : 

1^,  7\mie  ualêwr  négative  trouvée  pour  i^inconnue  cPun 
ffMèmB  du  premier  degré,  indiqué  un  vice  dans  le  sene  des 
ftmiiiione  de  l'énoncé^  ou  du  moins  j  dans  Véquaiion  qui  en 
intla  traduction  algébrique,  (Voyez  \f.  remarque  qui  esl  à  la 
«lile  de  ce  numéro.  )  a".  Cette  valeur,  abstraction  faite  de  son 
tigne,  peut  être  regardée  comme  la  réponse  à  un  problème 
dont  l^ànonci  ne  diffère  de  celui  du  prvhlètne  proposé,  qu'en 
ce  que  certaines  quantité,  d'additii^es  qu'elles  étaient,  sont 
devenues  aoustractiues ,  et  réciproquement. 

Démonstration,  La  première  partie  de  ce  principe  est  facile 
à  démontrer.  En  effets  si  l'on  trouve  pour  x  une  valeur  né- 
gative, cela  provient  nécessairement  de  oc  que  y  par  la  na- 
ture même  de  l'équation  établie  ^  on  a  été  conduit  à  sous- 
traire un  nombre  plus  grand  d'un  nombre  plus  petit,  opération 
inexécutable,  Cest  ainsi  que  les  valeurs  x= — 7,  x= — 5,  sont 

proiennes  (n*  58)  des  équations  x=  vl^^^Zi  ,  x  =  ^ — 5 —  . 

Or,  si  aucun  nombre  absolu  (*)  mis  pour  r ,  ne  jieut  vérifier 
Péqnatîon  à  laquelle  on  est  parvenu,  en  exécutant  sur  celle 
do  problème  les  transformations  indiquées  (n°'  4^... 45),  il 
laut  que  cette  première  équation  ne  puisse  elle -même  être 
vérifiée  dans  le  sens  oit  elle  a  été  fornice;  car   rexactitudc 

(*)  On  Hppellc  nombre  absolu  im  nonil>re  irl  rproii  le  ron»icl*rc  en 
Arithmétique. 
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de  ces  transformations  est  bien  constatée  pour  toute  équations 
susceptible  d'être  yérifiée  par  un  nombre  cAêolu  qu'on  j  mct^ 
trait  pour  l'inconnue. 

Souvent j  l'impossibilité  de  résoudre  la  question  on  Péffi'^j 
tlon,  dans  le  sens  oii  elle  a  été  établie ,  est  évidaite  à  la  tmh^ 
inspection  y  ^it  de  l'énonoéi  soit  de  l'équation;  les  deux  prapi 
blêmes  précédens  en  sont  des  exemples.  D'autres  fois,  cnMij 
impossibilité  est  difficile  à  découvrir;  mais  la  suite  des  oalorilii 
finit  toujours  par  la  mettre  dans  tout  son  jour.  ) 

Passons  à  la  seconde  partie  du  principe.  ï 

Observons  d'abord  que,  si  dans  l'équation,  on  remplace  s. ï 
par— -a;,  tous  les  termes  renfermant  x,  s^ils  sont  addtti&i 
deviendront  soustractifs ,  et  réciproquement;  car  si  Fon  ar 
par  exemple  y  le  terme  -f-  or,  en  mettant  — <a?  à  la  plaee 
de  Xf  il  deviendra  -f-  ^X  —  x^  ou  —  ax.  De  même ,  si  Pos 
a  le  terme  —  6x,  il  deviendra  —  ft  X  —  ^,  ou  +  bx.  Aintt, 
en  traduisant  en  langage  ordinaire  la  nouvelle  équation,  on 
aura  nécessairement  un  nouvel  énoncé  qui  ne  différera,  du 
premier  qu'en  ce  que  certaines  quantités ,  d'additives  qiMIies 
étaient,  seront  devenues  soustractives ,  et  réciproquement» 

Il  reste  à  faire  voir  maintenant  que  la  substitution  de  —  x 
à  la  place  de  x  dans  l'équation ,  donne  lieu  au  résultat  x=£fjp, 
si  l'on  avait  d'abord  obtenu  x  =  — p  (/>  est  ici  regardé  oomine 
un  nombre  absolu). 

Or,  quelle  que  soit  l'équation  primitive  du  problfane,  on 
peut  toujours,  par  des  tranaformatlone  connues j  la  supposer 
ramenée  à  la  forme  or  &=  —  6  (a  et  fr  étant  des  nombres  ab- 
solus). 

De  celte  équation ,  Ton  tirex  =  — - ,  ou  x  =  -*  -, ow  Inen 

cufm ,  X  =  — p^  p  exprimant  le  nombre  absolu  - .  Mais  si  Pon 

met  —  X  à  la  place  de  x  dans  l'équation  primitive ,  on  par* 
viendra,  en  opérant  sur  la  nouvelle  équation  comme  sur  la  pre- 
mière, à  l'équation        —  ax  =  — •  6. 
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Jp4  a::=  ,     ou  enfin ,     xsszp. 

Ce  qv^UfaUait  démontrer  {^). 

On  Toity  par  ce  qui  précède,  de  quelle  manière  on  doit 
mlcrpréter  les  solutions  négatives.  £lles  peuvent  être  rcgar- 
iéwi  abstraction  foiie  de  leur  signe,  comme  des  réponses, 
■m  aux  questions  telles  qu'elles  ont  été  établies,  mais  à  des 
questions  de  même  nature,  dont  certaines  conditions  ont  été 
■édifiées;  et,  pour  obtenir  le  BOBvel  énoncé,  lé  moyen  le 
fias  sûr  est  de  remonUr  à  l'équation  du  problème^  d'y  changer 
l  c»  —  X  ,  puU  de  traduire  en  langage  ordinaire  la  nouvelle 
iquaiioïïu  (  Voyez  le  n?  70  pour  la  démonstration  du  même 
principe  ,  dans  les  équations  du  premier  degré  k  plusieurs 
Boonnoes.  ) 

60.  Remarque.  Le  principe  qu'on  vient  d'établir  n'est  rîgou- 
rensement  vrai  que  pour  les  équations,  et  il  ne  l'est  pas  toujours 
pour  les  énoncés  des  problèmes  ;  c'est-à-dire  quel  tel  problème 
peut  avoir  un  énoncé  exact,  lors  même  qu'en  résolvant  l'équa- 
tion établie,  on  parvient  h  une  valeur  négative.  Cela  tient  h 
ce  qa#  Palgébriste ,  dans  l'application  de  sa  méthode  h  la  ré- 
solution d'un  problème ,  prend  souvent  certaines  conditions 
dans  un  sens  opposé  à  celui  où  elles  devraient  être  prises  ;  et 
dans  ce  cas,  la  solution  négative  qu'il  obtient  redresse  le  point 
Je  vue  sons  lequel  il  a  envisagé  ces  conditions.  Ainsi,  l'équation 
est  Ttcieose ,  quoique  le  problème  soit  susceptible  d'être  rc' 
sdu  ;  et  œ  n'est  que  lorsque  l'équation  est  la  traduction  fidèle 
de  l'énoncé  et  du  sens  de  toutes  ses  conditions,  que  le  prin- 
cipe est  applicable  aux  énoncés.  Nous  en  verrons  des  exemples 
par  la  suite;  mais  c'est  principalement  dans  les  applications 
de  l'Algèbre  aux  questions  de  Géométrie,  que  le  principe  est 
applicable,  moins  aux  énoncés  qu'aux  équations. 


{*)  Uénoncé  da  principe  précèdent  et  une  partie  de  la  dc'nionstration,  ftont 
extraits  de  Pouvragc  intitulé  :  Réflexions  sur  la  métaphysique  du  Cdicul 
différentiel,  seconde  édition,  par  M.  Carnot. 
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Au  rij^slu,  pour  peu  cju'on  iêllcçhj»§tï  sur  la  tlèitloiutialii^ 
qui  cri  a  (*l^  donnée,  on  ^errm  que  les  riîsûnjieitieiii  porl^wt 
plu  lui  sur  Ivs  équations  que  sur  ks  énout'és  dont  ces  é^u^irioiii 
sont  rugartîêcs  oomiac  la  traduclion  îilgél*ric]ur. 

61.  Danj  la  flémonsimlicui  précédcnlc^,  riti  n  été  corKlait  è 
inultipijor  +  a  par  — -Xfk  liWii^r  — h  par  -f-a ,  ^-  fr  p«r  — «î 
l't  l'uu  csL  parvenu  au^  rès^ultM^i  en  appliqiiîint  aui  i^m^hmïm 
les  telles  di's  signes  éUiUie»  pour  la  inuilipi^catîi)ii  H  la  diiN 
s  ion  cics  piitynoiiics^  11  p<;ut  parnltri^ ,  nu  premitïr  abords  1 
cessai  rc  d^i  t!*^racinlrer  ce*  ri'^lcf  paF  rêp|>ort  atm  motiofita 
LsdIùs,  et  cVjt  en  r^fTt^t  ce  que  font  prc^ftque  toui  \m  auleurN 
Mim  tes  déinoDJïtrallaBâ  qu^îl^  en  donnent  n'ont  quts  l'apfNi^ 
veuce  de  reiactitudej  ou  Inissen^t  beaucoup  de  vague  danf 
resprit.  Nous  dirons  donc  que   Voh  h  êUnda,  aux   qtiufihi^ 
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sVnsuit    que    U   produit  d'une    expressioa   uJgaiû'e    a  —  h , 
(a  étant  <  b)  ,  par  une  quantité  positii^e  c ,  esi  négatif. 

De  mAmè,  le  produit  de  b  par  c  —  d  étant  bc — bdy  U  eu 
résulte  que  iê  produit  d'une  quantité  posifipe  h  par  une  expres- 
sion négtUiu€  c  —  d  (ç  étant  ^d),  est  négatif. 

Enfin,  le  produit  de  a— »^  par  c^^d  étant ,  comme  on  l'a 
TB,  ac^bc — ad+bd^  expression  qui  peut  se  mettre  sous 
k  forme  Ad  —  orf  —  te -f- «c ,  ou  c? ( è  —  a)  ''^c{b  —  « ) ,  st 
loBMppose  d^cei  b'^a  ou  b — a  positif,  il  en  résulte  né- 
■airement  d(fr— a}^c(A— a),  et  par  conséquent,...' 
^A-^a)-— c(fr  — a)y  positif.  Donc  le  produit  A* une  exprès^ 
0om  mégaiipe  a  — -  b  par  une  expression  négative  c  —  d .  > 
(a 4UBt  ^bétC<^d),est positif. 

Ceife  d'aillears  là  ce  qui  constitue  l'un  des  caractères  dis- 
tiadila  de  l'Algèbre.  En  Arithmétique  comme  en  Oéométrie» 
lei  raiflonnemens  portent  toujours  «ur  des  êtres  réels  que  l'es- 
prit  peut  saisir ,  tandis  qu'eu  Algèbre ,  on  raisonne  et  l'on  opère 
le  plus  tonTcnt  sur  des  êtres  imaginaires ,  ou  sur  des  symboles 
préienlant  des  opérations  inexécutables î  mais  l'exactitude  des 
rénltats  qu'on  obtient  par  ce  moyen,  et  auxquels  on  parvien- 
drait également  par  des  procédés  plus  rigoureux,  mais  beau- 
ODBp  plus  longs,  justifie  suûisamraent  la  marche  qu'on  a 
saiTÎe. 

6â.  Comme  les  règles  des  signes,  relatives  aux  monômes, 
sont  d'un  usage  continuel  en  Algèbre ,  il  est  à  propos  à^cn 
présenter  ici  l'ensemble.  D'ailleurs,  nous  en  verrons  dériver  de 
nooTelles  expressions,  propres  au  langage  algébrique. 
Commençons  par  l'addition  et  la  soustraction. 
Pour  ajouter  +  b  ou  —  b  avec  une  quantité  exprimée  par  a , 
il  faut  écrire  a  +  b  ou  a  —  ft,  c'est-à-dire  écrire  les  deux 
monômes  l'un  à  la  suite  de  l'autre,  avec  leurs  signes  respectifs. 
{roj-estn^  i3.) 

Pour  soustraire  +6  ou  — A  de  a,  il  faut  écrire  a  —  ^  ou 
ti'\-bf  c'est-à-dire  changer  le  signe  du  monôme  à  soustraire, 
et  l'écrire  avec  son  nouveau  signe,  à  la  suite  de  celui  dont  il 
l'sut soustraire.  {F'oj'ez  n®  14.) 
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Quant  à  la  multiplication  et  à  la  division. 


E« 


+aX+6  ou  — aX  —  *  donne  pour  produit  +  ûi  i  -  ^    ^ 
^^aX+i  ou  +ûX — ^  donne  pour  produit —ûft/     ,    /J' 

+a  :  +6  ou  —a  :  —  i  donne  pour  quotient  -|-  t 
—  a  :  +  ^  ou  +^  •  ""*  donne  pour  quotient  —  j 

Ces  règles  donnent  lieu  à  quelques  remarques  mj 
I®.  En  Algèbre,  le  mot  ajouter  et  le  mot  somme  ne  doitentfll^i, 
toujours,  comme  en  Arithmétique ,  entraîner  avec  c«z  Vièki... 
d'augmentation;  car  le  résultat,  a-^b,  de  l'additMm  de  *-4^' 
avec  a,  est,  à  proprement  parler,  une  différenoe*  entre 'le  ' 
nombre  d'unités  exprimé  par  a  et  le  nombre  d*unités  exprinfr 
par  b'f  par  conséquent,  ce  résultat  est  moindre  que  o.  Pour  êk^ 
tinguer  cette  espèce  de  somme ,  d'une  somme  arithmétiqte ,  €tt 
lui  donne  le  nom  de  somme  algébrique.  Ainsi,  un  pcri)fliôiot 
tel  que  ao'  —  3a*b  +  3b*c  —  2a*c ,  est  une  somrhe  edgibri^^, 
en  tant  qu'on  le  regarde  comme  le  résultat  de  la  réuttwiidet 
monômes  aa^,  —  3a*i, -f-36*c,  ^•^^la^c  avec  leurs( signes Ms^ 
pectifs  ;  et  son  acception  propre  est  la  différence  arithméliqté 
entre  la  somme  des  unités  contenues  dans  les  termes  addilift  et 
la  somme  des  unités  contenues  dans  les  termes  soustractilk 

Il  résulte  de  là  qu'une  somme  algéliriqoe  peut ,  dans  les  apj^- 
cations  numériques ,  se  réduire  à  un  nombre  négatif  on  aflecté 
du  signe  — . 

a°.  Le  mot  soustraire  et  le  mot  différence  n'o&ent  pas  tou- 
jours ridée  de  diminution;  car  la  différence  entre  +a  et  —  6, 
étant  a  +  bf  surpasse  le  nombre  a\  c'est  une  différence  algé^ 
brique  j  parce  que  le  résultat  peut  être  mis  sous  la  forme 
a-(-6). 

Au  moyen  de  ces  dénominations ,  les  valeurs  négatives  peu- 
vent être  regardées  comme  des  réponses  aux  questions.  Par 
exemple,  dans  l'équation  3i  4-^  =  24»  ^^  résultat  â?=s^»7 
indique  qu  il  •fau,t  ajouter  — 7  à  3i  pour  obtenir  ^^)  et  en 
effet.  Si  +  (—7);  ou  3i— 7,est  ^al  à  24. 
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Pareillement  y  dans  Tcquation  i5-f-x^a^  T    ,  le  résultat 

s=  —  5 ,  indique  qu'il  faut  ajouter  "—  5  aux  deux  âges,  pour 
^  l'âge  du  fils  soit  le  quart  de  celui  du  përe.  En  effet,  on  a 

i5  +  (  — 5)    ou     i5  — 5  =  10, 
45  +  (-.5)    ou    45~5  =  4o. 

63.  La  nécessité  d'employer  les  expressions  négatives  dans 
les  calculs  algébriques  j  et  d'opérer  sur  elles  comme  sur  les  quan- 
tiUi  absolues  9  a  conduit  les  algébristes  k  deux  autres  proposi* 
&iiiaqai  seront  par  la  suite  d'un  usage  très  fréquent.  £n  Toici 
tPèumcé  :  2hutê  quantîti  négative  j  — -  a^  est  plus  petite  que  o  ; 
et  dr  deux  quantités  négatives  ,  la  plus  petite  est  celle  dont  la 
naleur  mundrique  ou  absolue  esc  la  plus  grande. 

Ainsi  Ton  a  —  a<o  et  — a ^—  6,  si  a  est  numériquement 
{lu  grand  que  &. 

Dimonatration,  Pour  nous  rendre  compte  de  ces  deux  propo- 
«tionSf  observons  qu'en  général,  si  d'un  même  nombre  on  rer 
tranche  une  suite  de  nombres  de  plus  en  plus  grands ,  les  restes 
doivent  être  de  plus  en  plus  petits.  Cela  pose,  prenons  au  liasard 
im  nombre  entier ,  6  par  exemple,  et  de  ce  nombre  retranchons 
snccessiTeracnt ,  i,  2,  3,  4?  5,6,  7,  8,  9,.  •••  ;  on  trouTCi  en 
écrivant  les  dilTércnccs  sur  une  même  ligne, 

6 — I,  6 — 2,  6 — 3,6 — 4>  ^ — ^7  6  — 6, 6 — 7,  6 — 8,6 — 9, 

oa  réduisant, 

5,     4»     3>     2,     I,     o,     — I,     — 2,     —3. 

D'où  l'on  voit  que  —  i  doit  être  regardé  comme  plus  petit  que 
0,  puisque  celui-ci  exprime  la  dilTérence  entre  6  et  lui-même, 
taudis  que  —  i  exprime  la  différence  entre  6  et  un  nombre  plus 
grand. 

Par  la  même  raison ,  ^- 1  est  plus  grand  que  r^2j  ^-3  est 
plus  grand  que  — 4'  quoique  les  valeurs  numériques  des  pre* 
mières  expressions  soient  moindres  que  celles  des  dernières. 
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Autre  ciémonMtKation.  Des  que ,  pour  interpréter  tous  les  rft^ 
siiltats  singuliers  que  fournit  la  résolution  algébrique  d'uheqiMiie' 
tion,  l'on  est  convenu  de  considérer  les  expressionê  négatiim^ 
comme  de»  quantités ,  il  faut  qu'en  les  soumettant  aux  nièuMÉ  - 
opérations  que  les  nombres  absolus,  on  puisse  parvenir  à  ddi.^- 
résultats  exacts.  Or,  on  peut  regarder  comme  un  axiome^  qoCf . 
si  un  nombre  a  est  pins  grand  qu'un  antre  b  ,  en  leur  ajoutait .. 
un  même  nombre  dy  le  premier  résultat,  n-^'d^  est  encore  plu,! 
grand  que  le  second,  b  ^d. 

Cela  posé,  en  admettant  les  inégalités  o^— a^  et.....^ 
—  a>  — (a  +  m),  {a  et  m  sont  ici  des  nombres  aboolus),  sî 
Fon  ajoute  aux  deux  membres  de  chacune  d'elles,  a  +  m,  cm  * 
trouve  a'\^m'^m  et  i7»^o,ce  qui  est  exact  Au  contrairei 
sî  Ton  posait  o  <  — a  et  —  a  <  —  (a  +  7»),  il  en  résulterAh  '' 
a-^m^m  et  /î*<o,  ce  qui  serait  absurde. 

En  général,  on  doit  admettre  les  deux  propositions  précé- 
dentes, si  l'on  veut  opérer  sur  les  expretsiona  nêgatMs  comme 
sur  les  quantités  absolues.  Ces  propositions  sont,  au  reste ,  une 
espèce  de  locution  algébrique  analogue  k-  celles  dont  nous  Dons 
servons  suuTcnt  dans  notre  langue.  Nous  disons  tous  les  jours 
d'une  personne,  qu'elle  a  moins  que  rien^  pour  exprimer  qu'elle 
doit  plus  qu'elle  ne  possède;  et  de  deux  personnes,  qui,  ajanC 
la  même  fortune ,  doi  vent  plus  qu'elles  ne  possèdent ,  que  la  pin» 
riche  est  celle  qui  doit  le  moins. 

Discussion  des  problèmes  du  premier  degré  à  deux  onplusieur»^ 
inconnues. 

64-  Lorsque  l'on  a  résolu  un  problème  généralement,  c'est- 
à-dire  en  représentant  les  données  par  des  lettres ,  on  peut  se 
proposer  de  déterminer  ce  que  deviennent  les  valeurs  des  incon- 
nues, pour  des  b^'pothèses  particulières  faites  sur  les  données. 
La  détermination  de  ces  différentes  valeurs,  et  l'interprétation 
des  résultats  singuliers  auxqueb  on  parvient,  forment  ce  qu'on 
appelle  la  dibcussion  du  problème. 

Voici  une  question  dont  la  discussion  ofire  à  peu  près  toutes 


I 
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ki  ciroonstanoes  qui  se  reocontrent  dans  les  problèmes  da  pre- 
>degr& 


-#■ 


a'  jl  b  r 

Quatorzième  problème.  Deux  courriers  parient  en  même 
kmpM  cU  deux  points  diffêrens  A  et  B  cPune  mêms  ligne  AR^ 
if  9m  dirigent  dans  le  même  sens  AB.  Le  courrier  qui  part  du 
foini  A  Jàit  m  lieues  par  heure,  et  le  courrier  qui  part  du 
ftÀni  'B  en  fait  un  nombre  n.  On  demande  à  quelles  distances 
des  points  A  et  Bj  les  deux  courriers  se  rencontreront. 

Solution.  Soit  R  le  point  de  rencontre;  appelons  x  et  ^  les 
£ttanoe8  inconnues  AR'et  BR,  exprimées  en  lieues,  et  a  la  dis- 
tance  AB  qui  sépare  les  deux  courriers ,  au  moment  de  leur 
tléptrt.  On  a  évidemment  pour  première  équation , 

X  —  ^  =  a. . . .   (1). 

Maïs  m  ein  exprimant  les  nombres  de  lieues  faites  par  beure 
(ce  sont  les  vitesses  respectives  des  dçux  courriers) ,  il  s^ensuit 
que  les  temps  employés  pour  parcourir  les  espaces  x  dl  y^  sont 

X  Y 

I  marqués  par  —  et  -;  d'ailleurs ,  ces  deux  temps  sont  égaux; 

•   •  t       X        y* 

tuui  y  Fon  a  pour  seconde  équation  du  problème ,  —  =-, 


m 


ou  bien ,  nx  —  my  =  o (2), 

Combinant  les  deux  équations  (i)  et  (2)  entre  elles ^  d'après 
les  méthodes  connues  d'élimination,  on  obtient 


077»  an 


vileurs  qn'il  est  aisé  de  vérifier. 

Discussion,  Tant  que  l'on  supposera  m^n,  d*oii  m  —  72  >o 
on  positif,  ces  valeurs  seront  positives,  et  le  problème  sera 
résolu  dans  le  sens  propre  de  son  énoncé.  En  effet ,  si  le  cour- 
rier A  est  supposé  aller  plus,  vite  que  le  courrier  B,  on  con* 
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çpii  qu'à  chaque  instant  il  gagne  du  cLeuâu  sur  cdal- dL^ 
rinteryalle  qui  les  séparait  d'abord ,  diminue  de  plus  eu  plual^ 
jusqu'à  ce  qu'enfin  il  s'anéantisse  lout-à-fait^  et  alors  les  deuM  - 
courriers  doivent  se  trouver  au  même  point  de  la  ligne  qi>'U4^ 
l>arcourent.  .      '  |  , 

Mais  si  l'on  suppose  m^n,  d'où  m  —  /»  <  o  ou  tiégatiC,  hliv^ 

valeurs  sont  à  la  fois  négatives,  et  deviennent 

■^\ 
am  an 

n—  m       ^  n — m 

Pour  interpréter  ces  résultats ,  observons  qu'il  est  impossible 
que  les  deux  courriers  se  rencontrent  dans  le  sens  AB ,  car  le 
courrier  B  allant  plus  vite,  l'intervalle  qui  les  séparait  ne  faitt 
qu'augmenter  à  cliaque  instant.  Mais  si ,  au  lieu  de  aapposeff. 
qu'ils  se  dirigent  dans  le  sens  AB ,  on  sup|K>se  y  au  contraire  » ,  « 
qu'ils  se  dirigent  dans  le  sonsBA,  les  circonstances  devenant 
alors  les  mêmes  que  dans  le  cas  //t  ^  /i ,  il  est  clair  que  les 
deux  courriers  se  rencontreront  en  un  point  R'  du  prolonge- 
ment de  BA.  C'est  ce  qu'indique  d'ailleurs  le  principe  établi 
(  1^^  %)•  ^^  effet ,  cliangeons  les  signes  de  a:  et  de  y  dans 
les  deux  équations,  il  vient 


m  n)  [ 


X y 


m       n 


équations  qui^  résolues,  donnent 

am  an 


i^  n  —  m 


Cjs  valeurs  vérifient  le  nouvel  énoncé,  dans  lequel  on  suppose 
que  les  courriers  se  dirigent  dans  le  sens  BA. 

Soit  mainleiiant  m  =  n,  d'où  m  —  ;z  =  o-,  los  valeurs  génc- 

,  . ,   .      ^  ,  am  an 

râles  se  réduisent  a     a=  —  ,     v  =  — . 

o        -^         o 

Comment  interpréter  ces  nouveaux  résultats? 
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En  rciDontant  d'abord  à  dénoncé,  on  voit  ^ii'it  y  a  iiiipo»- 
libilité  absolue  d'y  satisfaire;  c*cst-à-~dirc  que,  dans  quelque 

ks  de  la  ligne  AB,  que  les  deux  courriers  se  dirigent,  ils  ne 
peuvent  jamais  se  rencontrer,  puisque  les  deux  courriers  étant 
d'abord  à  un  intervalle  a  l'un  de  l'autre ,  et  allant  également 
▼ite  y  dotTent  conserver  entre  eux  la  même  distance.  On  peut 

donc  regarder  le  résultat,  —  ,  comme  ua  nouveau  signe  d'im^»: 

possibilité.  En  effet,  si  l'on  reprend  les  équations  du  problème, 
elles  deviennent,  dans  le  cas  de  m  =  7», 

XV  l     ou     J 

m       m  J  [  X  —  ^===0, 

cqaatioûs  évidemment  incompatibles. 

Gspendant,  les  algéhristos  regardent  les  résultats  x== — , 

/=: — ,  comme  formant  une  espèce  de  valeur  à  laquelle  ils 

donnent  le  nom  de  valeur  infinie.  En  voici  la  raison  : 

Lorsque  la  différence  m  —  /i ,  sans  cire  tout-à-fail  nulle,  est 

11  ,     ,  oni  an 

supposce  très  "petite,  les  deux  résultats, , ,  sont 

*  '  *  m  —  n     m  —  n 

très  grands. 

Soit ,   par  exemple  ,  m  —  w  =  o ,  o  i ,   w  =  3  -,  d'où. 

.:=i3  —  0,01  =  2,99.  H  vient 


3û  ^  (in 


in  —  7i       o  ,0 1  m  —  /* 

Soît  encore  m  —  7/ =  0,0001,  //i  =  3,d'oii  '^  =  2,9999;  *' 

,     ,          ont          o                   ^'" 
cil  rcsuUe  : =  oooooa , =  2nqnoa. 

)\n  un  mol,  tant  que  la  dillcrence  des  deux  vitesses  n'csl 
l'as  nulle,  les  deux  courriers  se  rencontrent  j  mais  les  distances 
du  point  de  rencontre  aux  deux  points  de  dcparl,  deviennent 
do  plus  en  plus  grandes ,  h  mesure  que  cel  le  différence  dimitiue. 

7- 


UoDT,  ,'ii  ton  mippmt  velié  différeucc  maitidre  qt^aucunê  ^ 


cffiir  dvmt^^j  if  s  dhiù^nces 


a  m 


m  —  n     m  ■ 


sont  pim  grandet 


i/h  atifUHf-'  quantité  donnée^  oti  îîifmîe?.  Oii  dît  alors,  pour 

a  ji l'OPi'  :   soit    m  —  /ir^o,   il  en  résulte  x^~j   y^ — ^t 
^  o      •^         0 

valeurs  iti(i)iin5* 

Comme  o  esL  moindre  que  toute  grandeur  absolue,  il  s'enstiil 

qiitr  Tuii  peut  prendre  ce  caractère  pour  désigner  \^  {ieruier  éUil 

Auw^  grandeur  i|ui  peut  décroître  autant  que  l'on  veut.  De 

uiêuin ,  cùiume  un  nombre  fn*ctionnaîre  est  d'autant  plus  grand 

ipif  mu  nuuîLîateiir  eat  pha  grand  par  rapport  à  iun  àéumnl* 

iialiHu  j  il  sVnsuit  qu'une  expression  telle  qne  —  (A  étant  ua 
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valeurs  deviennent  x  =  -,  J'  =  -.  Quel  sens  doit-on  attacher 

à  ce  nouveau  résultat? 

Reprenons  l'énoncé,  et  observons  que,,  si  les  deux  cûurrieirs 
Tont  paiement  vite  et  partent  du  même  point ,  ils  doivent  Atre 
toujours  ensemble  y  et  par  conséquent ,  se  rencontrer  en  tous  les 
points  de  la  ligne  qu'ils  parcourent  Et  en  effet ,  les  équations 
deviennent,  dans  la  double  hypothèse  y /n=^»,  a=:o. 

'       ^-^=0  ^"         1 

m      m         )  l  X  —  j^  =  o, 

étjBatious  qui*  rentrent  l'une  dans  l'autre.  Ainsi  la  question  est 
lout-à-fait  indéterminée  (n**  55) ,  puisqu'on  n'a  réellement  qu'une 
oqualion  entre  deux  inconnues. 

L'expression  -est  donc,  dansée  cas,  le  t^mbole  d'une  indéter- 
mination dans  l'énoncé. 

Si  les  deux  courriers  ne  vont  pas  également  vite,  c'est-à-dire 
que  l'on  ait  /»  >  ou  <^  Il ,  mais  qu'on  suppose  a  =  o ,  on  trouve 
pour  valeurs  a:  =  o ,  j'  =  o. 

£a  effet,  les  deux  courriers  partant  du  même  point,  et  ayant 
<]es  vitesses  différentes,  ne  peuvent  évidemment  se  trouver  en- 
semble qu'stu  point  de  leur  départ. 

Les  hypothèses  précédentes  sont  les  seules  qui  conduisent  à 
des  résultats  remarquables.  Elles  suflisent  d'ailleurs  pour  faire 
^oir  aux  commençans  de  quelle  manière  l'Algèbre  répond  a 
toutes  les  circonstances  de  l'énoncé  d'un  problème. 

Nous  généraliserons  bientôt  la  discussion  précédente;  mais 
auparavant ,  nous  ferons  une  remarque  dé  la  pi  us  grande  impor- 
tance dans  les  applications  algébriques. 

65.  Lorsqu'un  problème  a  été  résolu  généralement,  on  peut, 
au  moyen  des  formules  ou  valeurs  trouvées  pour  les  inconnues , 
obtenir  par  de  simples  chanqemens  de  signe  j  celles  qui  con- 
tiennent à  de  nouveaux  problèmes  généraux  dont  les  énoncés 


im  ilincieiit  rîe  cduî  du  ])rûb)iatic  projvife  j  que  p^^r  le  ^ni;  (k 
tvrtiuiifTs  rju^intilés  qui  ^  d'âddUireft  qu*enei  él^ilmt ,  mût  Jeif- 
niins  soustractive$,  et  récîproquenienl. 

Pi'nnoîn  |>i3nr  exemple  le  proWeiiic  tic  t'oyifritîr ,  réiolu 
fn''  47)'  l^^n  îiifvposaot  que  l'ouvrier  reçoive*  pour  son  dticom|ib? 
une  sornnin  r,  on  a  ks  éc^uationâ 


^  +    y  =  » 


_  ij/ 1 


}• 


d*oà     X  ^ 


M.  H  s  t  si  Toji  <juppo»e  3ti  cxmtraîro  que,  fout  dcoomple  fiit.j 
i'ûuviirr  ,  au  lîeu  de  recevoir ,  doive  une  somme  r,  Ife  isqu^* 

liniis  ocrant  alors    .  "^  >  ou    t  ^-^ 

ùy  — ax=  c  J  l   eu:  —  by  ^  —r^ 

(nfi  XI  t  11  il  n  gif  les  signes  de  la  sccomie  éxjuatlon.) 

f)r  il  est  ^isibîc  i]uc,san.s  rtsoudiede  ïiouvf^ûu  ces  êqnalionï- 
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=  —Ta-  î  y  =    _7a-  c-  Q-  ï^-  ï^- 

Oo  peut  comprendre  sons  les  mômes  formules ,  les  résultats 
qaî  contiennent  aux  deux  énoncés,  en  écrîyant 

A/i  zfc  c  <in  qp  c 

(Le double  signe  ±  s^éuonce plus  ou  moins;  les  signes  supérieurs 
correspondent  au  cas  où  ^ouvrier  reçoit,  elles  signes  inférieurs 
à  celui  -où  l'ouvrier  doit  une  sonMie  c.) 

Ces  formules  comprennent  encore  le  cas  où,  tout  décompte 
fait,  l'euTrier  et  la  personne  qui  l'emploie,  sont  quittes  l'unen- 
Ters  l'antre.  Il  suffit  de  supposer  c=  o,  ce  qui  donne 

bn  an 

Soient  encore  les  deux  équations  générales  ]  j^  i  /•  _    * 

proTcnant  de  la  traduction  algébrique  d'un  problème  quel- 
conque. En  multipliant  la  première  équation  par  /*,  la  seconde 
par  ^,  et  soustrayant  la  seconde  de  la  première  ,  on  a 

{af^bd)x  =  cf-bg,     d'où     x=^^ 

On  trouverait  de  même  y=  -^ — r->. 

^       af —  bd 

Cela  posé,  pour  passer  de  ces  formules, 

{CLJC  "~*  b\  ""^  c 
».  y     ' 
dx+fy=gj 

il  suffit  de  changer  ft  en  -— 6,  ce  qui  donne 

_  c/4-  bg  ag  —  cd 

af+bd'     y~af+bd' 

2*.  aux  formules  rclatircs  aux  équations  <    ,  ;^         ' 

^  ^dx—fy=g, 


ïo4  DISCUSSION  ahiifLkut 

i\    su  fin  de  diauger  i>  en  — t  et  y  eu  — ff  Qe  qui  iJoci£iehi| 

formule.'? 

—  ^f  '\-  hg        hg  —  cf  Qg  —  cd 

La   déni oTiât ration  êo  est  absolument  la  même   que  duu 
Vexcmplo  |iiéi;édcQtj   aÎQSÎ  nous  ne  la  répéteroui  paA. 

§  IV-  Discussion  générale  des  problèmes  et  des 
équations  du  premier  degré. 

tï6.  A  lin  de  pouTOÎr  généraliser  la  discussion  dm  protiB 
du  («résilier  degré  à  une  ou  plusieurs  îii connues,  nous  alb 
TiDUS  prop  )ser  d'étabUt*  des  formules  qui  puissent  repréientef  ' 

ïeji  Yaleurâ  de:^  ineoiinues,  pour  un  systèuie  quelconque  d^éqoir 
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£    eue  ^*  6v   """  C 

soient  donc  proposées  les  deux  équations  <  -^  ' 


On  obtient,  en  multipliant  la  première  équation  par  b',  la  se- 
OMide  par  b,et  les  retranchant  l'une  de  l'autre, 

cb'  ^  bc' 


{aV  —  ba')x=cV  —  bc\    d'où    x  = 


OQ  trouTerait  de  même 

Soient  maiuteliant  les  trois  équations 


y  = 


ab'  —  ba'' 

aç'  —  cd 
ab'  — •  ba'' 


ax.  +  by    +  ca    ^cz  d (i),     . 

a^x  +  by  +  c'a  =  cF (2), 

a'x  +  by  +  c'z=  d\... (3). 

Four  âimîner  z,  multiplions  la  première  équation  par  c',  la 
ieoonde  par  c,  et  retranchons  la  seconde  de  la  première. 

Il  Tient  {acf  —  ca')  x  +  {bc' —  cb')  y  =  dc' —  aJ' . . .  (4). 

Combinant  de  même  la  seconde  équation  avec  la  troisième, 

OQ  trouve  {ac^'—ca")  x  +  {b'c"  —c'b") y^d'^:"  - c'dT.. . (5). 

Actuellement  9  pour  éliminer  y,  il  faut  multiplier  l'équation(4) 
par  Vc'''^'cb''f  et  l'équatiou  (5)  par  bc — cb\  puis  retrancher, 
ce  qui  doane 

l{ac'—cà:)  (b'c''—cb')-^{a'c''^c'a'')  ibc'—cb')]x  = 
{dc'—cd:)  \b'c''—c'b")  —  {c'd"—d'c'')  (^bc'—cV)\ 

on,  effectuant  les  calculs,  réduisant  et  divisant  (es  deux  mem- 
bres par  c\ 

^aVc"  —  ac'b'  +  ca'b'  —  ba'c"  +  bc'aT  —  cb'a")  x  = 
dJb'c"  —  ddb"  +  cd'V  —  b(ïd'  +  bc'd"—cb'd\ 

DoncenlJn, 

_db'c''  —  dc'b"  -^cdb"  —  bd\"  +  bcd'  —  ib'd" 
'^^ab'c"  —  acù"+cu'b~'^  ba'c"+  bc'a"  —  cZ;V  ' 
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En  effectuant  des  c^ilculs  analogues,  pour  éltiuincr  a*  et  sjj  ! 
ensuite  x  et  y,  on  trouverait,  pour  y  et  a,  '       t'i 


adfc"  —  ac'd'  +  ca'd"  —  dafc"  +  de' a"  —  rrf'a" 


« 


'ab'c"  —  ac'A"  +  ca'Z>''  —  ba'c"  +  bc'a"  —  cb'a"  ' 
_ab'd'  —  fl^A"  +  ddb"  —  &Q^d"  +  bd*a'  —  db'a"      ^      " 

Comme  les  commençans  ne  sauraient  trop  s'exercer  à  abr^er  * 
les  calcul  le  plus  possible,  nous  indiquerons  ici  un  moyen  de  * 
passer  de  la  valeur  de  x  auK  valeurs  de  y  et  de  i,  sans  qu'on  soit  ' 
obligé  de  recommencer  tous  les  calculs  précédens.  • 

Observons  que  le  systcnvî  des  équations  (i)  ,  (a)  et  (3) ,  res- 
terait le  même,  si  l'on  y  mettait  pour  Xya,a',  a",  les  quantités   ' 
y  ,  b\  y  et  6",  et  réciproque  ment;  donc,  si  dans  l'expression  qui  . 
donne  la  valeur  de  x,  on  changé  jt  en^ ,  puis  a^  a^  a'  qui  sont  -i^ 
les  coefficiens  de  jp,  en  i,  6',  b"  qui  sont  les  coelBciens  de  jf,  et 
réciproquement,  on  obtiendra  un  résultat  qui  ne  sera  autre 
chose  que  la  valeur  de  jr. 

Effectuant  cet  échange,  on  a 

—  ^q'^'  —  àca"  +  cd^a"  —  adc   -f  acd"  —  ca^dT 
^  —  ba'c"  —  bc'a^  +  cb'a"  —  ab'c"  +  ac'b"  —  ^7P  ' 

ou, changeant  les  signes  du  numérateur  et  du  dénominateuriei 
écrivant  dans  l'un  et  l'autre,  les  trois  derniers  tefmes  les  pre- 
miers, et  les  trois  premiers  termes  les  derniqrs, 

_  ad'c'  —  ac'd"  +  ca'd'  —  da'c'  +  de' a"  —  cdfa" 
y  ~  ab'c"  —  acb"  +  ca'b"  —  ba'c"  +  bc'a"  —  cb'a"' 

Pareillement,  on  obtiendrait  la  valeur  de  z  en  changeant 
X,  aja',  a" y  en  «,  c,  c',  c",  et  réciproquement. 

On  voit  assez  la  marche  qu'il  faudrait  suivre,  si  l'on  avait 
quatre  équations  et  quatre  inconnues ,  etc. 

A.  D.  Pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  maniërc  dont  ces  for- 
mules ont  été  obtenues,  on  sent  aisément  que  ,  pour  un  nomJ>re 
quelconque  d'équations  renfermant  un  pareil  nombre  d*incon- 
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X ^  y,  z. .  :,  il  ne  peut  exister^  en  général,  qu'un  seul 
aysième    de  valeurs  de  x,  y^  s. .  .,  propre  à  vérifier  les  équa* 

D'abord  la  proposition  est  évidente  pour  une  équation  à  une 
seule  inoonaae,  a3t=zb.  Il  n'y  a  que  la  valeur  -qui  puisse 

j  satisfaire. 

Gonaidérons  deus.  équations  à  deux  inconnues. 

Après  qu'on  a  multiplié  la  première  équation  par  lecoeâicicnl 
dejf  dans  la  seconde,  et  réciproquement,  le  résultat  qu'on 
obtient ,  en  les  soustrayant  Tane  de  l'autre ,'  peut  être  substitué  k 
Time  des  dens  équations  proposées.  Or,  ce  résultat  ne  rcn- 
CeHpiaat  qu'une  iiiconnue,  n'admet  pour  cette  inconnue  qu'une 
seule  Taleur  qui,  reportée  dans  l'une  des  équations  pro|K>sées, 
ne  donnera, également  qu'une  valeur  pour  y.  Mémo  raisonne- 
ment pour  trois  équations  à  trois  inconnues. 

67.  L'emploi  des  accens ,  dans  les  notations  des  coeiBciens ,  a 
donné  lieu  à  l'oliscrvation  d^une  loi  d'après  laquelle  on  peut 
facilement  retrouver  les  formules  précédentes^,  sans  étve  obligé 
d'effectuer  Télimlnation. 

Considérons  d'abord  le  cas  de  deux,  équations  à  deux  incon^ 
nues.  On  a  trouvé,  pour  les  valeurs, 

cb'  —  bc^  ac  —  ca' 

^—ab^'-ba"       y  —  aV-^ba!' 

I**.  Pour  obtenir  le  dénominateur  commun  à  ces  deux  va- 
^urSj  /armez  apec  les  lettres  a  et  hj  qui  désignent  les  coejfi.- 
ciens  de  x  et  de  y  dans  la  première  équation  j  les  deux  arran- 
^mens  ab  et  ba ^  puis  interposez  le  signe  <—  ^  c^  qui  donne 
ab  — ba;  enfin  j  accentuez  dans  chaque  terme  la  dernière 
lettre  f  il  vient 

ab'-^ba, 

2\  Four  obtenir  le  numérateur  relatif  à  cJuique  inconniu^  ^ 
remplacez^  dans  ce  dénominateur  ^  la  lettre  qui  désigne  le  coef 
dent  de  cette  inconnue  j  par  la  lettre  qui  désigne  la  quantité 


io8  nwsmsntff  nétthmijè 

loti  te  connue  j  en  iaUsmni  touUjbiÈ  Its  acceus  ù  la  mérruf  piuciti 
D\ipfYS  cela  j  al/  —  ba'  se  change  ca  cb'  —  lie' ,  pour  /a  vaUur 
dt*  X  5  t*t  en  m  — ca'  j  pour  lu  vahar  du  y* 

ConiideroQ?*  ackueïlemeat  le  cas  de  3  équations  à  S  înci*nnue«i 
a^h,  t  déisignani  les  coeffieiens  àt  x ^  y ^  2.  ^  tl  d  \^  qy^ntitc 
toute  connue*  1**.  Pour  upoir  le  dé fwminaleur  commun j  pmnn 
if.  dénumiiiateur  ab — ba,  qui  cmwteni  au  cas  de  deuT  m£m^ 
nues  [abstraciimh  faite  des  accéns)  j  introduises  (a  Utirt  t 
dans  chacun  des  déux  ternies  ab  et  ba  à  iouUâ  les  pimt$^ 
aat^'oir^  à  droite  ,  au  milieu  et  à  gauche  ^  pui^  interpo&ttéu 
signes  allernuti%'Ément  positijk  et  nêgaiîffi ;  il  en  réJtuiiê.,», 
iibc  —  acb  -f-  cab  ^ —  bac  -h  bça  —  cba,  Meilem  ensiàit^  ^  àam 
chaque  terme j  l'acctnl  *  sur  ia  deuxième  lettre ^  €t  taecxni  '  put 
la  tryisicuw  le  tire;  il  tfientj,  pour  le  déaùminateur^ 
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!#-.  *     .  ,       1      n         1       ■       ^^' — ^c'  ac  —^ca* 

Y  Substituons  dans  Jes  formules  x  =  -^^ — ^-^ ,  j^=  — 


la  place  de  a,fr,Cya%&',c%  ces  valeurs  ;  il  vient 

34x—i3->(—7)X— 6 _— 34x13—7x6  / 
■     5x— 13— (— 7)x3      ""—  5xi3+7X3 

_— 44^-42  _-484_ 
—_  65+21  ■"—  44~     ' 

_j     5x— 6— 34x3     —  3o_-io2_— 132_^ 

^"-•^  —  5x-i3—(—7)x3  —  — 65  +  21    ~-44'"    ' 

\  et  îe  dis  que  x=:  1 1 ,  y =3,  sont  les  valeurs  propres  à  satis* 
iaire  aux  deux  équations  proposées. 

lïoas  pourrions  d'abord  nous  en  assurer,  en  les  substituant 
dans  ces  équations.  Mais,  afin  que  la  démonstration  soit  indé- 
pendante de  tout  exemple  particulier,  remarquons  que,  pour 
psser  des  formules  relatives  aux  équations  ojk:+6j^=:c  et 
a'x+  i'jf=c',  à  celles  qui  conviennent  aux  équations  ax — hy:=ic 
et  clx — 6'^= — c',il  suffit  (n**  65)  de  changer  h  en — A,i'  en 

1/     .    ,  /  .   ,  rX— 6'— (— 6)X— c' 

— 0^,  etc  en — c  ,  ce  qui  donne  a=: tt-^ — r: r» 

^  ûX— 6  — (— i^)Xa'  * 

aX— c'— rxa'  ,  i-i   .        i  n 

y="rT: 17 — 7 — TTT^j  c^>  po"r  déduire  de  ces  nouvelles 

formules  générales,  les  valeurs  qui  conviennent  aux  équations 
particulières,  il  faut  faire  a  =  5,  6=77:7,  c=34,  a' =  3, 
^=13,   c'  =  6. 

Qonc  enfin,  pour  obtenir  les  valeurs  relatives  aut  équations 
prof>osées,  il  suffît  de  faire,  dans  les  formules  générales  ob- 
tenues précédemment,  a=5, 6= —  7,c=34,a'=3,i'= — 13, 
^    c= — 6,  puis  d'effectuer  les  calculs,  d'après  les  règles  établies 
pour  les  quantités  monômes. 

La  Trègle  consiste  en  général j  à  substituer  à  la  place  des  coef- 
ficiens  a,  b,  a',  b'. . . ,  leurs  valeurs  particulières  considérées 
avec  les   signes   dont  elles   sont  affectées    dans   les  èqiuit'wns 
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]utrticuliéres ,  et  à  effectuer  toutes   les  opérations  indi^t 
d'après  les  préceptes  établis. 

Ces  applications  justifieDt  de  nouTCau  la  nécessité  d'étendr 
aux  quantités  monômes  les  règles  des  signes  établies  pour  lei^*. 
polynômes ,  puisque  c^est  le  moyen  de  rendre  les  formules  géaé-ïa 
raies  du  premier  degré,  applicables  à  tout  exemple  particulier.  ■■•. 

Passons  à  la  discussion  de  ces  formules. 

69.  Il  résulte  de  leur  inspection  quo,  dans  les^  appHcationsJ' 
particulières  ,    on    peut   obtenir    quatre   espèces    de  Taleun 
pour  réponses  à  des  problèmes  du  premier  degré ,  saTolr  :  des  '  ' 
valeurs  posit'wes  j  des  valeurs   négatives^  des  valeurs   de  Li 

A  o 

forme  — ,    cniin,  des  valeurs  Je  la  forme  -.    Le  problème  des 
^  o  o  * 

courriers  a  donné  lieu  à  ces  qnatre  résultats  que  nous  nous 
proposons  maintenant  d'interpréter  d'une  manière  g^crale. 

D'abord,  les  valeurs  pasitii^es  sont  ordinairement  des  rè» 
ponscs  aux.  questions ,  dans  le  sens  de  leur  énoncé.  Cependant 
nous   observerons  que ,   pour  certains  ])roblèmes,  toutes  les 
valeurs  positives  ne  satisfont  pas  à  l'énoncé.  Si,  par  exemple, 
la  nature  du  problème  exige  que  les  nombres  cherchés  soient 
entiers,  et  qu'on  trouve  des  nombres  fractionnaires,  le  pro- 
blème ne  peut  cire  résolu.  Quelquefois  encore  la  nature  du  pro- 
hlènic  ne  permet  pas  que  les  nombres  inconnus  surpassent 
des  nombres  connus  et  donnés  à  priori j  ou  soient  au-dessous 
d'autres  nombres.  Si  les  valeurs  obtenues,  quoique  positives, 
ne   satisfont   pas  à  celte  condition   que  comporte   l*énoncéy 
mais  qui  ne  peut  s'exprimer  par  une  équatiou  >  le  problème  ne 
peut  encore   être  résolu.  Ainsi,  les  valeurs  positives  des  in-  ' 
connues   ,sûntj  ci  proprement  parler^  des  réponses  directes  aux 
équations;  et  elles  ne  .sont  des  solutions  de  la  question^  au  au- 
tant que  leur  nature  se  concilie  avec  celte  qu* exige   l'énoncé. 
Tour  concevoir  comment  m\\  nombre  peut  vérifier  une  équa- 
tion, sans  vérifier  le  problème  dont  elle  est  la  traduction  algé- 
bricpic,  il  sulfit  de  remarquer  qu'z/;ze   mt-me  équation  est  la 
traduction   algébrique   dune    infinité  de  prolUnieSj  dont   les 
uns  admettent  tous  les  nombres  absolus  i>05sibles  pour  solw- 
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v>  et  les  aulres  n'atlmeUonl  ({ue  des  nombres  cTune  certaine 
afure. 

70.  Nous  savons  déjà  h  ({uoi  nous  en   tenir  sur  les  vaUurs 
tiU'es,  |)oar  les  problèmes  à  une  seule  inconnue.  Afin  de 
rien  laisser  h  désirer^  nous  allous  démontrer  U  principe  du 
la*  59  pour  un  problème  à  plusieurs  inconnues. 

Il  est  ih'îdent  d'abord  que,  si  Ton  obtient  des  valeurs  ncga- 
Ijtcs  pour  quelques-unes  Ans  inconnues ,  les  équations  du  pro- 
fftfane  ne  |ieuvent  être  satisfaites  dans  le  sens  où  elles  ont  été 
ctaUiés;  car  si  un  système  de  nombres  absolus,  mis  pour 
x,^,«.  • .  ,  pouvait  les  vérifier,  les  équations  qui  en  ont  élé 
déduites  par  la  méthode  d'élimination,  devraient  elles-mêmes 
«Lister  pour  ce  système.  Ainsi  l'équation  qui  ne  renferme  plus 
qn'ane  des  inconnues,  pour  lesquelles  on  a  obtenu  un  résultat 
iiëgitifj  devrait  être  vérifiée  par  un  nombre  absolu,  ce  qui 
serait  oontre  Thypothèsc.  Il  faut  donc  rectifier  l'énoncé  du  pro- 
blème, ou  du  rnoinsj  les  équaiUmn  qui  vn  sont  la  traduction 
algébrique. 

Actnellement ,  si ,  dans  les  équations,  on  change  les  signes  des 
inconnues  pour  lesquelles  on  a  obtenu  des  résultats  négatifs, 
les  termes  aficctés  de  ces  inconnues  changeront  nécessairement 
de  signe,  et  l'énoncé  du  problème  sera  généralement  modifié 
en  ce  que  certaines  quantités  d'additives  qu^ elles  étaient ^ 
deviendront  sous  trac  titres  ^  et  réciproquement. 

Je  dis  enfin  que  ces  modifications  une  fois  faites,  le  nom-ci 
énoncé  est  vérifiée  par  les  valeurs  obtenues  d* abord  pour  les  iw 
connues,  abstraction  faite. de  leurs  signes.  Prenons,  j>our  fixer 
les  idées,  trois  équations  a  trois  inconnues, 

ai:+iy+cz  =  d,  ax+b'y  +  czzzid,  ax  +  b"y+c"z=d% 

et  supposons  que  ces  équations  aient  donné x=p,^= — q^ 
a= — r;  changeons  dans  ces  équations  ^y  et  £  en  — y  et  —  z, 
ou  bien  en  y'  et  z  (  en  désignant  pour  le  moment ,  —  y  et —  z 
par  y  et  z').l\  vient 

ar+by  i-cz=d,  ax+b'y+cz=:d\u''x+by'j'c"z=d\ 
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V  Or,  ces  équations  ne  difi*érant  des  précédentes,  qu'en  ce  que  y  et 
z  sont  remplacés  par  y  et  z\  donneront  nécessair  jment  pour 
résultats:  x=pj  y^ — q^z'-=: — r;  d'où,  remetlant — ^  et 
—  zà  kplace  dey  et  z\. .,  jz=p,— j^= — <y,  — z= — r, 
ou  bien  enfin,  xz=p^  y  =^9 y  *  =  rj  ce  qu'il  JuUait  dé^ 
montrer. 

Ainsi  le  principe  du  n^  $9  est  vrai  pour  les  problèmes  du 
premier  degré  à  plusieurs  inconnues* 

Nous  terminerons  par  cette  observation  ^  que  quelquefois 
renoncé  d'un  pcpblème  n'est,  par  sa  nature,  susceptible  d'au- 
cune modiGcation;  dans  ce  cas,  les  valeurs  négatwes  ne  sont 
que  des  solutions  des  équations  modifiées,  qui  peuvent  d'ail- 
leurs être  regardées  comme  la  traduction  algébrique  d'autres 
problèmes  susceptibles  de  modification. 


telles  que —  •  -. 
^      00 


71.  Il  nous  reste  maintenant  à  interpréter  les  expressions 

Soit  d'abord  l'équation  à  une  inconnue,  aa:=6,d'oii  j:=3  -. 
1*.  Si ,  pour  uuebypotbèse  particulière  faite  sur  les  données  de 
la  question,  oq  a  a  =  o,  il  en  résulte  x=:  -. 

Or  l'équation  devient,  dans  ce  même  cas,  0X0?=^ ft,  et  ne 
peut  évidemment  être  satisfaite  par  aucun  nombre  déterminé. 
Remarquons  cependant  que ,  l'équation  pouvant  aussi  se  mettre 

sous  la  forme  —  =  o ,  si  l'on  met  à  la  place  de  x,  des  nombres 

X 

de  plus  en  plus  grands,  — différera  de  moins  en  moins  deo^et 

l'équation  approcbera  de  plus  en  plus  d'être  exacte  ;  en  sorte 

qu'on  peut  prendre  pour  x  une  valeur  assez  grande  pour  que 

b       , 
—  .soit  moindre  qi|'aucune  quantité  assignable. 

C'est  pour  cette  raison  que  les  Algébristes  ont  coutume  de 
dire  que  l'infini  satisfait,  dans  ce  cas,  à  l'équation  ;  et  il  y  a  des 
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tions  pour  lesquelles  ces  sortes.de  résultats  forment  unevé- 
»le  ■olu^ioii;  mais  du  moins ,  il  est  certain  que  l'équation  ne 
.  admettre  de  solution  en  nombre  fini,  et  c'est  tout  ce  qu'on 
pronver. 
*.  Si  Von  a  en  même  temps,  a=s:  o,  6 =o,  la  Talenr  de  x 

id  la  forme  jp^s-. 
o 

>r,  l'équation  devient,  dans  ce  cas,  o  X  x=o^  eiiout  nombre 

,  poeitif  ou  n^atif ,  peut  satisfaire  à  cette  équation. 

insi  Inéquation  {ouïe  problème  dont  êUê  oêé  la  traduction 

^brique)  est  indéterminée. 

2.  Cest  ici  le  lieu  de  faire  une  remarque  importante  sur  Fex- 

»ion  -,  qui  n'annonce  pas  tou)onrs  une  indétermination,  mais 

1  P existence  d^un  facteur  commun  aux  deux  termes  de  la 

;tion,  lequel  facteur  doient  nul,  par  Teflet  d'une  hjpothëse  • 

ticuliëre. 

supposons,  par  exemple,  qu'on  ait  trouvé  pour  le  résultat  de 

olntion  d'un  problème,. .  • .  x ss  ^^  ,^. 

ii  Ton  lait  dans  cette  formule,  as  6,  il  en  résullex=  -. 

o 

riais  remarquons  que  a^  —  bi^  peut  (n^  3i  )  se  mettre  sous 

forme  (a  —  b)  (a*  +  ai  +  6*) ,  et  que  a*  —  i'  est  égal  à 

—  ft)  (a  +  h)  ;  ainsi ,  la  valeur  de  x  revient  à 

^-       (a-6)(a  +  i)       • 

Dr ,  si ,  avant  de  faire  l'hypothèse  a  =  A ,  on  commence  par 

iprimer  le  facteur  commun  a  — 6,  la  valeur  de  x  devient 

û*  ±ab±b'  .  .         ^  .    -  3a« 

= i       ,  expression  qui  se  réduit  a  x  =  —  ou 

=  —  ,  dans  l'hypothèse  de  a  =  &. 
Soit,  pour  second  exemple,  l'expression 


o 
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^ZTÏp  — (a- A)  («— !)• 

En  faisant  a = &,  on  trouve  pour  la  valeur  de  x,  x  =  ^  ,à  cause 

o 

de  l'existence  du  facteur  commun  a^—  6  ;  mais  si  l'on  supprime 

a  +  h 
d'abord  ce  facteur,  il  vient  0?=    ,,  expression  qui  se  réduit  k 

X = — y  lorsque  l'on  fait  a  =:  &• 

Concluons  de  Ml  que  le  symbole  -  est  quelquefois  en  Algèbre 

l'indice  de  fexislence  d'un  Jaciewr  commun  entre  les  deux 
termes  de  la  fraction  qui  se  réduit  à  cette  forme.  Ainsi ,  avant  de 
rien  prononcer  sur  la  vraie  valeur  de  la  fraction,  il  faut  s'asr 
'surer  si  ses  deux  termes  ne  renferment  pas  un  facteur  commun. 
Dësqu'il  n'en  existe  pas,  on  conclut  que  Péquatîon  est  réellement 
indéterminée.  S'il  en  existe  un,  on  le  supprime,  puis  on  fait  de 
nouveau  l'hypothèse  particulière,  ce  qui  donne  la  vraie  valeur 
de  la  fraction ,  qui  peut  encore  se  présenter  sous  trois  formes, 

^,  —,  -;  auquel  cas,  Féquation  est  dé  terminée  j  impossible  en 

nombre  6ni,  ou  indéterminée. 

Qîtte  observation  est  très  utile  dans  la  discussion  des  pro- 
blèmes. 

73.  Revenons  k  notre  objet,  et  considérons  maintenant  les 

deux  équations  à  deux  inconnues  *\    ,      .    ,  /  / 

^  '  (  o  X  +  b'y  =  c'. 

On  a  trouvé  (n**  66)  pour  les  valeurs  de  x  et  AejTt 

cV  —  bc  ac'  —  COL 

""  —  aV^hd'     y  —  aV  —  bd' 

Supposons  que  l'on  aitoft'— 6a'=o,  les  numérateurs  c6'— ftc', 
oc'— K?a',  étant  d'ailleurs  différens  de  o;  les  valeurs  se  réduisent  à 
A  B 

0-^0 
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Pour  interpréter  ces  résultats ,  remarquoDS  que,  de  Téquation 
aV^^^bdzsiOfCta  tireâ's  -7->d'oii;  substituant  oette  valeur  dans 

l'équation  a'x  -f-  i^ =c^S  -jr-  a:  -f-  i'  =  c' j 

ouy  chassant  le  dénominateur  et  dÎTisant  par  V, 

équation  dont  le  premier  membre  est  identique  arec  celui  de  la 
première 

taadb  que  le  second  membre  est  essentiellement  difii&rent;  car 
de  Pînégilité  cV  ^bc' ,  on  déduit  c  J  y- . 

On  Toit  donc  que  les  deux  éçuations  proposées  ne  peupent  être 
MaHêfaites  simultanément  par  aucun  système  de  valeurs  finies  de 
:L€tdej. 

Si  Pon  a  en  même  temps,  ab'^^hd'=Oy  c&^—6c'=o^  la  valeur 

de  X  se  réduit  à  x  =  - ,  yaleur  qu'il  faut  interpréter. 

Les  deux  équations  proposées  peuvent,  en  vertu  de  la  relation 

Sax  +  iy  =  c, 

équations  qui  rentrent  nécessairement  l'une  dans  l'autre;  car  de 

bc' 
la  relation  cV  —  bc'  =  o,  on  déduit  c'='  -rj-* 

Ainsi,  pour  résoudre  le  problème,  on  n'a  réellement  qu'une 
seule  équation  entre  deux  inconnues.  Donc,  la  question  est  in^ 
déterminée. 

Gomme  la  relation  ,ab'  — iûf  =  o ,  donne  b'^  — ,  d'oi,  subs- 
tituant dans  la  relation  bcf —  ic'  =  o, —  Ac'  =  o,  ou  rédui- 
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santi  ca'  —  ac^  ssso ,  on  peut  conclure  que  y  si  la  valeur  de  x  est 
de  lajbrme  -^  la  valeur  de  j  est  oiNiRAUEHSNT  de  même  forme, 

et  réciproquement. 

Je  à\A généralement j  car ,  ai  Ton  avait  en  même  temps  b  =  o, 
&'  =  o,  les  deufx  expressions  ab'  ^^ba',  cV  — bc\  seraient  né- 
cessairement nulles,  sans  qu'il  en  résultât  aucune  valeur  déter- 
minée pour  ac'  —  cd. 

Dans  ce  cas  particulier,  les  deux  valeurs  de  x  et  de  y  se  ré- 
duisent k 

o  ac  '^  ca'        A 

xss-.et  v= ^ —  ou  -. 

o'     -^  o  o  , 

Réciproquement,  si  Pon  avait  à  la  fois  ar=o,  o'  t=  o^  il  on 

résulterait 

cV-^bc'        A      ,  o 

a:  = —  ou  — I  et  y  =  -. 

o  o         -^         o 

Mais  ce  cas  particulier  n'est  guère  admissible,  puisqu'alors, 
les  équations  proposées  se  réduiraient  li  deux  équations  à  une 
seule  inconnue, 

•avoir,     f    ~    r  }  «*  supposant  6  =:  o,  i'  =  o; 

et      /;    ~-  ,  \  en^supposant  a  =  o,  a'  =  o; 

tandis  que  nous  traitons  ici  le  cas  de  deux  équations  à  deux  in- 
coAnues. 

74*  La  marche  précédente  serait  difficilement  applicable  au 
cas  ou  l'on  aurait  plus  de  deux  équations;  mais  on  peut  y  sup- 
pléer par  les  raisonnemena  suivana. 

Pour  fixer  les  idées,  coirsidérons  quatre  équations  (i),  (2), 
(3),  (4)}  renfermant  les  quatre  inconnues  x^y^z^  u. 

A 

Désignons  par  -,  la  valeur  de  x  h  laquelle  on  est  parvenu  par 

le  secours  de  l'élimination ,  cl  supposons  que,  pour  une  certaine 
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hypothèse  (kite  bwt  les  données ,  on  ait  D  =  o ,  A  étant  qnel-* 
conque  ou  égal  ii  o;  je  dis  que,  dans  le  premier  cas,  les  iqua-» 
iione  propoêéêM  tm  pompent  être  satiê/àiieê  par  de$  wUeurw  finies; 
et  qoe^dans  le  seeond»  #M«  âoni  indéiêrminéesj  ou  susoepti- 
Ues  d'être  vérifiées  par  une  infinité  de  systèmes  de  Taleors  de  or^ 

Eaefiel)  il  résulte  de  la  méthode  d'élimination,  que  le  sys- 
tàttie  des  équations  (i),  (a),  (3)  et  (4)  peut  être  remplacé  par 
quatre  autres  équations,  dont  l'une  est  Dx= A  ;  la  seconde  est 
une  équation  en  x  et  ^;  la  troisième,  une  équation  en  x^jt^m,  et 
la  quatrième,  l'une  des  équations  proposées,  l'équation  (i),par 
exemple. 

Cela  posé,  i^.  si  Iff  Taleur  de  x  se  réduit  k  la  forme  —,  comme 

l'équation  en  «devient  alors. . .  .oX*  =  A,  et  qu'elle  est  d'ail- 
leurs une  conséquence  de  l'existence  simultanée  des  équations 
proposées,  il  faut  que  ces  équations  soient  impossibles  en  nom- 
bres finis,  puisque  l'équation  o  X :c= A  ne  peut  être  satisfaite 
par  aucun  nombre  fini. 

o?.  Si  la  valeur  de  jp  se  réduit  h  la  forme  -  (  sans  qu'il  existe 

o  ^ 

aucun  facteur  commun  entre  les  deux  termes  de  son  expression), 
l'équation DxsaB A  devient  0X^=0,  et  peut  être  satisfaite  par 
une  infinité  de  valeurs  de  x.  En  substituant  chacune  de  ces  va- 
leurs dans  l'équation  en  x  et  y,  dont  nous  avons  parlé  plus  haut , 
on  obtiendra  une  infinité  de  valeurs  correspondantes  pour  j^  ; 
substituant  tous  ces  systèmes  de  valeurs  de  jf  et  de  j^,  dans  tè- 
quation  en  4P,  ^,  is,  on  trouvera  une  infinité  de  valeurs  pour  s; 
enfin,  substituons  tous  ces  systèmes  de  valeurs  de  4P ,  ^  et  s,  dans 
l'équation  (l),  il  en  résultera  une  infinité  de  valeurs  pour  w,  et 
tous  ces  systèmes,  ainsi  obtenus  ^'satisferont  nécessairement  aux 
quatre  équations  proposées. 

^5.  La  première  partie  de  cette  proposition  n'est  sujelLc  à  au* 
cune  restriction;  toutes  les  fuis  qu'on  trouve  pour  la  valeur  de 

l'une  des  inconniips,  un  résultat  do  la  forme  —,  c'est  un  signe ccr- 
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tain  que  les  équations  sont  impossibles  en  nombres  finis^  du 
moins  pour  cette  inconnue. 

Quant  à  la  seconde  partie,  elle  souffre  de  nombreuses  modifica- 
tions^ c'est'A-dire  qu'on  peut  obtenir  povr  une  on  plusieurs  des 

inconnues^  des  résultats  de  la  forme  -,  sans,  pour  oeIa>  qu'on 

puisse  en  conclure  que  les  équations  sont  indéterminées.  Quel- 
quefois même,  l'une  des  incononies  ayant  uoeTaleur  de  la  forite 

o  .  A 

-,  on  obtient  les  autres  sous  la  forme  — . 

o  o  .i 

Les  systèmes  snivans  en  fournissent  la  preure  : 

f«    +  ^  4^  ca  =  rf, 
ax    -h  ^  +  «»:  î=?  ^'f 
ax    +  by  +  cz  =  d*, 
f^x    +  hjf  +  cz  =  dy 
a'*  +  &/  +  cz  =  d, 
a'x  +  by  +  cz  =  d% 
IX  +    y  +mz=.  p, 
*  +    J'  +  'wz  =  <7 , 
*  +    y  +  nz=z  r. 

Si  l'on  applique  les  formules  ]générales  du  n^  66  au  premier 

système ,  on  trouve 

o  o  o 

*=-,     ^=-,     «^-; 
o       "^       o  o' 

et  cependant,  en  considérant  ce  système,  on  reconnaît  facile- 
ment qu'il  ne  peut  exister  ei^  nombres  finis  (  les  premiers 
membres  restant  les  mêmes) ,  à  moins  que  l'on  n'ait  dz=zd=d!' . 
Il  est  vrai  que,  du  moment  ou  cette  relation  existe, le  sys- 
tème deyient  indéterminé^  puisqu'il  se  réduit  alors  à. une 
seide,  équation  à  trois  inconnues;  mais  il  n'en  est  pas  mgins 
certain  que,  dans  son  état  actuel  ^  il  y  a  incompatibilité  entre 
les  équations. 

La  première  des  formules  du  n*'  66,  appliquée  au  second 

système ,   donne  a;  =  —  ,   résultat    qu'il     faut    interpréter. 

Pour  que  ce  deuxième  système  puisse  exister  (les  premiers 
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mèmbrei  restant  les  mêmes  ) ,  iMaut  nécessairement  que  Fon  ait 

d  '^  ax  ^=s  <f  -^  t/xj 
et  ^  •^  ax  ^s  JP  '^  Jx. 

Or,  la  prenukre  de  ces  4eax  relations  donne 

jtss-T ;  et  la  seconde,  xaa-^ . 

'    Comme  ces  deux  Taleors  de  x  doitent  s'accorder  entre  elles , 
il  en  résulte  l'éealité   de  condition -7 =  -= . 

Tant  que  cette  relation  entre  les  quantités  a,  d,a\d^,a''^d!', 
ne  sera  pas  satisSûtCi  le   second  système   sera  impossible  ^ 

quoiqu'on  ait  obtenu  des  Yaleurs  de  la  forme  - ,  pour  chacune 

des  inconnues. 

Si  cette  relation  est  satisfaite ,  la  yalenr  de  x  deriendra  <U^ 

terminée  j  et  sera  égale  à  -7 ou  -;; :  mais  les  Taleurs 

de  ^  et  de  £  seront  indéterminées,  puisqu'on  n'aura  plus  qu'une 
seule  équation  entre  ces  deux  inconnues. 

Appliquons  les  formules  du  n®  66  au  troisième  système^. . . . 

(m — n)   (p — q) 

on  troure  x  =2  j £— IL^ zi 

o 

(n  — m)   ip  —  q) 

^~  o 

o 

A 

G^est-à-dire  que  deux  yaleurs  sont  de  la  forme  — ,  et  Taulrc  de 

la  forme  -• 
o 

bans  cet  exemple ,  pour  que  les  deux  premières  équations 

soient possc&fes  simultanément  (les premiers  membres  restant 
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lesiiièniei)i  il  faut  qu'on  ait  j9=:^;  auquel  cas  i  les  denx  ▼âleiun 

de  X  et  de  V  «e  rédoiseni  aussi  k  la  forme  -. 

^  o 

Cette  condition  admise ,  je  dis  que  la  Taleur  de  s,  pour  la- 
quelle on  a  trouvé  -,  derient  déterminée  j  et  que  les  deux  au- 
tres sont  indéiêrmiriées. 

En  efisty  le  système  se  réduit  alors  aux  deux  équations 

X  +  jr  +  »«  =s  r, 
qui  y  retranchées  l'une  de  l'autre,  donnenA 

(m  —  nSzssp-^r:    d'où    »=^ . 

Reportant  cette  yaleur  dans  les  deux  équations,  il  en  résulte 
l'équation  unique 

-^  m  — » 

Les  cas  quenou&TenonBd'examiner  suffisent  pour  conTaincre, 
I®.  que,  dans  les  applications  des  formules  générales  à  des  Vjrs- 
tèmes  particuliers,  les  valeurs  des  inconnues  peuvent  se  présen- 
ter ,  les  unes  sous  la  forme  — ,  les  autres  sous  la  forme-;  2^.  que 
.0'  o        ^ 

le  symbole -,  obtenu  pour  chacune  d'elles,  ne  caractérise  pas 

nécessairement  V indétermination  des.  équations. 

A 

Le  symbole  —  est  toujours  un  caractère    d'impossibilité  ;. 

mais  le  symbole  «*-  est  tantôt  un  caractère  d'indétermination , 

tantôt  un  caractère  d'impossibilité;    il    annonce   quelquefois 
aussi  (n^  72)  la  présence  d'un  facteur  commun. 

Pour  savoir  à  quoi  s'en  tenir  sur  sa  vraie  significatioii,  on 
n'a  rien  de  mieux  à  faire  qu'à  remonter,  pour  chaque  système 
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particulier,  aux  équations  de  ce  système,  et  à  rechercher  direo- 
tement  les  valeurs  des  înconnues,  à  l'aide  de  ces.  équations. 

76.  Soit,  pour  premier  exemple,  le  système  des  équations 

•  *  +  gy  +  6«  =16, 
2JP  +  3y  -f-  aji*=2  7, 
3jr  +  6y  4"  4^  =  i3. 

£d  appliquant  les  formules  générales,  on  trouve  pour  les  troia 
inconnues 

000 

•=ô'  ^=5'  '^ô' 

mais  si  Fon  opère'directement  sur  les  équations ,  on  trouve ,  en 

multipliant  la  seoqnde  par  3,  et  retranehant  la  première  de  h, 

seconde, 

5jp  =  21  —  i6  =  5j 

d'où  »  =  I, 

Substituant  cette  valeur  dans  les  trois  équations,  on  obtient 

pour  la  i",  gy  -4-  6«  =  i5,     ou     3y  +  a*  =  5; 

pour  la  a*, ........ , 3jf  -J-  a«  =  5  ; 

et  pour  la  3*,  6y  -t-  4'  =  10,     ou    3/  -f~  3'  ^=^  ^« 

La  valeur  de  x  est  donc  déterminée  et  égale  è  i  ;  quant  aux 
valeurs  de  y  et  de  z>  elles  sont  indé terminées ,  puisqu'on  n*a 
qu'une  seule  équation  entre  ces  deux  inconnues. 

Le  système  proposé  rentj^e  dans  le  second  du  n®  précédent , 
puisque,  si  l'on  divise  la  première  équation  par  3  et  la  troisième 
par  2^  les  coelTiciens  de  ^  et  de  is  deviennent  les  mêmes. 

Voîçi  d'ailleurs  comment  on  l'a  formé  :  Après  avoir  posé 
arbitranrement  les  premiers  membres  de  ces  trois  équations,  de 
manière  toutefois  que  les  coefficiens  de  j^  et  de  2,  multipliés  en 
croix,  dans  les  équations  considérées  deux  à  deux,  forment  des 
produits  égaux,  on  a  pris  aussi  arbitrairement  les  seconds 
membres  de  la  première  et  de  la  seconde  équation ,  ce  qui  a 


IfUk 
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X  4-  9r  +  6s  =  i6  ]  l  5«  +  3y  +  22  =  -^, 


ax  +  3y  4-  a«  =  7 
3x  +  6y  +  4*  =  ^ 


3*^    .    -v  -T  3 

d*ott  ^  aa?  -f-  3y  4-  2«  =  7» 

-a:  +  3y'-|-  a«  =  -. 


PaiS|  OB  a  déterminé  -  ou  cT,  d'âpres  la  relation* 

-S =5  -7 du  n*  no ,  en  posant 

û  —  a      a  —  a  i    »       r 


i3 


:,,     a=-. 


ce  qui  a  donné    d'ssz  — ;    d'où    aiT  ou  it=  i3. 

Soit  le  nouTeau  système 

1  la?  —  &K  4-  6»  =  49 , 
Sx  —  lay  4*  gs  ^  i6  y 
4x  —  aojr  +  i5«  =  i5  , 

qui  rentre  encore  dans  le  second  du  n**  ']5,  maïs  ne  satisfait  pas 

à  la  relation  -^ =  —, . 

a  —  a      a  —  a 

En  appliquant  les  formules ,  on  trouTerait 

o  A  B 

^=i'    ^=ô'     '=V 

Mais  opérons  directement  sur  les  équations. 

Multipliant  la  première  par  3  et  la  seconde  par  2,  puis  sous- 
trayant, on  obtient  23x^1 15;  d*où  x=5.  Substituant  celle 
iraleur  dans  les  trois  équations^  on  trouve 


8jr  —     6e  =  6 
laj  —     ps  =  9 


=  n  >     ou  bien 


4^  —.3s  =  3, 
4^  -^  3s  =  3 , 
4^_3a=  I.' 
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'    Let  deux  dernières  équations  sont  éridemment  imponihUë 
nmalUnément  ^  et ,  si  on  kur  appliquait  les  formules  relatÎTCs 

a  den  inconniiesi  on  obtiendrait    y  =  — ,  »  =  - . 

o  o 

o  • 

Ainsi f  des  trws  Talenrs  -,  obtenues  ci-dessus,  pour  x^  y^z^ 
o 

U première  a  une  signification  déterminée ,  x  =5,  et  les  deux 

antres  sont  infinies. 

77.  An  reste,  toutes  les  fois  qu'on  agit  directement  sur  des 
exemples  particuliers,  on  a  d'autres  caractères  dUmposêibiliié 
on  SiadiUrmination. 

Dins  le  premier  système,  traité  n*  76,  si  l'on  considère  les 


deux  équations  I   J    ^      *        ^' 
l  3y  +  2«  =  5, 


auxquelles  on  est  parvenu  par  l'élimination  de  x,  et  que,  pour 
obtenir^  ou  £ ,on  retranche  ces  deux  équations  l'une  de  l'autre, 
il  Tient  0=0. 
De  même,  dans  le  second  système,  si  l'on  retranche  l'une 

de  l'autre  les  deux  équations  \    ,  o    ZI     ' 

il  rient  0=2,  égalité  absurde. 

Les  résultats  0  =  0  ^t  o  =  A ,  sont  les  véritables  caractères 
de  l'indétermination  j  ou  de  i* impossibilité  simultanée  des 
équations. 

78.  Nous  terminerons  la  discussion  des  équations  du  premier 
degré  par  l'examen  d'un  cas  particulier*  C'est  celui  oii ,  dans 
les  équations  générales ,  on  suppose  nulles  à  la  fois  toutes  les 
quantités  connues  qui  sont  dans  le  second  membre.  Dans  ce 
cas,  il  suit  évidemment  de  la  loi  de  formation  des  numéra- 
teurs ^  pour  les  valeurs  générales  des  inconnues  (n^  67) ,  que 
ces  numérateurs  s'anéantissent  tous  en  même  temps,  c'est-à- 
dire  que  l'on  a  A  =  o,  B=  o. . . .  Gomme  d'ailleurs  il  n'existe 
aucune  relation  particulière  entre  les  coeQiciens  a,  b,  c,  a\  b\  c,,.» 
des  inconnues,  D,  qui  résulte  d'une  certaine  combinaison  de 
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ces  ooefBcienSy  est  généralement  différent  de  o.  Ainsi  l'on  a^ 
pour  valeurg  4^9  inconnues^  a;=o,  ^=o,  &=o...  Ces  va- 
leurs vérifient  évidemment  les  équations  proposées. 

Si  cependant,  outre  Phypothëse  que  les  quantités  connues  du 
second  membre  soient  nulles  à  la  fois,  on  a  encore  entre  les 
coeillciens  des  ihconnues,la  relation  D  =  Oy  les  Taleurs  géné- 
rales se  réduisent  à  la  forme  a==:-,     r  =  -,  etc.. . . 

o'     ^       o* 

Or  je  dis  ^Q,  dans  ce  cas,  les  équations  sont  indéterminées, 
mais  que  les  rapports  des  inconnues  sont  des  nombres  constanê^ 
qu*on  peut  obtenir  à  l'aide  des  équations  proposées. 

Soient  en  effet  les  trois  équations 

ax+6y+c2=:o,  o'x + t'y + <-''*=<>,  o*x+6V4"^**=**» 
ilans  lesquelles  on  suppose  (n°  67)  que  l'on  ait  D  ou 

oA'c*'  —  ac'  y  +  ca'b'  —  ba'c"  +  bc'a"  —  cb'a'  =  o . 
Elles  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

z    ■      z  z  z  z  z 


Or,  on  tire  des  deux  premières ,  en  traitant  -  et  -  comme  deux  in- 


connues, 


X      bc' — c&'    y  _;_^ca!  —  ac 


z       ab'—bcr   z~ab'  —  ba" 


,  D'où  Ton  voit  qu'^i»  donnant  à  z  des  valeurs  entièrement  arbi^ 
tralres,  les  valeurs  dexetde  y  s'obtiendront  à  taide  de  ces  deux 
proportions j  dont  les  seconds  rapports  sont  constans  et  égaux  à 
des  quantités  connues. 

Mais  il  reste  à  savoir  si  ces  valeurs  satisfont  à  la  troisième 
éc^uation.  On  trouve,  en  les  substituant  dans  cette  équation, 

a       ^c'  —  ci'    .    -  „       ca'  —  ac     .     ,, 
011.  réduisant  et  écrivant  les  termes  dans  un  ordre  convenable  1 
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eondHion  qui  |  par  hypothèse ,  Mi  fatiifaite. 

79.  Ceci  nous  conduit  naturellement  k  Texamen  d*uiie  cii- 
eooatance  dont  le  second  problème  du  testament,  résolu  (11^49)9 
noot  a  oBSsrt  tin  exemple,  c'est  celle  oh  Ténoncé  de  la  question 
ocmduit  k  un  nombre  d*éqnations  réellement  différentes,  plus 
grand  que  celui  des  inconnues  à  déterminer* 

Supposons,  pour  plus  de  généralité,  que  la  question  ren- 
ferme n  inconnues ,  et  donne  lieu  ii  m  &]uatîons  diflërentcs  9 
n  étant  ^  n.  Il /oui  d'abord  combiner  entré  elles  un  nombre  n 
det  iquaiionê  proposées,  pour  en  tirer  les  valeurs  des  n  incon^ 
nues;  substituer  ensuite  ces  valeurs  dans  &«  m  •—  n  équations 
nUanies,  ce  qui  donne  lieu  à  autant  de  relations  entre  les  don- 
nets;  et  ces  dernières  relations  doivent  être  vérifiées j  pour  que 
le  problème  soit  possible  j  tel  qu'il  a  été  énoncé.  Les  m  —  n 
rdations  ainsi  obtenues,  se  nomment  équations  de  condition. 

80.  Récapitulation  de  la  discussion  précédente.  Il  résulte  de 
cette  discussion,  i®.  qu'un  système  d'équations  du  premier  de- 
gré a  pareil  nombre  d'inconnues,  ne  peut  être  en  général  satis- 
fit que  d'une  seule  manière  (n*^  66)  ; 

a*.  Que  toute  valeur  positive ,  trouvée  pour  une  inconnue, 
répond  directement  aux  équations  du  problème,  sans  répondre 
toujours  k  Vénoncé  (n®  69)  ; 

3*.  Que  toute  valeur  négatii^  ne  répond  qu'indirectement 
à  Pénoncé  ou  aux  équations  qui  en  sont  la  traduction  algo- 
kifue,  mais  répond  toujours  aux  équations  considérées  dans 
an  sens  purement  algébrique  (n^*  5g  et  70); 

A 

4^  Que  toute  expression  de  la  forme  — ,  trouvée  pour  une  ou 

plusieurs  des  inconnues,  indique  une  incompatibilité  dans  \a 
système  d'équations  proposé,  du  moins,  en  nombres^nû^  pour 
toutes  les  inconnues  (n®*  71 ,  78  et  74)  ; 

5®.  Que  toute  expression  de  la  forme  -  indi(}iie,  soit  ime  in- 
détermination, soit  une  incompatibilité  (u^*  71,  78,  740!   7!»)  , 
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mais  que  la  valear  <f  une  inconnue  peut  se  réduire  à  - ,  par 

refifet  de  la  présence  d'un  facteur  commun  dans  les  deux  termes 
de  la  fraction^  ce  qu'il  faut  examiner  attentivement  (n*  72); 

G".  Que  si  tous  les  seconds  membres  du  système  d'équations 
proposé  sont  nuls ,  les  valeurs  deviennent  aussi  o  ;  que  si  ^  1 
cette  hypothèse ,  on  ajoute  celle  que  le  dénominateur  oommm 
des  râleurs  des  inconnues  soit  o ,  le  nombre  des  systèmes  de  va- 
leurs est  infini  ;  mais  que  ces  valeurs  sont  assujetties  k  avoir  entre 
elles  un  rapport  constant  (n**  78)  ; 

7°.  Que  y  lorsque  le  nombre  des  équations  est  plus  grand  que 
celui  des  inconnues  ,  le  problème  n'est  possible  qu'autant 
que  les  valeurs  des  inconnues  déterminées  par  un  nombre 
d'équations  égal  à  celui  des  inconnues  ^  satisfait  aux  autra 
équations  (n**  79). 

81.  Voici  les  énoncés  cfe  nouveaux  problèmes  susceptible 
de  discussion  y  ou  dont  la  résolution  présente  quelque  intérêt» 

Quinzième  problème.  Vn  banquier  a  deux  espèces  de  mon" 
naie;  il  faut  a  pièces  de  la  première  pour  faire  un  écu;  il 
faut  h  pièces  de  la  seconde  pour  faire  la  même  somme.  Quel" 
qu'un  vient  et  demande  c  pièces  pour  un  écu.  Combien  le 
banquier  lui  donnera't-il  de  pièces  de  chaqiu  espèce ^  pour  Im 
satisfaire  ? 

TrIp 1"  espèce,      ^ ,  '  ^    2*  espèce  ;        JTà   w 

Seizième  problème.  Trouver  les  deux  côtés  contigus  tFun 
rectangle j  en  supposant,  i®.  que  ces  deux  côtés  soient  entre 
eux  dans  un  rapport  donné  m  î  n  ;  2^  que^  si  l'on  altère  les 
côtés  de  ce  rectangle  (par  addition  ou  par  soustraction)  des 
quantités  données  a  ethj  la  surface  soit  altérée  de  la  quatt* 
tité  p.  _ 

/En  supposant  les  côtés  altérés  par  addition^  on  trouve \ 

j  m(p  —  ab)  n(p  —  ai)  j 

\^  *         na  +  mb   '     "^         na  +  mb  '  J 
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Dix- septième  problème.  On  demande  les  biena  de  troie  per- 
mnne»  A ,  B,  G  ^  sachant ^  i®.  que  la  somme  du  bien  de  A  et  de 
l  JbU  Uê  biens  de  B  et  C  est  égaie  d  p;  a^  qtée  la  somme  du 
bien  de  B  et  de  m  fiis  -les  biens  de  A  et  C  est  égale  d  q  ;  3^.  que 
la  somme  du  bien  de  C  et  de  n  fois  les  biens  de  A.  et  B  est 
igaleà  r. 

(Cette  question  est  susceptible  d'être  résolue  asiei  slmple- 
nent,  ea  introduisant  une  inconnue  auxiliaire  dans  le  cours 
iu  calcul^  cette  inconnue  est  la  somme  des  trois  biens.) 

Oix-bnitième  problème.  Troui^er  les  biens  de  6  personnes 
i,  By  Cy  D,  £,  F,  cPaprès  les  conditions  suivantes  :  i^  la 
9amme  des  biens  de  El  et  de  B  est  sl;  celle  des  biens  de  C  et 
Dssth,  la  somme  des  biens  de  £  st  F  est  c;  a^  le  bien  de  A 
vtuU  m  fois  le  bien  de  C;  le  bien  de  D  vaut  n  fois  le  bien  de 
E;  le  bien  de  F  vaut  p  fois  le  bien  de  Bl 

(Ce  problème  peut  être  résolu  par  le  moyen  d'une  seule 
éqoation  à  une  seule  inconnue.  ) 

Ces  difierens  énoncés  sont  extraits  de  V Algèbre  de  M.  Lhuil^ 
liiràe  Génère,  ouyrage  recommanc|abIe  par  le  cboix  des  ques- 
tions qu'il  propose  pour  exercices. 


CHAPITRE  III. 

Résolution  des  Problèmes  et  Équations  du  second 

degré. 

8a.  Introduction.  Lorsque  l'énoncé  d'un  problème  conduit 
à  une  équation  de  la  forme  ox*  =  b  y  dans  laquelle  l'incon- 
nue est  multipliée  par  elle  -  même,  l'équation  est  dite  du 
Wiond  degré j  et  les  principes  établis  dans  les  deux  cbapitres 
précédens  sont  insuŒsans  pour  sa  résolution^  mais  comme^  par 
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la  dÎTiston  de  ses  deux  memlbres  par  a,  elle  devient  x*  =  - ,  on    ' 

a'         - 

Toit  que  la  question  se  réduit  k  trouver  un  nombre  qui,  muiiè' 

pUê  par  lui-même j  peut  produire  le  nombre  exprime  peu' -'^  c*eil 

l'objet  de  l'extraction  de  la  racine  carrée. 

Nous  avons  exposé,  dans  notre  Arithmétique ,  avec  tons  lai 
détails  convenables  >  les  divers  procédés  de  l'extraction  de  h 
racine  carrée  des  nombres  particuliers,  soit  entiers,  soit  frac- 
tionnaires; nous  n'avons  donc  à  développer  ici  que  les  riigles 
relatives  à  l'extraction  de  la  racine  carrée  des  nombres  expii<^ 
mes  algébriquement. 

§  I.  Formation  du  carré  et  extraction  de  la  racine 
carrée  des  quantités  algébriques. 

83.  G>nsidérons  d'abord  le  cas  d'une  quantité  monôme;  et 
pour  découvrir  le  procédé,  voyons  comment  on  forme  le  carré 
d'un  monôme. 

On  a ,  d'après  les  règles  de  la  multiplication  des  monômes, 

(n«  l6),       ^Sa^b^cy  =  Sa'b\  X  Sa^b^c  =  zSa^b^c^  ; 

c'est'i^-dire  que,  pour  élever  un  monôme  au  carré,  il  £imt  éle^ 
ifer  son  coefficient  au  carrée  et  doubler  chacun  des  expoeans  des 
différentes  lettres»  Donc,  pour  revenir  d'un  monôme  carré  k  sa 
racine,  il  faut  i^  extraire  la  racine  carrée  du  coefficient,  d'a^ 
près  les  règles  exposées  en  Arithmétique;  7?,  prendre  la  moitié 
de  chacun  des  exposans. 

Ainsi  l'on  a     l/64a«M  =  Sa^i* -,     et  en  effet, 

(8a5fr»)H:=8a56»X8a56«=:fi4a8KDeméme  \/S^S^^7^ssaSab^c\ 
car  (a5aAV)*  =  625a«6V. 

11  résulte  de  la  règle  précédente,  que  pour  qu'un  monôme 
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aoîtle  cmrré  d'un  autre  monôme^  il  faut  que  son  coefficient 
9oii  Un  carré  parfait,  et  que  tous  us  expoaana  soient  pairs, 
Ainn  ^6aM  n'est  pas  un  carré  parfait,  parce  que  98  n'est  pas 
un  nombre  carré  parfait ,  et  que  a  est  affecté  d'un  ezpoéant 


Dans  ce  cas , on  fait  entrer  la  quantité  dans  les  calculs,  en  l'af- 
ièctantda  signe  V^  ,  et  on  l'écrit  ainsi  :  l/gSoA^  On  appelle 
ces  sortes  d'expressions,  des  monômes  irrationnels j  ou  simple- 
ment ^  des  radicaux  du  second  degré, 

84-  On  pent,  toutefois,  faire  subir  a  ces  expressions  quelques 
siin[difications  fondées  sur  le  principe  suivant  :  La  racine  carrée 
dm  produit  de  deux  ou  plusieurs  facteurs  est  égale  au  produit 
des  racines  carrées  de  ces  facteurs  j  ou  en  langage  algébrique, 
^ahcd. . .  .=  V^a.  ï/i.  V^c.  \/d 

Pour  démontrer  ce  principe,  obscrTons  que,  d'après  la  défini- 
tion de  U  racine  carrée  d'un  nombre,  on  a 

(V^ûôcûf.  ,..)*  =  ahcd. , , . 

D^nn  autre  côté , 

Donc,  puisque  les  carrésdeV^aAcû^...etdeV/û.  \/b.  \/c,  \/d,., 
sont  égaux,  ces  quantités  sont  elles-mêmes  égales. 

Cda  posé,  l'expression  ci-dessus,  l/gSaMjpcutse  mettre  sous 
la  forme  y/^^Xna—  i/49**  X  V^^â. 

Or,   t/49M  se  réduit  (n«  83),  à  7**;  donc, 

1/9805+  =  76'.  t/ââ. 
On  a  de  même, 

V/45a»AVrf  =  \/9a»6*c*  X  5W=  iabc.  \/Sbd, 
V/864â^c"=  v/i44a»6Vx66c=  i2ab^c^'  I/6Â?. 

En  général,  pour  simplifier  un  monôme  irrationnel,  mettez 

9 
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en  évidence  tous  les  fadeurs  carrés  parfaits  ^  et  extrayez-en  l 

racine  (n°  83)  ;  puis  ,  placez  le  produit  de  toutes  ces  racines  e 
'  apant  du  signe  radical ^  sous  lequel  vous  laissez  d*aiUiurs  U 
facteurs  non  carrés  parfaits. 

Dans  les  expressions  'jb^^tia,  3abc\/5bd,     i2aAV*ï/66c 

les  quantités  76%  3abc,  1  aa  AV*,  s'appellent  les  coejpciens  du  rc 

dical. 

85.  Jusqu'à  présent,  nous  n'avons  pas  eu  égard  au  tigr 
dont  le  monôme  peut  être  affecté.  Cependant^  puisque 9  dans  I 
résolution  des  questions  >  on  est  conduit  à  considérer  des  quai 
tités  monômes  précédées  du  signe  -f-  ou  du  signe  — ,  il  (ai 
SAToir  comment  opérer  sur  ces  sortes  de  quantités.  Or>le  cari 
d'un  monôme  étint  le  produit  de  ce  monôme  par  lui-même 
il  s^ensuit  (n*  62)  que,  qiul  qtu  soit  son  signe ^  le  carré  de  i 
monôme  est  positif  ;  ainsi ,  le  carré  de  -{-  Sa'^b^  ou  de  — Sa^'b 

D'où  l'on  peut  déjà  conclure  que ,  si  un  monôme  est  positif ,  s 
racine  carrée  peut  être  indifféremment  affectée  du  signe  '^oud 
signe  — ;  ainsi ,  l/g^r*  =:ii  3a*;  car  +  3a*  ou —  3a%  élevé  a 
cnrré ,  donne  également  -f*  9^*-  Le  double  signe  d::  doot  on  ai 
fi»ctc  la  racine,  s'énonce  plus  ou  moins. 

Si  le  monôme  propose  est  négatif,  Textraction  de  te  racin 
est  impossible ,  puisqu'on  vient  de  voir  que  le  carré  de  tout 
c|uantité  positive  ou  négative,  est  essentiellement  positif.  Ainsi 
V^ — 9,  V^ —  4^*j  V^ — 5,  sont  des  symboles  algébriques  qu 
présentent  des  opérations  impossibles.  On  les  désigne  sous  le  noc 
de  ^li^in/i^s  ou  plutôt  d'<':ry)re6-s/07t«  imaginaires;  ce  sont  de 
symboles  d*absurdité,  qu*on  rencontre  souvent  dans  la  résolutio; 
des  problèmes  du  sccon<l  degré. 

On  fait  toutefois,  par  ex lensîoiî ,  subir  à  ces  symboles  h 
niômcs  simplifications  qu'aux  expressions  irrationnelles  qui  o( 
frent  des  opérations  exéculables.  C'est  ainsi  que  V^ — grevien 

(n»  84)  à    y/py/^ ,  ou  3y  =7^  _ 

de  même,     i/— 4û*=  V'4«'- V^— «  =?.aV^— 1, 
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86.  Tàdions  maîntcnnnt  de  dccouTrir  une  loi  déformation 
povr  le  carré  d'un  pol jiiome  quelconque  j  de  laquelle  nous 
pQÎssîoDs  déduire  un  procédé  pour  Pextractton  de  la  racine 
carrée. 

On  a  déjà  tu  (n*  ig)  que  le  carré  d'un  binôme  a  +  6^  est  égal  - 

Soit  actueHement  à  former  le  carré  d'un  trinôme  a  -f-  6  -f-  c. 
Oéiignoos,  pour  le  momeu t,  a  -f  i  par  une  seule  lettre  s  ;  il  vient 

Or,  on  a 

f»=  (û  -H by  ~  a*  4" aaé  +  6»;  iucz=z2{a  +  b)c  =  2ac  +  nbc. 

Donc  (a+6  +  c)»  =  a'4.2a6+A»+aac  +  26c  +  c%-  c'est- 
à  dire  que  ^  carré  d'un  trinôme  se  compose  de  la  somme  des 
carrés  des  trois  ternies  et  des  doubles  produits  de  ces  ternies  mal- 
tipliés  deux  à  deux» 

Je  dis  que  cette  loi  de  composition  est  vraie  jx)ur  un  polynôme 
quelconque.  En  efiet,  supposons-la  vérifiée  pour  un  poljnome 
d'an  nombre  quelconque  de  termes,  et  voyons  si  elle  est  vraie 
pour  un  polynôme  renfermant  un  terme  de  plus. 

Afin  d'y  parvenir,  soit  a+64"^'-f-<£4-...-|-t-|-^>  "^  polynomç 
composé  de  m  +  1  termes ,  et  désignons  par  s  la  somme  des  m 
premiers  termes  ,a  +  ''  +  <^4-û^+--  +  *;  s  +  h  représente 
le  polynôme  propose,  et  l'on  a  {s  +  ky  =  «*  +  ^sk  +  ^*,  ou  , 
remettant  à  la  place  de  s  sa  valeur, 

{,^ky={a+b+c+d+...+iy+'i{a+b+c^d+...+C)k+k\ 

Or,  la  première  partie  de  cette  expression  se  compose,  par 
hypothèse ,  des  carrés  de  tous  les  termes  du  premier  polynôme 
et  des  doubles  produits  de  tous  ces  termes  deux  à  deux;  la 
seconde  partie  renferme  tous  les  doubles  produits  des  termes 
du  premier poljrnome  par  le  nouveau  terme  introduit  k ;  enfin, 
la  troisième  partiels/  l^  carré  de  ce  terme.  Donc ,  la  loi  de  com- 
position, énoncée  ci-dessus,  est  encore  vraie  paur  le  nouveau 

9- 
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polynôme.  Mais  elle  a  été  reconnue  vraie  pour  nn  trioomi 
donc ,  elle  a  lieu  pour  un  polynôme  de  quatre  termes  ;  étant Vra 
pour  quatre  j  elle  Fest  nécessairement  pour  cinqj  et  ainsi  < 
suite.  Donc  elle  est  générale. 

On  peut  énoncer  la  loi  d'une  autre  manière  :  Le  car 
d'un  polynôme  renferme  le  carré  du  premier  terme  ^  plus 
double  produit  du  premier  terme  par  le  second,  plus  le  can 
du  second;  plus  les  doubles  produits  de  cJiacun  des  deux  premiei 
termes  par  le  troisième  j  plus  le  carré  du  troisième;  plus  h 
doubles  produits  de  chacun  des  trois  premiers  termes  par  le  que 
trième^plus  le  carré  du  quatritinu ;  et  ainsi  de  suite.  Cet  énonce 
qui  est  évidemment  compris  dans  le  premier,  nous  conduîr 
plus  aisément  au  procédé  de  l'extraction  de  la  racine  carrée  d'ui 
polynôme. 

On  trouvera,  d'après  cette  loî^ 

ou  réduisant,      =9^* — i2a'i+28a*6* — i6a6'+i6M, 

(5a'i— 4aftc+65c!'— 3aV)»=25a^A*— 4oa5Z^«(?+76a«iV 
— 48aA*c34-36A*c^— 3oa4ic+24a3ic«— 36a*6c''+9a<c*. 

Passons  à  l'extraction  de  la  racine  carrée. 

87.  Désignons  parN  le  polynôme  dont  il  faut  obtenir  la  ra- 
cine, et  par  R  cette  racine,  que  nous  supposons  pour  le  moment 
déterminée;  concevons  en  oulre  que  ces  deux  polynomçs  soient 
ordonnés  par  rapport  à  l'une  des  lettres  qu'ils  renferment,  a  par 
exemple. 

Cela  posé ,  j'observe  d'abord  que  les  deux  premiers  termes 
de  N  (en  le  supposant  ordonné),  peuvent  donner  sur-le-champ 
le  premier  et  le  second  terme  de  R'>  en  effet,  il  résulte  évidem- 
ment de  la  loi  de  formation  du  carré  (n°  86),  i^  que  le  carré 
du  premier  terme  de  R  renferme  un  exposant  de  la  lettre  a  j 
plus  grand  que  dans  aucune  des  autres  parties  qui  entrent  dans 
la  composition  du  carré  de  R  *,  2®.  que  le  double  produit  du 
premier  terme'de  B^par  le  second j  renferme  aussi  un  exposant 
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plue  éUifé  qu€  dan»  Us  parties  sui^^anleé*  Amsi  ^  les  d^ux^par* 
lies  dont  nous  ycnons  de  parler,  n'ayant  pu  se  réduire  avec 
les  autres ,  sont  nécessairement  les  deux  termes  de  N  afiectés 
dtt  ploa  haot  exposant  de  a ,  et  de  l'exposant  im^nédiatcment 
inférieur.  D'o&  il  suit  que,  si  N  est  réellement  un  carré  parfait , 

,  i*.  son  premier  terme  doit  être  un  carré  parfait j  et  sa  racine, 
extraite  d'après  le  procédé  û&*  n*  83 ,  est  le  premier  terme  £/#  R  ; 
2"*.  ton  second  terme  doit  être  dipisibU  par  le  double  du  premier 
terme  ck  R  ;  et,  en  effectuant  cette  division j  on  a  pour  quotient 
le  second  terme  de  R. 

I  Afin  de  pouvoir  obtenir  les  termes  suîvans, yôrmons  le  carré 
du  binôme  déjà  trouvé,  et  retranchons-le  deîï;  le  reste,  que 
nous  désignons  par  ^',  renferme  encore  les  doubles  produits 
du  premier  terme  de  R  par  le  troisième,  du  second  terme  de 
Il  par  le  troisième,  plus  une  suite  d'autres  parties.  Mais  le 
double  produit  du  premier  terme  par  le  troisième  doit  renfer^ 
mer  a  avec  un  exposant  plus  grand  que  dans  les-parties  sui- 
vantes^ et  ne  peut,  par  conséquent,  avoir  clé  i;éduit  avec  ces 
parties.  Donc,  ce  double  produit  est  le  premier  terme  de  N  ; 
ainsi,  ce  premier  terme  doit  être  divisible  par  le  double  dupre^ 
niier  terme  de  R;  et,  si  l'on  effectue  cette  division j  le  quotient 
tst  le  troisième  terme  de  R. 

Pour  obtenir  de  nouveaux  termes,  il  faut  former  les  doubles 
produits  du  premier  terme  et  du  second  par  le  troisième j  plus 
le  carré  du  troisième,  puis  retrancher  tous  ces  produits  du 
reste  N';  ce  qui  donne  un  reste  N",  qui  renferme  encore  le 
double  produit  du  premier  terme  de  R  par  le^quatriènie  ,?!plus 
une  suite  d'autres  parties.  Mais  ou  prouvera ,  comme  précé- 
demment, que  le  premier  terme  de  ^''  est  nécessairement  le 
double  produit  du  premier  terme  de  K  par  le  quiitrième;  ainsi, 
en  divisant  le  premier  terme  de  N"  par  le  double  du  premier 
terme  de  "R,  on  a  peur  quotient  le  quatrième  terme  de  R  ;  et 
ainsi  de  suite. 

JV,  /?.  11  est  absolument  indispensable,  après  avoir[ obtenu 
les  deux  premiers  termes  de  la  racine,  de  retrancher  le  carré 
du  binôme  trouvé,  du  polynôme  Nj  car  ordinairement,  le 
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carré  du  second  terme  de  R  f enferme  a  avec  le  même  exposant 
qae  dans  le  double  produit  du  premier  terme  par  le  troi- 
sième; par  conséquent  y  il  a  dû  se  réduire  avec  ce  double  pro- 
duit. Ainsi ,  ce  n'est  qu'après  avoir  soustrait  ce  carré ,  du  poly- 
nôme N,  qu'on  peut  assurer  que  le  premier  terme  du  reste  est 
égal  au  double  produit  du  premier  terme  de  R  par  le  troisième. 
I^  même  remarque  s'applique  aux  trois ^  quatre.. . .  premiers 
termes  ti^ouvés.  • 

Nous  laissons  aux  jeunes  gens  le  soin  de  déduire  des  raison- 
nemens  préccdens  le  procédé  général  de  l'extraction  de  Ja 
racine  carrée  d'un  polynôme.  Il  leur  suffit ,  pour  cela  ^^c 
réunir  toutes  les  parties  qui  sont  en  caractère  italique.  Nous 
allons  d'ailleurs  en  faire  l'application  à  un  exemple  parti* 
culîer. 

Soit  proposé  d'extraire  la  racine  carrée  du  polynôme 


4ga*6*  —  24flft3  +  25û4  — .  3oa^b  +  \6b^ 


j    loa* 


1  "^  reste . . .       4oa*A*—  ^^ab^+  1 66  ^ 
—  4oa»i*+-  a4a63_  ,6Z>^ 

2*  reste. ...  o 

Après  avoir  ordonné  le  polynôme  par  rapport  à  a^  on  ex- 
trait la  racine  carrée  de  25a^,  ce  qui  donne  5a%  que  l'on  ctrit 
à  la  droite  du  polynôme;  puis  on  divise  le  second  tenmc 
—  3oa"^  par  ioa%  double  de  5a*  (  on  écrit  loa*  au-dessous 
de  5a');  le  quotient  est  —  3a6,  que  Ton  place  à  la  droite  do 
5a'.  Les  deux  premiers  termes  de  la  racine  sont  donc  5a' — 3aè. 
Carrant  ce  binume,  on  trouve  aSo*  —  3oa^6  -f-  ga'^',  qui, 
retranché  du  polynôme  proposé,  donne  un  reste  dont  4c  pre- 
mier terme  est  4oû'A*.  Divisant  ce  ])reinicr  terme  par  loa', 
double  de  5a',  on  obtient  pour  quotient,  +  4^*  >  ^^^^  '^  **^^' 
sième  terme  de  la  racine,  que  l'on  écrit  à  la  droite  des  deux 
premiers  termes.  Formant  le  double  produit  de  Sa"  —  3afr  ]kii 
46%  et  le  carré  de  4**;  on  trouve  4o«'6*  —  7.^ab^  +  \^b^j  ]xily. 
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nome  qui,  retranché  du  premier  resle>  donne  o  |iour  reste  liuaî. 
Ainsi  y  5a*  —  Zab  -f"  4^^  ^^^  ^^  racine  demandée. 

Les  ooanneiiçaas  peuvent  s'exercer  sur  les  carres  qui  ont  clé 
défcbppét  (n»  86). 

88.  Si  le  polynôme  proposé  renfermait  plusieurs  termes  af- 
fectés de  la  même  puissance  de  la  lettre  principale ,  il  faudrait 
disposer  le  polynôme  comme  il  a  été  dit  dans  la  division  (n**  29), 
et  appliquer  le  procédé  ci -dessus,  en  regardant  comme  une 
seule  et  même  pallie  ^  l(i  somme  algébrique  des  termes  aflectcs 
deJa  même  puissance ^  et  remplaçant,  dans  l'énoncé  de  ce  pro- 
cédé  y  les  moKs^  premier  term^  du  polynôme ,  jor^mi^r  terme  du. 
reste ,  premier  terme j  second  terme. ...  de  la  racine,  par  Ic^ 
eipressions:  première  partie  du  polynôme,  ou  partie  affectée 
de  la  plus  haute  puissance j  première  partie  du  reste,  1'%  2', 
3*. . .  .  partie  de  la  racine.  Au  surplus,  ces  sortes  d'exemples 
se  présentent  fort  rarement. 

89.  Nous  terminerons  par  les  remarques  suivantes  :  '• 
1".  Un  binôme  ne  peut  jamais  être  un  carré  parfait,  pui£^ 

(|u*on  sait  que  W'carré  du  polynôme  le  plus  simple,  c'est-à-dire 
d'un  binôme,  renferme  trois -parties  distinctes  qui  ne  peuvent 
éprouver  aucune  réduction  entre  elles.  Ainsi ,  l'expression  a^'-f-  b^ 
u'est  pas  un  carré  ;  il  lui  manque  le  terme  ±:  7.ab  pour  qu'elle 
soit  le  carré  de  a  di  &. 

2®.  Pour  qu'un  trinôme  ordonné  soit  un  carré  parfait ,  il  faut 
que  les  deux  termes  extrêmes  soient  des  carrés ,  et  que  celui 
du  milieu  soit  le  double  produit  des  racines  carrées  des  deux 
autres.  Alors,  la  racine  du  trinôme  peut  s'obtenir  immédia- 
tement :  Extrayez  les  racines  des  deux  termes  extrêmes^  et  af- 
fectez les  deux  racines  du  même  signe  ou  de  signes  coniraire^^ 
suii/ant  que  le  troisième  terme  est  positif  ou  négatif  Véri- 
fiez ensuite  si  le  double  produit  de  ces  deux  racines  donne  le 
troisième  terme  du  trinôme.  Ainsi ,  9^*^  —  4^"^'^'  4"  ^>4"'^*  ^ 
pour  racine  carrée,  V^ 9a'' — V^64û*^S  ecsl  à-dire,  3ri'*  —  Sr/A^  ; 
car  3a'  X'—  i6a6»  =  —  48rt*i'. 

4a*  +  1 -^'^  —  9'''  ne  [Xîut  être  uu  carré  pai  f.\il ,  f|iiii4{uc 


1 36  CALCUL 

et  95^  soient  les  carrés  de  aa  et  de  36,  et  que  i2ab  =  2a  X  Ci»  ; 
mais  —  gft*  n*est  pas  un  carré. 

3^.  Lorsque  y  dans  la  série  d'opérations  que  comporte  le  pro- 
cédé général,  le  premier  terme  de  l'un  des  restes  n'est  pas 
exactement  diyisiUe  par  le  double  du  premier  terme  de  la 
racine ,  on  peut  conclure  que  le  pol  jnome  proposé  n'est  pas  uu 
carré  parfait.  C'est  une  conséquence  évidente  des  raisonnemens 
que  nous  avons  faits  pour  parvenir  à  ce  procédé. 

'  4°*  Enfin ,  on  peut  appliquer  aux  racines  carrées  des  poly- 
nômes non  carrés  parfaits ^  les  simplifications  du  n®  84. 

Soit ,  par  exemple^  l'expression  ^c^b  +  4^***  +  4^» 
La  quantité  sous  le  radical  n'est  pas  un  carré  parfait;  mais  elle 
peut  se  mettre  sous  la  forme  ai  (a*  +  4^&  +  4**)'  ^^9 1®  ^*c- 
teur  entre  parenthèses  est  évidemment  le  carré  de  a  +  a6  ;  d'où 
Von  peut  conclure  (u®  84)  > 


,.  Vf^l>  +  4a*^*  4-  4^6^  =  (a  +  2  J)  \/ah. 

rgo.  Calcul  des  radicaux  du  second  degré.  L'extraction  de 
la  racine  carrée  donnant  naissance  à  de  uouTelles  expressions 
algébriques,  telles  que  v/^y  ^V^y  iV^i  connues  sous  le  nom 
de  quantités  irrationnelles  ou  radicaux  du  second  dêgré^  il  faut 
établir  des  règles  pour  effectuer  sur  ces  expressions  les  quatre 
opérations  fondamentales. 

Définition*  Deux  radicaux  du  second  degré  sont  dits<  sem" 
blables^  lorsque  la  quatttité  qui  est  sous  le  radical  est  la  même 
dans  les  deux  radicaux.  Ainsi,  Za^b  et  5c\/J,  9\/a  et  7 y/a 
sont  dits  des  radicaux  semblables., 

addition  et  soustraction.  Pour  ajouter  ou  soustraire  des  rar 
dicaux  semblables,  on  ajoute  ou  l'on  soustrait  les  deux  coeffi- 
ciensj  puis  on  affecte  la  somme  ou  la  différence j  du  radicale 
commun;  ainsi ,  l'on  a 

(îe  mcmc , 
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jV^âa+3V^=sioV/2a;  7V/ aa — 3v^2a=4V^^«« 

Deux  radicaus  pearent ,  au  premier  abord ,  pe  pat  être  sem^ 
Uable9}  et  le  derenîr  par  les  simplifications  du  n^  84* 
Par  exemple, 

l/|BaF4-i/^  =  4*  1/3^  +  56  »/3S  =  9*l/55, 
a|/45-3v/5  =  6v/5— 3i/5  =  3|/5. 

SI  les  radicaux  ne  sont  pas  semblables,  on  ne  fait  qu'indiquer 
kar  addition  on  soustraction.  Ainsi,  pour  ajouter .3^/6  à  5|/ay 
on  écrit  simplement,  5  |/a  4-  3 1/^. 

MuUiplication.  Pour  multiplier  deux  radicauxl'un  par  l'autre, 
on  wuêitiplie  les  deux  quantités  sous  le  signe  radical  j  l'une  par 
Vautre j  et  ton  affecte  le  produit^  du  signe  radical  commun. 
Ainsi  |/a  X  {/b=\/a  X  b  ;  c'est  le  principe  du  n®  84 ,  énoncé 
dans  un  ordre  inverse. 

S'il  y  a  des  ooeffîciens,  on  commence  par  les  multiplier  entre 
euxj  et  l^on  écrit  leur  produit  en  aidant  da  radical. 

Par  exemple,  Z^Saby:,  ^^iioaz:z\^\/\ooa''b-=,\^oa\/b\ 
aa  \/bc  X  3a  ^Tc  =  6a'  \/¥?  =  6a*ic  ; 
2aV/a»  +  i*X  — 3a  k^^^+7'=— 6a*(a»+4*). 

Division,  Pour  diviser  deux  radicaux  Fun  par  l'autre, c/h/^ 
«es  les  deux  quantités  sous  le  signe,  l'une  par  l'autre,  et  affec-' 

tes  le  quotient  j  du  signe  radical  commun;  ainsi  ^~  =  t /T* 

£n  effet ,  les  carrés  de  ces  deux  expressions  sont  égaux  à  la 

même  quantité  r  >  donc,  ces  deux  expressions  sont  égales.  S'il 

J  a  des  coeilicienS;  on  écrit  leur  quotient  comme  coefficient  du 
radical 

Par  exemple, 
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i2ac 


gi.  Il  existe  deux  iratisjbr ma  lions  d'un  us<ige  fréquent  clans 
Pcvaluation  numérique  des  radicaux. 

La  première  consiste  à  faire  passer  sous  le  radical  le  coeffi- 
cient de  ce  radical.  Soit ,  par  exemple^  l'expression  3â  V/56j  on 
observe  qu'elle  revient  à  \/ga*'X,  1^56,  ou  ^ gai^  .5b=zy^ ^Sa^b 
(en  apfdiquant  la  règle  de  la  mulliplication  de  deux  radicaux); 
ainsi,  pour  faire  passer  sous  lé  signe  d'un  radical  le  coeflicient 
de  ce  radical j  il  suffit  de  l'élever  au  carré. 

Voici  l'usage  principal  de  cette  transformation.  Que  Ton  ait 
à  évaluer,  à  u/ie  unité  près j  l'expression  6^13;  comme  i3  n'est 
pas  un  carré  parfait ,  on  ne  peut  obtenir  qu'une  valeur  appro- 
chée de  sa  racine.  Cette  racine  est  égale  à  3  plus  une  certaine 
fraction;  maïs,  en  la  multipliant  par  6,  on  a  i8,  plus  le  pro- 
duit de  la  fraction  par  6  ;  et  ce  résultat  total  peut  avoir  une  par- 
tie entière  plus  grande  que  i8.  Le  seul  moyen  de  déterminer 
exactement  cette  ^lartie  entière,  consiste  à  mettre  6^i  3  sous  la 
forme  V^6v73  ==  V/36"><T3=  1^468.  Or,  468  a  21  pour 
partie  entière  de  sa  racine  carrée;  donc  6v/i3;est  égal  à  21  plus 
une  fraction. 

On  trouvera  de  niéme  que  12^/7  =  3i  plus  une  fraction. 

La  seconde  transformation  a  pour  but  de  rendre  rationnels 

les  dénominateurs  d'expressions  telles  nue — ; — r-,  t\ 

p+V'i  p—Vq 

a  y  p  étant  des  nombres  entiers  quelconques,  ainsi  que  ^,  qui 
«st  d'ailleurs  sup|>osé  non  carré  parfait.  On  parvient  souvent  à 
ces  sortes  d'expressions  dans  la  résolution  des  ]»roblèracs  du 
second  degré. 

Or  on  remplit  ce  but,  en  multipliant  les  deux  termes  de 
la  fraction  par  p  —  j/r/ ,  si  le  dénominateur  est  p  +  ^q  ,  et  par 
p+V^i  si   le  dénominateur   est/)  —  \/q.   En   elfet,  on 
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par  œlle  multiplication ,  et  en  se  rappelant  (n®  5)  que  la  somme 
^  lie  deux  quantités,  multipliée  par  leurs  différence,  donne  pour 
produit  bi  diiRrence  de^ carrés,  on  a,  dia-je. 


P+V9      (P+\/i)(j>-V9)         P"-9  P'-9 

eEprèsiiDos  dont  le  dénominateur  est  rationnel. 
Fod^  jottoer  nue  -idée  delPutilité  de  cette  tninsformation , 
que  Pon  ait  à  évaluer  approximativement  t'eiprea-- 


non^^    lA,  Elle  revient  à  <      _I — ,  pu  bien, i        • 

Or  7^5  est  U  même  chose  que  t/^gx3,  ou  l/a4^y  quan- 

•  tité  dont  la  valeur  e»t  i5,  a  une  unité  prèf.  Ainsi  l'on  a 

n            21  +  i5  + une  fraction       36  ,  r      .• 

j-X_:=: L— . =  —  =  9,  a  une  fraction 

prêt,  marquée  par  7,  c'est-à-dire  à  un  quart  près, 
4 
Si  Von  voulait  avoir  une  valeur  plus  exacte  de  cette  exprca- 

ùon,  il  suffirait  de  calculer  |/245  avec  wi  certain  degré  cfap^ 
ptufimation,  d'ajouter  a  i  à  la  racine  obtenue  j  puis  de  dipiser 
la  gommé  par  4»  ou  d'en  prendre  le  quart. 

Prenons,  pour  second  exemple ,  l'expression     .      li-tTI^  ^' 

proposons-nous  de  Févaluer  à  o ,  01  près. 

A.  7V^S  ._7\/5(t/ii— v/3)_y\/5S  — 7t/i5, 
^*  i/ii  +  V/1 -^ TT^Ts g     ~' 

or,     7l/55=l/553<49=  V/*^  =  5i>9i  à  0,01  près, 


71/15=1/15x49=1^735   =27,11. 


.    .         91/5  51,01—27,11       24,80       ^ 

oa  a  donc  3 ,  to  pour  le  résultat  demandé;  ce  résultat  est  même 
exact,  à  X —  près,  comme  il  est  dise  de  le  voir.  , 
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On  trouverait,  par  un  procédé  analogue^ 

N.  B.  On  pourrait  bien  calculer  ces  sortes  d'expressions ,  ea 
évaluant  approximativement  chacun  des  radicaux  qui  entrent 
tant  au  numérateur  .qu'au  dénominateur.  Mais  comme  on  n'au* 
rait  pas  une  valeur  exacte  du  dénominateur,  on  ne  se  formerait 
pas  une  idée  bien  précise  du  d^ré  d'approximation  qu'on 
aurait  obtenu  ;  tandis  que ,  par  le  moyen  qui  vient  d'être  indi- 
qué ,  le  dénominateur  est  rendu  rationnel ,  et  l'on  sait  toujours 
à  quoi  s'en  tenir  sur  le  de^ré  d'approximation. 

Les  principes  de  l'extraction  de  la  racine  carrée  des  nombres 
particuliers  et  des  quantités  algébriques  étant  établis ,  nona  pou- 
vons passer  à  la  résolution  des  problèmes  du  second  degré. 

§  IL  Résolution  des  Équations  du  second  degré. 

9a.  On  distingue  deux  espèces  d'équations  du  second  degré, 
les  équations  à  deux  termes  ou  incomplètes ^  et  les  équations  à 
trois  termes  ou  complètes. 

Les  premières  sont  celles  qui  ne  renferment  que  des  termes 
affectés  du  carré  de  l'inconnue,  e;t  des  termes  tout  connus^  telles 
sont  les  équations 

On  les  appelle  à  deux  termes ,  parce  qu'au  moyen  des  deux 
transformations  générales  {  n®'  ùfi  et  44  )>  ^"  P®"*  toujours  les 
ramener  à  la  forme  ax^  =  h.  En  effet,  considérons  la  troisième 
équation,  qui  est  la  plus  compliquée,  on  a  d'abord,  en  chassant 
les  dénominateurs,  8j?* — 72+iox'=7  —  24^+299?  ^"» 
transposant  et  réduisant , 

42X--3C378. 

Les  équations  à  trois  termes  ou  complètes,  sont  celles  qui. 
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outrele  carré  de  Pmconnue,  renferment  la  première  puissance 
e  celte  inconnue.  Telles  sont  les  équations 

^1  dhipem^ent  tonjoors  être  ramenées  ii  la  forme  <b:*«f- bxsszc^ 

**■  n  moyen  des  deux  transformations  déjà  citées. 

Équi^on  à  deux  termes.  La  résolution  de  l'équation  ajc^^sA 

Ci  •  if 

n'oBire  «ucnne  difficulté4  On  en  déduit  d'abord  a;*=  - .  d'oIi . . . 

a 

/* 

Si  -  est  on  nombre  particulier  entier  ou  fractionnairei  on 


ponm  en  obtenir  la  racine  carréei  soit  exactement  i  soit  par 

approximation.  Si  -  est  algébrique,  on  lui  appliquera  les  prin- 

dpet  établis  poor  Ic^  quantités  algébriques. 
Obsenrooi  néanmoins  que»  comme  le  carré  âe+m  ou  de- 


est  également  +m*,  de  même,  (^t/^j  donne  égdonent 

pour  résultai  i-.  Ainsi  l'équation  est  réellement  susceptible  de 

denxsolntion8,saToir^x  =  -f'  t/-,et  x  =  —  %/-.  En  effet, 
sobslitaons  cbacune  de  ces  yaleurs  dans  l'équation  ax*=&; 
il  Tient    *»Xr+\/-J  =^f  ou  rtX-  =  ft,  ou  6^=6, 

et  **^C""\/ ")  ^^*»  ^^  a'X-ssibf  ou  i  =  6. 

Soit,  pour  premier  exemple,  l'équation   ,  , 

4x»— 7=3x»+9;  , 
On  troute  d'abord  par  la  transposition ,    . 

ar«;=i6;    d'oi    x  =  d:|/i6=±:4. 
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Ppenons  poor  second  exemple,  l'équation 

3  la  24  24 

on  a  déjà  reconnu    (u^   92)   que  celte  équation  se  réduit  à 
42x"=:378,  d'où,  en  divisant  par  4^,  a:'s=~-  =  g;  donc 

Soit  enfin  l'équation  3x*  =  5  ;  on  en  tire 

Comme  i5  n'est  |)as  un  carré  parfait ,  on  ne  pent  déterminer 
ces  deux  valeurs  de  x  que  par  approximation. 

93.  Equation  complète  du  second  degré.  Pour  résoudre  l'éqiue 
tion  générale  ajc'-f*  frx=c»  commençons  par  diviser  ses  deux 
membres  par  le  coeilicient  de  x*  ;  il  vient 

,  .  ,h  c 

en  faisant  pour  plus  de  simplicité  -  =/) ,  -  =  ^• 

Cela  poséi  remarquons  que ,  si  l'on  pouvait  ramener  le  pre- 
mier membre  x^^^-px  au  carré  d'un  binôme,  une  simple  extrac- 
tion de  racine  carrée  réduirait  l'équatîon  à  une  équation  du 
premier  degré.  Or,  en  comparant  ce  premier  membre  au  carre 
du  binôme  x+a,  c'est-h-dirc,  a  x*+2ax  +  a*,  on  voit 
que  x*+/?x  se  com|>6se  du  carré  d'un  premier  terme  x,  plus 
du  double  produit  de  ce  premier  terme  x  par  un  second,  qui 

est  alors  -  (car  on  a  px=2.  -  .  x)^  d'où  il  suit  que,  si  l'on 

ajoute  à  x*-f-/)x  le  carré  de  -,  ou  y,  le  premier  membre 

2         4 

de  l'équation  deviendra  le  carré  de  x  -|- -  ;  mais  pour  ne  pas 

troubler  l'égalité,  il  faut  aussi  ajouter  ~  au  second  membre. 

4 
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Il  fient,  par  ccHc  translbniiatioii ,  x*  4-/ix  +  V cs^  -+•  q , 

d'où  eitragnnt  b  racine  carrée ,      jc  -f-  ^  =:  ±: .  l/ V  +  ;• 

(On  met  ici  le  double  signe  dr,  par  la  raison  que  le  carré  de 
+  ^  j  +  j  ou  de  —  y  ^  +  y,  est  également  ^•+  ^r). 
Tirant  enfin  la  taleur  de  x,  on  obtient 

Voji  néaulle  cette  rigle  génémie ,  pour  réiondra  n«e  jSquatbn 
complète  du  aeoond  degré:  j^près  apoir  mmêni  féqiuUion  à  la 
formt  i*  +  pz  =  4i  ajoutez  aux  tUu»  membres  U  carré  de  la 
miiiédu eoeffieieni dé  n  ou  du  e^ondtenhe;  exintyez  la  racine 
carrée  des  deux  membres  ^  en  ayant  soin  d'affecter  la.  racine  du 
steond  membre^  du  double  signe  rb  /  Urez  enfin  lu  valeur  de  x 
de  cette  nouvelle  équation* 

La  double  râleur  de  x,  à  laquelle  on  parvient  par  œ  mejen, 
peut  s^cnoncer  ainsi ,  en  langage  ordinaire  :  la  moitié  du  coeffi- 
cient de  X  ^pris  en  signe  contraire^ plus  ou  moins  la  racine  car^ 
rie  du  terme  tout  connu  ,  augmenté  du  carré  de  la  moitié  du 
coefficient  de  x. 

94*  Soit,  pour  premier  exemple,  l'équation 

5    ,       i  3      o      a  .  .   ^73 

On  trouve  d'abord ,  en  chassant  les  dénominateurs, 

lox*  — 6x  +  9  =  96  —  8x—  i2r*-f-a73, 

ou,  transposant  et  réduisant, 

22X*  +  2x:=  36o , 

ou  bien  enfin,  divisant  les  deux  membres ,^r  22, 

,  .    2  36o 

x*H X  = — . 

22  22 
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Ajoutons  mainlenant  aux  deux  membres,  ( — J  ;  Féquation  de-  . 

2  / 1  \*      36o       /  I  \* 

Tient  x'+—x+  ^— j  =  —  +  [^)  ;  d'où,  extrayant  la 

ine  carrée j  x4-  —  =  it  \/— r  +  f — )  • 

'22  V     22      >    \22/ 


racine 


Donc  enfin,    a:  s=  —  —  ±:  1/ f- (  —  )  , 

'  22  V     22      •    \22/ 

résultat  conforme  à  l'énoncé  donné  ci-dessus  pour  la  double 
valeur  de  x. 

Il  reste  maintenant  à  effectuer  les  calculs  numérIqueSé  D'a- 
bord, il  faut  réduire 4"( — )  9  ^  ^^  seul  nombre  qui  ait 

22  \22/ 

(22)*  pour  dénominateur  commun. 

^  36o       /iV      360X22  +  1       7921 

Or ,  on  a h  (  —  )  = ; — --î —  s  /^  ; 

22        \22/  (22)*  (22/ 

extrayant  la  racine  carrée  de  792 1 ,  on  trouve  8g  pour  racine 

exacte;  ainsi,        %/ +  (  —  j  =-S,. 

V    22    '   \22/        22 

Donc  enfin,        x  = ±— . 

22       22 

Séparons  chacune  des  râleurs;  il  rient 

I    ,   89  88       . 

22      22  22      ^ 

^_._J__89__go__45 
22      22  22  II' 

Ainsi ,  des  deux  râleurs  propres  à  satisfaire  à  l'équation  pro« 
posée ,  Tune  est  un  nombre  entier  absolu ,  et  l'autre  un  nombre 
fractionnaire  négatil* 

Soit,  pour  second  exemple, l'équation 

6x*— 370?=  — 57. 


ïtBB  iqvjLTims  uu  ucono  deor£.  i45 

•     » .  .37  57 

<]aireTient  a  x*  —  -^  x  =  —  -jf-. 

Si  l'oa  ajoote  aax  deux  membres  le  carré  de   —,  ou  (—'■)  > 
avientx*— •^x+(^)=!— ^  +(y^J;  d'où,  extrayint 

U  racine  carrée,  *~  ^  =  ±y/—  §  +  (f^J • 
Doncenfio,  .=  ?2  :^  ^r|;:(^. 

Pôorréduîrcf  —  J  '^'^  ^  ""  *^"ï  nombre,  obseryons  que 

(ia)»=iaXia=6xa4i  a»nsî ,  il  suffit  de  multiplier  67  par 
24,  puis  3^  par  lui-même,  et  de  diviser  la  différence  du  second 
produit  au  premier,  par  (  1  a)^ 

Or,  37x37=1369;     57X24=1368; 

donc  (h'j^^^J-^ 

expression  dont  la  racine  carrée  est  — . 

37^  I  ,.      I         12^  la      12       6 

Donc,x=^±:-,oabien<         3^        i  _36_  - 
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Cet  eiemple  est  remarquable ,  en  ce  que  chacune  des  deux 
Yaleurs  est  positive ,  et  répond  directemeat  à  l'énoncé  de  la 
question ,  dont  l'équation  proposée  peut  être  considérée  comme 
U  traduction  algébrique. 

Soit  maintenant  l'équation  littérale 

4^*""  ^^  +  2ax=i8afc— iSi*; 
on  a  d'abord,  en  transposant,  changeant  les  signes,  puis  di- 
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visant  par  2,      x»— ar=aa» — goA+g^*;  d'oà 

complétant  le  carré,    x* — ax+  -7-=  ^7 90*  +  9**; 

extrayant  la  racine,        x=  ^  drl/ 5_ gab  +  Qb*. 

Or ,  ^j-  —  gai  +  96*,  a  évidemment  pour  racine ,  —  —  3b} 

'  2        \a  /  l   x= —  a+3A.    ; 

Ces  deux  valeurs  seront  positives  à  la  fois,  si  l'on  a  aa^  3hj 
mais  36^  a ,  c'est-à-dire  si  la  valeur  numérique  de  &  est  plus 

grande  que  ^,mais  plus  petite  que  ^. 

Nous  proposerons  pour  exercices  les  équations 


a:*— 707  +  10  =  0. ..  valeurs  I       >, 

4--^*+2x— I  x''===45---3x»+4a:|  ^~_^'^  ^  ^ 


m*x* 
a*  +  ô'  —  atx4-  x'  =  — ^ donne 

gS.  On  peut  résoudre  l'équation  ax'^  +  bx=c,  sans  faire 
disparaître  le  coefficient  de  x";  mais  les  transformations  sont 
plus  compliquées. 
'  '  Le  terme  ax*  peut  être  mis  sous  la  forme  (x{/ay,  et  le 

terme  fcJr  sous  celle-ci  :2x|/aX — :-  ;  d'où  il  suit  que  ax*-4-bx 

forme  les  deux  premiers  termes  du  carré  de  xl/a^ : 

^  av/a' 

ainsi,  en  ajoutant  aux  deux  membres f — --  )  ou  -?-,  on  ren- 

\2V/a/         4a' 

dra  le  premier  membre  un  carré  parfait. 
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Effectuons  cette  transformation  ;  Féqualion  dericnt 
aai'+bx-l.  ^=0+-^; 

extra jant  la  racine ,    ari/a  -J =:  ±  i/  e  +  —  ; 

transposant,  *l/«=--^^  v/^  +  ^. 

BÎTisant  les  deux  membres  par  ^  a ,  et  observant 
b  b  b 


a-,  que  V/^  +  4^  :    »^^=  Vâ+  K  ("^9")' 

b  le  F 

on  obtient  enfin  x= dil/-  +  7—- , 

2a        Va       4^* 


4^ 

—  b±\/^ac  +  b'^ 

ou  bien  encore  •  a:  = ^ , 

?.a 

résultat  auquel  on  parvient  plus  aisément;  en  mettant  Péqua- 

tîon  sons  la  forme  x*  +  -  x  =  - . 
a  a 

g6.  Appliquons  les  principes  précédens  à  la  résolution  de 
quelques  problèmes. 

Premier  problème.  Trouver  un  nombre  telj  que  le  double 
de  son  carré,  augmenté  du  triple  de  ce  nombre j  donne  pour 
somme  65. 

Soit  X  le  nombre  inconnu  ^  on  a  pour  Téquation  du  pro'* 
blême , 

2a:*  +  3x=65, 


j»  3_  3  .       /65    ,    9  3  .23 

,  3  .   23      ^     ^  3      23  i3 

donc     a:  =  —  ---f- -^=5  ;  etT  =  — --^-j-'=' — i"- 
.44  44  2 

10.. 
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La  première  valeur  satisfait  à  la  question ,  daus  le  sen$  de 
son  énoncé.  En  effet , 

7.X{5)*  +  3x5=aX25  +  i5=65: 

Pour  interpréter  la  seconde,  observons  d'abord  que,  si  I'od 
remplace  x  par — x,  dans  l'équation  2x*  +  3j;  =  65,  îl  n'j 
a  que  le  coefficient  de  Sx  qui  cbange désigne ,  car  ( — x)*=x*. 

3  23 

Ainsi ,  au  lieu  d'obtenir  x  =  —  -7  ±:  -7- ,  on  trouvera 

4  4 

X  =-7 d: -7-,  ou  07  =  —  et   x= — 5,   valeurs   qui'ne  dif- 

4        4  2       ■  ...  I 

feront  des  précédentes  que  par  le  signe.  Ainsi ,  Ton  peut  dire  I 

que  la  solution  négative, ,  considérée    indépendamrpeni 

de  son  signe,  satisfait  au  nouvel  énoncé:  Troui'er  un  nombre 
telj  que  le  double  de  son  carrée  diminué  du  triple  de  ce  même 
nombre  j  donne  pour  différence  ^  65.  En  effet,  ou  a 
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65. 


Second  problème.  Une  personne  a  acheté  un  certain  nombre 
d'aunes  de  drap  pour  2,^0 fr,  Sij  apec  la  nUme  somme^  elle 
aidait  eu  3  aunes  de  moins  du  mJme  drap ,  l^autie  lui  aurait 
coûté  4  fr*.  de  plus.  On  demande  le  nombre  d'aunes  aclteté. 

Soit  X  le  nombre  d'aunes  acheté;  --^  exprime  alors  le  prix 

d'une  aune.  Si,  pour  240  fr. ,  elle  avait   3  aunes  de  moins, 
c'esl-à-diiT,  x — 3  aunes,  le  prix  de  l'aune  serait,  dans  cette 

liypollicse,  représenté  par   — -^-.   Mais,  d'après  l'énoncé,  ce 

dernier  prix  surpasse  le  premier  de  4  ;  on  a  donc  l'équation 

2^0         240 


tt*^ 
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d'où  PoD  tire ,  en  réduisant ,  x*  —  3x  s=  i8o  ^ 


^=hv/f+'»«=i^^ 


donc  j;=i5    el     x  =  —  la. 

i  w 

La  valeur  x=i5  satisfait  à  l'énoncé;  car  i5  aunes  pour 
240  fr.^  donnent  -^-  ou  16  fr.,  pour  le  prix  de  Taunc;  et  12 

aunes  pour  240  fr. ,  donnent  pour  le  prix  de  l'aune  20  fr. , 

nombre  qui  surpasse  16  de  4- 
■      Quant  à  la  seconde  solution  ^  on  peut  former  un  nouvel  énonce 
Kanquel  elle  convienne.  En  eflet,  remontons  à  l'équation ,  et  clian- 
l%Bous  a:  en  —  x;  il  vient 

a4o  240       ,  , .  240        240        , 

^équation  qui  peut  être  re^^urdcr  comme  la  traduction  algé- 
brique de  ce  problème  :  Une  personne  a  acheté  un  certain 
nombre  d'aunes  de  drap  pour  240  fr»;  si  elle  avait  payé  ki 
même  somme  pour  3  aunes  de  plus,  faune  lui  aurait  coûté 
4  fr.  de  moins.  On  difmahde  le  nomhi-e  d'aunes  acheté?  En 
résolvant  l'équation  de  ce  nouveau  i)r|jl)lèine ,  on  trouverait 
évidemment  xis:  12,  j:  =  — i5;  e*l*^^quation  réduite  de- 
viendrait x^  +  3x  =  160^  au  lieu  de  x*  —  Sx  .=  180. 
N,  B.  Les  deux  probicmcs  précédent  offrent  une  nouvelle 

Icoufirmation  du  principe  établi  n**  5y  pour  les  problèmes 
(ïu  premier  de|4;ré;  el  nous  en  douterons  (  n"  9g)  une  dé- 
monstration complète  pour  toutes  les.  équations  du  second 
I    degré.  ^ 

Troisième  problème.    Ln   négociant  escompte  deux   billets^ 
i     îiui  de  87'y6y>-.j  payable  dans  <)   mois ,  l'autre  de  -j^BS  fr,  ^ 
payable  dans  8  mois  ;  il  paie  pour  le  preniii^r^,  de  plus  que  pour 
le  second^  12.00  fr.  On  demande  le  taux  d'intènlt  dUiprts  ^. 
I     ^piA  il  a  dû  esLompter? 


\ 
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Solution.  Pour  rendre  les  calculs  plus  simples^  désigne 
par  X  l'intérêt  de  loo  fr.  pour  un  mois,  ou  par  lar  l'intéi 
pour  un  an;  9'r  et  8x  sont  les  intérêts  pour  9  mois  et  8  moi 
donc  y  100  +  gr  et  100  +  Sx  représentent  ce  que  doit  devei 
le  capital  100  fr.  au  bout  de  9  mois  et  de  8  mois.  Ainsi ,  pc 
déterminer  les  valeurs  actuelles  des  deux  billets  de  8776  : 
et  7488  fr. ,  il  faut  établir  les  proportions 

.00  +  9r  :  ,00  ::  8776  :  ^^^^. 
100 +  8x  :  100  ::  7488  :  ^^5?^; 

'^  100 +  ox' 

et  les  quatrièmes  termes  de  ces  proportions  expriment  ce  < 

le  négociant  a  payé  pour  chacun  des  billets.  Donc,  en  Te 

j    iw         ,  P'       *•         877600  748800 

de  renoncé,  on  a  lequation  — — ^-^ s—  =  ia< 

^  100  4- 9X        100 -{-  OJC 

ou ,  observant  que  les  deux  membres  sont  divisibles  par  4o< 


2194  1872 


=  3. 


100  +  90:       ioo  +  8x 
Chassant  les  dénominateurs  et  réduisant ,  on  trouve 
2i&r'  +  ^3^x  =  2200  ; 


216        V    216  ^  (216)»» 
Réduisant  les  deux  termes  sous  le  radical  au  même  dénomi 

'  210 


w  ,.    .                            —  2i98dn/53o64o4 
ou ,  multipliant  par  12,      1 2 x  = ^ 

Pour  obtenir  la  valeur  de  12a;  à  0,01  près,  il  suÛit  d'extr 
la  racine  carrée  de  53o64o4  à  o ,  i  près,  puisqu'elle  doit  être 
suite  divisée  par  18. 
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Cette  racine  est  23o3,5; 

,                                    —  2i98:t:23o3,5 
donc  lax  = 2 — _ »—  ^ 

lO 

par  conséquent,  lar  =  — ~  =  5,86, 

et  lax  =  Q    —  =  —  a5o ,  08. 
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La  Taleur  positive,  i2r  =  5,86,  représente  donc  le  taux 
d'intérêt  cherché. 

Quant  à  la  solution  négative  »  elle  ne  peut  être  regardée  que 
comme  liée  à  la  première,  par  u^c  même  équation  du  second 
degré.  En  remontant  à  l'équation ,  et  changeant  x  en  —  x ,  on 
traduirait  difficilement  la  nouvelle  équation  dans  un  énoncé 
aDalc^e  à  celui  du  prohicme  proposé. 

Quatrième  problème.  Un  homme  acJiète  un  cheval qu*il  vend 
au  bout  de  quelque  temps  pour  2^  louis.  A  cette  vente j  il  perd 
autant  pour  100,  du  prix  de  son  achats  que  le  chei^al  lui  açaît 
coûté.  On  demande  le  prix  de  l'achat  ? 

Solution.  Soit  x  le  nombre  de  louis  que  le  cheval  lui  a  coûté, 
X — 24  est  '^ne  première  expression  de  la  perte  qu'il  a  fâfite.  Mais 
puisque ,  d'après  l'énoncé ,  il  perd  autant  de*louis  sur  100  qu'il  j 

X 

a  d'unités  dans  x,  sur  i  louis,  il  perd ,  et  sur  x  louis,  il  perd 

X* 

— .  On  a  donc  l'équation 

100  ^  .  ^. 

=:X  — 24, 

100 

d'où  x^  —  I  oox  =  —  2400 , 


et  X  =  5o  zh^/aSco  —  2400  =  5o  it  10. 

Donc  X  =  60     et     x  =  4o. 

Ces  deux  valeurs  satisfont  é<^alement  à  la  question. 
En  effet ,  supposons  d'abord  que  60  soit  le  prix  de  l'achat  ; 
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comme  ^4  est  le  prix  de  la  vente ,  36  est  la  prrlc  qiiu  rh[ttamc< 

éprouve.  D'un  autre  côté,  il  doit,  en  verlu  de  i*éiH»U!i-*,  jiertir« 

60  pour  100  de  60,  cPesl-â*dire  les de  60,  ou  — — — ,  timn- 

'  loo  lOO 

bre  c|uL  ïîG  réduit  à  36  j  ainsi,  60  satisfait  h  renoncé. 

Soit  mainlennnt  ^o  le  prix  de  râcliat,  16  est  la  perle  qu'A 

éprouve^  dviilleurs |  il  doit  perdre  J^o  pour  100   dfi  /[o,  m 

âù  X  — -  ,  norahrc  qui  8e  rédttit  k  16;  alusî,  4»  verifuï  m^- 

c^ni  l*é nonce. 


UUctiaiion  génimle  dk  l^dquaiwn  du  tf^ûtmd  dâgrêm 

Jusqu'à  présent I  nous  n'afons  résolu  que  des  problèin^jf  dd 
âicund  ilei^i-ê  »  dont  les  dûiinées   étâieal  exprimées  par  iui 

Tunnlïvv^  particuliers,  M*iLs  pour  mettre  en  état  de  réMimlft^ 
tles   prablèines  i;tnéraux.,  cl  d'interpréter   tous  Jef  resuttats 


iS3 


Quelle  que  soit  la  valeur  du  nODibre  exprimé  par  q  +  y*  ^^ 
peut  toujovr»  désigner  8%  racine  carrte  par  m,  et  alors  Péquatîon 


flericDl 


wbieHi 


('+f) 


ïY_„.= 


Ui»  ==  O  ; 


aiais  le  premier  membre  de  cette  équation  étant  la  différence 
^e  deax  carres,  peut  (n°  ig)  se  mettre  £ous  la  Ibrme 

œi|iii  donne  la  tiouTelle  équation 

fx+^^mj    ^a:  +  |  +  /îij  =  o (2), 

I  équation  dont  le  premier  membre  est  le  produit  de  deux  fac- 

I  teurs ,  et  le  second  membre  est  o.  Or,  on  peut  rendre  ce  produit 

j  ^al  à  o  9  et  par  coaséquent  satisfaire  à  Téquation  (is) ,  de  deux 

;  manières  différentes  ; 


P'^  — 


_      P, 


Soit  en  posant  .r  +  -  —  m  =  o,  d*oii   j:  = h''*» 

Soit  eu  posant  x  +  -  +  /»==  o ,   d'où  x  = m  , 

2  2 


1     ou  bien,  remplaçant  m  par  s;i  valeur, 
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n  est  d'ailleurs  visible  que  l'on  ne  peut  rendre  nnl  le  premier 
membre  de  l'équation  (2)  ,  qu'en  y  mettant  pour  x  un  nombre 
qui  auéantisse  l'un  des  deux  facteurs  dont  il  se  compose. 

Donc^  comme  l'équation  (2)  est  une  conséquence  de  l'équa- 
tion (1)9  et  réciproquement  9  toute  équation  du  second  degré 
admet  deux  valeurs  pour  l'inconnue j  et  ne  peut  en  avoir  da^ 
ifantage. 

Cette  méthode  de  résolution ,  qui  peut-être  est  un  peu  plus 
longue  que  la  première ,  a  sur  celle-ci  l'avantage  de  mieux  faire 
ressortir  l'existence  de  deux  valeurs ,  et  de  faire  voir  qu'il  ne 
peut  y  en  avoir  que  deux. 

98.  Ces  valeurs  jouissent  de  quelques  propriétés  remarquables. 

Premièrement^  puisque  l'équation 

x^ '■\- px  =:  q  y     ou     x*+/>x  — y  =  o, 
peut^  par  une  suite  de  transformations,  être  ramenée  à  la  forme 
Tx-f-^  —  mj  rx+-  +  /»J=ro,  métantégalà  I/s'+^j 

il  s^ ensuit  que  le  premier  membre j  x*  +  px  —  q,  û^  toute  êqua* 
tion  du  second  degré,  dont  le  second  est  o,  se  compose  duprO" 
duit  de  deux  facteurs  binômes  du  premier  degré  en  x ,  ayant 
pour  terme  commun  x ,  et  pour  seconds  termes j  les  deux  valeurs 
de  X  prises  en  signes  contraires. 

Cette  propriété,  d'après  laquelle  on  retrouve  aisément  l'équa- 
tion, dès  que  l'on  connaît  les  valeurs  de  l'inconnue,  a  fait  don- 
ner à  c^s  valeurs ,  le  nom  de  racines  de  l'équation. 

Ainsi,  soit  l'équation  a:*-f-3x  —  28=0,  qui,  étant  résolue, 
donne  a;  =  49  xz=z  —  ^j 

le  premier  membre  résulte  du  produit     (x  —  4)  (-^  +  7)  î 
en  effet,  il  vient     x*  —  4^+  1^  —  28  =  x*+  3x  —  28. 

JSn  second  lieu,  si  l'on  désigne  par  x'  et  x"  les  deux  racines, 
on-a ,  d'après  la  propriété  précédente , 

X*  +/?x  —  <y  =  (x  —  x')  (x  —  x") , 

ou,  effectuant  les  calculs, 

X*  -f-px  +  ^  =  X*—  (x  4-  x")  X  +  xV. 
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OmipanuEit  entre  eux  les  termes  analogues  des  deux  membres, 
on  troaye  x^+x''  =  — /?,  a:'j/=  — y. 

Donc  y  I*.  la  somme  algébrique  des  deux  racines  est  égale 
au  coefficient  du  second  terme  de  ï^ équation j  pris  en  signe  con^ 
traire;  2^.  le  produit  des  deux  racines  est  égal  au  dernier  terme 
de  V équation j  ou  bien,  à  la  quantité  toute  connue ^  transposée 
dans  le  premier  membre. 

Ces  deux  propriétés  peuvent  au  reste  se  yérifier,  d'après  les 
expressions  générales  des  deux  racines. 

D'abord^  si  l'on  ajoute 

^  =  -f+v/?+^    avec    x'=-|-^/h^^', 
on  obtient 

maintenant ,  si  on  les  multiplie ,  il  vient 

N.B.  Les  propriétés  précédentes  supposent  que  l'équation  soit 
ramenée  à  la  forme  x^'+px  —  2^  =  0;  c'est-à-dire,  i®.  qu'on 
ait  d'abord  divisé  toute  l'équallon  par  le  coefficient  de  x*;  2®.  que 
tous  les  termes  soient  transposés  et  ordonnés*,  dans  Je  premier 

membre. 

Discussion, 

99.  Reprenons  l'équation  j^énérale  x*  +/?a:  =  q ,  qui ,  élant 
résolue,  donne  a;=  —  -zt  W  q+y» 

Pour  que  cette  expression,  qui  renferme  un  radical,  puisse 
être  évaluée,  soit  exactement,  soit  par  approximation,  il  faut 
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(n®  85)  que  b  quantité  soumtie  au  signe  radical ,  i^est-ii-direy 
q  +  j-f  soit  positive.  Or,  ^  étant  nécessairement  positif, 
quel  que  soit  le  signe  de  />,  il  s'ensuit  que  le  signe  de  la  quan- 
tité <7  +  Y  ^  dépend  principalement  de  celui  de  ^ ,  ou  de  la 

quantité  toute  connue. 

Cela  posé ,  soit  d'abord  q  positif,  auquel  cas  l'équation  est 
de  la  forme  x*  ±  px  =  -f-  ^  (on  met  ici  les  signes  des  coefii- 
^ciens  en  évidence);  on  en  déduit 

.=^£±\/;;^, 

or  il  est  visible  que  les  deux  valeurs  de  x  seront  réelles  et  pour- 

ront  être  déterminées ,  soit  exactement ,  si  ^r  +  y  est  un  carré 

parfait,  soit  avec  tel  degré  d^approximation  que  Ton  voudra. 

Toutefois,  de  ces  deux  valeurs,  la  première  sera  positive^ 
et  ré|>ondra  direclement  à  l'équation ,  ou  au  problème  dont  cette 

équation  est  la  traduction  algébrique*,  car  le  radical  l/f  +^ 
étant  numériquement  plus  grand  que   -,  Tcxpression 

radical. 

La  seconde  valeur  est,  par  la  même  raison  ,  essentiellement 
négative j  puisqu'elle  doit  avoir  le  même  signe  que  celui  dont 
le  radical  est  affecté.  Gmsidérée  indépendamment  de  son  signe» 
elle  répond,  non  plus  à  l'équation  telle  qu'elle  a  été  établie, 
mais  à  cette  équation  dans  laquelle  on  aurait  remplacé  j:  par 
—  X,  c'esl-a-dlre  à  x*  zp  /?r  =  y. 

En  effet ,  celle-ci  donne    xi=±:-±:i/y  +  Y, 

valeurs  qui  ne  différent  des  précédentes  que  par  le  signe, 
il  est  d'ailleurs  remarquable  que  la   même   équation'  lie 


V/  j'  +  y,  est  nécessairement  de  même  signe  que  le 
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;aire  elles  deux  questions  dont  les  énoncés  diffèrent  néanmoins 
par  le  sens  de  certaines  conditions.  (  Voyez  les  deux  pro- 
blèmes du  n**  g6.) 

loo.  SiixK  acUulUmeni  f\  négatifs  auquel  cas  l'équation  est  de 
la  forme  a^  ±zpx:sz —  q ,  et  les  valeurs  de  x  sont 

Pour  que  l'extraelîon  de  racine  puisse  si'eflGectuer,  Ufaut  que 

p*  •  •  •     • 

l'on  ai<  q^y.  Cette  oondition  étant  satisfaite,  les  deux  ya- 

leurs  sont  réelles* 

Comme  d'ailleurs,  y  ^""S'  ^'  numériquement  plus  petit 

que  ~,  il  s'ensuit  que  ces  Talcurs  sont  toutes  deux  négatives ,  si 

p  est  positif  dans  l'équation ,  c'est-à-dire  si  cette  équation 
est  de  la  forme  a:*  -|-^x= — q\  et  elles  sont  toutes  deux  poù- 
iivesj  si  p  est  négatif,  c'est-à-dire  si  l'équation  est  de  la 
forme  x* — />x:= — q. 

On  peut  parvenir  aux  mêmes  conséquences,  en  se  fondant 
sur  les  deux  propriétés  que,  dans  l'équation  du  second  degré 
x*-f-jt>x— ^'ssso,  la  somme  eUgèbrique  des  racines  est  égale 
au  coefficient  du  second  terme  pris  en  signe  contraire ,  et  leur 
produit  est  égal  au  dernier  terme  ^  ou  à  la  quantité  toute  connue, 
transposée  dans  le  premier  membre, 

£d  efièt,  soit  q  positif  dans  Je  second  membre ,  et  par  con- 
séquent, négatif  dans  le  premier;  il  s'ensuit  que  le  produit  des 
deux  racines  est  négatif;  donc  elles  sont  de  signes  contraires. 
D^ailleurs,  leur  somme  sera  négatii^e  ou  positive,  suivant  que 
p  sera  positif  ou  négatif;  ce  qui  veut  dire  que  des  deun  ra- 
cines, la  plus  grande,  numériquement,  sera  toujours  de  signe 
contraire  au  coefficient  p. 

Mais  si  q  est  n'égatifàMï%  le  second  membre,  et  par  con- 
séquent positif  dans  Je  premier,  le  produit  des  deux  racines  est 
positif;  donc  elles  sont  de  même  signe ,  savoir,  toutes  deux 
négatives,  si  p  est  positif ,  et  toutes  deux  positives,  si  p  est  né- 
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gatîfy  puisque,  dans  le  premier  cas,  leur  sorome  algébrique 
est  négalive,  et  dans  le  second,  elle  est  positive. 

Nous  pouvons  reconnaître  à  priori  que,  toutes  les  fois  que  q 
est  négatif  dans  le  second  membre  j  et  p  négatif  dans  le  prt" 
mier^  le  problème  admet  deux  solutions  directes  ^  poun^u  que 

Von  ait  entre  -p  et  q  la  relation      q  ^Y' 

L'équation  x*  — px  =  —  q,  peut,  si  Ton  clian^e  les  signes 
des  deux  membres,  être  mise  sous  la  forme 

px  —  X*  =  y  ,       ou       x(p  —  x)  =  q. 

Or,  cette  nouvelle  équation  est  évidemment  la  traduction  al- 
gébrique de  l'énoncé  :  Partager  un  nombre  donné  p  en  deux 
parties  dont  le  produit  soit  égal  à  un  autre  nombre  donné  q* 
car  si  .l'on  désigne  par  x  Tune  des  parties,  p  —  x  désigne 
l'autre,  et  leur  produit  est  exprimé  par  x(p — x). 

Gela  posé,  je  dis  d'abord  que  l'énoncé  du  problème  admet 
deux  solutions  directes.  Pour  le  prouver,  remarquons  que 
l'équation  est  toujours  la  même,  soit  que  l'on  désigne  par  xla 
plus  grande  partie,  soit  quex  représente  la  plus  petite^  ainsi, 
l'équation  résolue  ne  doit  pas  donner  l'une  plutôt  que  l'antre  ; 
elle  doit  donc  les  donner  toutes  les  deux  à  la  fois. 

Autrement,  Les  deux  parties  cherchées  doivent  être  telles, 
que  leur  somme  soit  égale  à  /> ,  et  que  leur  produit  soit  égal 
à  q.  Or,  ces  mêmes  relations  existent  entre  les  deux  racines  et 
les  coefficiens  de  l'équation  x* — />x= — q,  ou  x* — px  +  q=zo\ 
donc,  les  parties  cherchées  sont  égales  aux  deux  racines  de 
cette  équation. 

Je  dis,  en  second  lieu,  que,  pour  que  le  problème  soit  pos- 
sible, on  doit  avoir  S'*^  y- 

Car,  quelles  que  soient  les  deux  parties  cherchées,  on  peut 
toujours  désigner  leur  différence  par  d^  et  comme  leur  somme 
est  /> ,  on  aura ,  en  vertu  du  théorème  (n°  4)  > 

pour  la  plus  grande  partie ,     -  +  - ,  , 


et  pour  la  petite, 


2       a 


EJeotuant  le  produit  de  ces  deux  expressions ,  on  troaTe 

quantité  ^sentîellement  moindre  que  Ç,  à  moins  que  l'on  ne 

mppoee  les  deux  parties  égales^  auquel  cas^  on  a  c{=  o,et  le 

produit  se  réduit  à^. 

Il  est  donc  absurde  d'exiger  que  le  produit,  que  l'on  avait 

d'aillears  représenté  par  q,  soit  plus  grand  que^.  D'où  l'on 

peut  conclure  que,  toutes  les  fois  qiu  la  quantité  connue  êêt 
négative  dans  le  second  membre j  mais  numériquement  plus 
gnmde  que  le  quarré  de  la  moitié  du  coefficient  du  second 
tenue f  la  question  proposée  est  impossible. 

Remarque.  Il  résulte  encore  de  là  que  le  plus  grand  produit 
qv^on  puisse  obtenir j  en  décomposant  un  nombre  en  deux 
parties^  et  multipliant  ces  deux  parties  entre  elles,  'est  le  ccuré 
de  la  moitié  du  nombre.  Gar^  on  vient  de  voir  que  ce  produit 

peut  être  exprimé  par^^j; -y* ,  nombre  moindre  que  ^, mais 

qui  lui  deyient  égal ,  lorsqu'on  suppose  ^  =:  o ,  ou  les  deux 
parties  égales. 

Excmiende  quelques  cas  particuliers. 

10 1.  1**.  Si ,  lorsque  q  est  négatif,  c'est-à-dire  lorsque  Téqua- 
tion  est  de  la  forme  x*-{-px= —  q,  (p  étant  de  signe  quel- 
conque),  on  suppose  q  égal  à  ^  ,  le  radical,  V/  j-  —  q f  des 
deux  valeurs  de  x,  devient  nul,  et  ces  valeurs  se  réduisent 
Vone  et  l'autre  à  a:  =  —  -  j  on  dit  alors  que  Us  deux  racines 

iont  égales. 
En  effet ,  si  l'on  remonte  à  l'équation  ,  et  qu'on  y  rem- 
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place  q  par  j- ,  elle  devient    x*+px  =  —  y- ,    d*oi  Ton  lire 

.r*+pr  +  ^  =  o,     o\i(x+^J=o. 

Dans  ce  cas,  le  premier  membre  est  le  produit  de  deux 
facteurs  égaux.  On  peut  donc  dire  aussi  que  les  racines  de 
l'équation  sont  égales >  puisqu'alors  les  deux  facteurs  égalés  li 
zéro  y  donnent  la  même  valeur  pour  x, 

2**.  Si ,  dans  l'équation  générale  x^ -{' px  s=^  q  ^    on  suppose 

^  =  o,  les  deux  valeurs  de  x  se  réduisent  k  x=  —  -  +  -  , 

,  p      p 

ou  x=o,    et  a    a:=  — • — -,     ou    x=  — p. 

'  2        2  '^ 

En  effet  y  l'équation  est  alors  de  la  forme  ac^  -f-  px  =  o,  on 
j:(x+p)=r  Oy  équation  que  l'on  peut  vérifier,  soit  en  posant 
x=o,    soit  en  posant     x+/7  =  o,   d'oi    a:=  — p. 

3^.  Si,  dans  l'équation  "générale  cc^ '\'px  ^=:  q  y  on  suppose 
p=o,  il  en  résulte  x^-=.q^  d'où  x=dH/7;  c'est-à* 
dire  que,  dans  ce  cas,  les  deux  valeurs  de  x  sont  igedes  et  de 
signes  contraires^  réelles  si  q  est  positif,  et  imaginairen  si  q 
est  négatif.  L'équation  rentre  alors  dans  la  classe  des  équations 
à  deux  termes,  traitées  n^  92. 

4^.  Supposons  à  la  fois  p=o,  9=0;  réfjuation  se  ré- 
duit à     a:'  =  o,    et  donne  deux  valeurs  de  x  égales  à  o. 

102.  Il  nous  reste  à  examiner  un  cas  assez  singulier  qui  se 
rencontre  souvent  dans  la  résolution  des  problèmes  du  second 
degré. 

Pour  cela,  il  faut  reprendre  l'équation     aj?*  +  ix5=c.  Cette 

équation  résolue,  donne     x= — . 

Supposons  maintenant  que,  d'après  une  hypothèse  particu- 
lière faite   sur   les  données  de  la  question,  on   ait     a:=iOy 


lex pression  de  a: devient     x=  ,    d'où 


o 

2* 

o' 
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La  seconde  Talenr  se  présente  sous  la  forme  de  Yinfini^  et 
pent  être  regardée  comme  une  réponse,  si  toutefois  la  question 
propmée  est  susceptible  d'admettre  des  solutions  infinies  (n**  71}. 

Quant  à  lu  première  -,  il  faut  tâcher  de  l'Interpréter. 

ly abord  ,  si  l'on  remonte  à  l'équation,  on  Toit  que  l'hypo* 

thèse    asso,     la  réduit  à     &x  =  c;    d'où  l'on  tire  x  =  7  , 

b 

expression  fim^  et  déterminiez  qui  doit  être  regardée  comme 
représentant  la  Traie  valeur  de  - ,  dans  le  cas  qui  nous  occupe. 
Mais  pour  ne  laisser  aucun  doute  à  ce  su)et ,  reprenons  i'é- 
qnation  aj*+*'^=^> 

et  posons         x  as  -;     il  en  résulte 

— -+-  =  «^>     ou  bien,     cy* — Ây— a  =  o 

y      y  J       J 

(en  chassant  les  dénominateurs  et  transposant). 
Gela  posé,  soit     a  =  o;     cette  dernière  écjuation  devient 

fy*  ~  ^^  =  o  I  c'  donne  deux  valeurs ,  ^  =  o ,  ^  =  - . 
Substituant  ces  valeurs  dans   la   relation  x   =   -,   ou  en 

y 

dédoit 

1**.       X=-,        «•.      X  =  T. 

o  o 

Si,  outre  l'hypothèse  de  a  =  0,  on  a  encore  6  =  0^   la 

c  c 

valeur     x=t    devient  elle-même  -  oa  infinie, 
b  o         ^ 

Et  en  effet,  l'équatioù  cy*  —  by  —  az=.o  se  réduit,  dans 
celte  double  hypothèse,  à  cy*  =  o,  équation  dont  les  deux 
valeurs  sont  égales  à  o.  Ainsi,  les  valeurs  de  x  correspondantes 
sont  toutes  les  deux  infinies. 

Si  l'on  avait  à  la  fois  a  =  o,  6  =  0,  c=o,  l'rquation 
proposée  deviendrait  tout-à-fait  indéterminée. 
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Cetfc  le  seul  caa  d'indétermination  que  psésenta  Téquation  du 
second  degré. 

Nous  allons  maintenant  appliquer  les  principes  de  cette  dit* 
cussion  générale  à  divers  problèmes  qui  donneront  lieu  k  toutei 
les  circonstances  qu'on  rencontre  ordinairement  dans  les  pro- 
Uèmes  du  second  degré. 

PROBLÈME  DXS   LUMlilXS. 

& — 1 — i—k — i. 

io3.  cinquième  problème.  TVvtwer  êur  la  ligne  qui  joint 
deux  lumières  A  e<  B  dPirUmuitiê  différenUa^  le  point  où  elk$ 
éclairent  également. 

^  On  suppose  connu  ce  principe  de  Physique,  que  lu  tii-\ 
f  tensilés  d^une  même  lumière j  à  deux  distancée  différentes,  J 
\sonten  raison  inverse  des  carrés  de  ces  distances.  ) 

Solution.  Soient  a  la  distance  AB  des  deux  lumières»  b  Fiq- 
tensité  de  la  lumière  A,  à  l'unité  de  distance ,  c  l'intensité  de  la 
lumière  B,  à  la  môme  distance.  Soit  G  le  point  cherché;  faisons 
AC  =  x,     d'où    BC  =  a  — X. 

Puisqu'on  Tertu  du  principe  de  Physique,  Pintensité  de  A,  à 
la  distance  i ,  étant  b ,  son  intensité  aux  distances  9i|  3, 4«*  *  *  * 

est-;,  -i  '-^^  •  •  •  >  î^  s'ensuit  qu'à  la  distance  x,  elle  doit  être 
exprimée  par  — .  On  a  de  même,  pour  l'intensité  de  B,  à  la  dis- 

tance  a— x,  ; ^;  mais,  d'après  l'énoncé,  ces  deux  înlen- 

(a — xy  '^ 

sites  doivent  être  égales;  ainsi  l'on  a  l'équation 

A  — _5_. 
X*       ia—xy' 

d'oii  l'on  tire,  en  déreloppant  et  réduisant, 

(fc— t)  X*  — aaix  =  — a'i. 


Cette  éqamoa  doiiiie  x  =  g^-^=t  y/  ^j^j;^  -  2^37^, 

00  réduisant,  x  =  —^-7 • . 

o  —  c 

Cette  expression  se  simplifie,  si  Von  observe,  i®.  que 
b ±z  ^bc  peut  se  mettre  sous  la  forme  V^î.  ^b  ±:  (/&.  (/c, 
ou  \/b.l]/bdz]/c);  a»,  que  i  — c=(V/6)»  — (v/c)*  = 
(^fc-f-^c)  (V'i  — V^c)«  Ainsi,  en  considérant  d'sjjord  le 
ligne  supérieur  de  Texpressioa  ci-dessus,  on  a 

_     g|/A,(i/&  +  v/c)'       _      aj/b 
*~(l/A  +  l/c)  {^b  —  i/ey-  vh  —  y/c 

On  dbtient  de  même  pour  la  seconde  râleur, 

_        a\/b{\/b  —  \/c)         _      a]/b 
''^iVb  +  Vc)  iVb  —  l/c)—  Vb  +  Vc' 

An  reste,  ces  râleurs  simplifiées  pouraient  s'obtenir  immédia- 
tement, d'après  Téquation  proposée.  En  e£Fet,  l'équation 

b  c  .     ^  ,  (a  — xV       c 

:?= î^^^' "'*«"*•  ^-ï^ = 5- 

Or,  si  l'on  extrait  la  racine  carrée  des  deux  membres,  il  rient 

a  —  a: /c  ^^±  y^c 

~^ V  Â~"VÎ'' 

d'o&,clia88ant  les  dénominateurs  et  transposant, 

a^b  —  a;4/i=:±:a^/ci    donc,    ^^^TTk^TT  ' 

N,  B,  On  a  d'abord  obtenu  les  râleurs  sous  une  forme  plus 
compliquée ,  parce  que  l'on  a  résolu  l'équation  du  second  degré 
par  la  méthode  générale ,  qui  Isst  moins  simple  que  celle  qui 
Tient  d*étre  employée. 

Discutons  maintenant  les  deujL  raknrs  simplifiées.  On  a 

II.. 


ai/b       i  ]  — aVc 
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d*où  l'on  tire 

'^/b^Çc')  l  """*"=  |/6_^/c' 

«Soi/  df  abord  b  ^  c. 

al/ft 
La  PRSMièms  valeur  de  x,      .,  j- ,    est    positive   et 

plus  petite  que  a^   oar  ■■ ,  V^  ■  .     est   une  fraction  ;    ainsi 

cette  valeur  donne  pour  le  point  également  éclairé,  un  point  C 
situé  entre  ka  points  A  et  B.  On  voit,  en  outre,  que  le  point 
est  plus  voisin  de  B  que  de  A;  car,  a  cause  de  b'^Cy  on  a 

l/i+i/A,    ou  ^Vb>  Vb  +  Vc.  d'oi  ^^*— >i.  et 

par  conséquent, --T-^—r  >  -.  Cela  doit  être  en  effet,  puis- 
qu'on suppose  Fintensîté  de  A  plus  forte  que  celle  de  B. 

La  valeur  de  a  —  x  correspondante,  r/irv~7'^  ®^t  posi- 
tive et  plus  petite  que  - ,  comme  il  est  aisé  de  le  vériGer. 

La  seconde  yaleur  de  x,  ^  - — j-,  est  encore  posi- 
tive, mais  plus  grande  que  aj  car  on  a  rjr^ — 7  >  i.€ette 

seconde  valeur  donne  donc  un  second  point  C  situé  sur  le  pro- 
longement de  AB,  et  à  la  droite  des  deux  lumières.  On  conçoit 
en  effet  que  les  deux  lumières  se  répandant  en  tous  sens,  il  peut 
y  avoir  sur  le  prolongement  de  AB,  un  autre  point  également 
éclairé;  mais  ce  point  doit  être  plus  voisin  de  la  lumière  dont 
l'intensité  est  la  moins  forte. 

On  peut  reconnaître ,  à  posùriori,  pourquoi  ces  deux  valeurs 
sont  liées  par  la  même  équation.  Si ,  au  lieu  de  prendre  AGpour 
rinconnue  r,  on  prend  AC%  il  en  résulte  BC  s  x  -«•a;  ainsi 
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b  C 

Ton  a  l'équation  —  = :  or,  comme  {x — a)*  est  ideqr 

oc  \p^  "^"  ^J 

tîqne  avec  (a  —  x)%  la  noarelle  équation  est  la  même  que  l'é- 
quatîoa  dé]li  établie^  qui,  par  conséquent,  ne  doit  pas  plutôt 
donner  AC  <}ue  AC 

La  seconde  valeur  de  a  —  x ,       ,  .   ,  est  négative  y 

06  qui  doit  être,  puisque  Ton  a  x^  a;  mais»  en  changeant 

les  signes  de  l'équation  a  —  x  =  -n-r — ~- ,  on  trouve.. . . 

yb  —  ye 

X'-^assu      i  y      -  ;  et  cette  valeur  de  x  —  a  représente  la 

valeur  absolue  de  BC. 

Soit  b  <  e. 

La  PBEMiiRE  YALEUR  dc  .r,  'yrK^y  »  ^*  toujours  positive, 
maïs  plus  petite  que  -,  puisque  l'on  a 

yb+\/c>  \/b+\/b>  2\/b. 
La  valeur  de  a — x  correspondante ,  ou      ,  ,  est  positive 

et  plus  grande  que  -. 

Ainsi,  dans  l'hypothèse  que  l'on  considère,  le  point  C,  situé 
entre  les  points  A  et  B,  doit  être  plus  voisin  de  A  que  de  B. 
T  j  «l/*  —a\/b 

La  SECONDS  VALEUR  de  X  ,  ■    .,   ■ —  ,    ou    — ; ^—7  >   CSt  6S- 

yb-^yc        yc — yb 

sentiellement  négative-  Pour  l'interpréter,  remontons  à  l'équa- 

b           c 
tion,  qui  devient,  lorsqu'on  remplace  x  par  — x...,  — i=; r;. 

Or,  a — X  exprimant  d'abord  la  distance.de  B  au  point  cherché, 
a-4-x  doit  maintenant  exprimer  cette  même  distance,  ce  qui 
exige  que  le  point  cherché  soit  à  la  gauche  de  A ,  en  C",  par 
exemple.  Et  en  ciTet,  puisque  l'intensité  de  la  lumière  B  est, 
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par  bjpotkèse,  plus  forte  que  celle  de  A ,  le  second  poiut  cher- 
ché doit  être  plus  yoisîn  de  A  que  de  B. 

La  valeur  de  a — x  correspondante!  -yr 7- ,  ou  — ^, 

est  positiye;  et  cela  tient  à  ce  que,  x  étant  négatif ^  a-— x  ex- 
prime réellement  une  somme  arithmétique. 

Soit  b  =  c. 

Les  deux  premières  râleurs  de  x  et  de  a  — •  x  se  réduisent  i 
-;  ce  qui  donne  le  milieu  de  AB  pour  le  premier  point  égale- 
ment éclairé.  Ce  résultat  est  conforme  à  l'hypothèse. 

Les  deux  autres  valeurs  se  réduisent  à  ,  ou  deviennent 

o 

infinies;  c'est-à-dire  que  le  second  p«int  également  éclairé  est 

situé  à  une  distance  des  points  A  et  B  plus  grande  qu'aucune 

quantité  assignable.  Ce  résultat  répond  parfaitement  &  Phypo- 

thèse  présente;  car,  si  l'on  suppose  que  la  différence  &— c,  sans 

être  tout- à-fait  nulle ,  soît  extrêmement  petite,  le  second  point 

paiement  éclairé,  existe,  mais  à  une  distance  très  grande  des 

deux  bougies;  c'est  ce  qu'indique  l'expression      ,  >  dont  le 

dénominateur  est  extrêmement  petit  par  rapport  au  numéra- 
teur. Et  lorsqu'on  suppose  enfin ,  &  =  c  ou  \/6  —  V^c  r=  o ,  le 
point  cherché  ne- peut  plus  exister,  ou  doit  se  trouver  situé  à 
une  distance  infinie, 

'  Observons,  en  passant,  que  dans  le  cas  de  6  =  c ,  si  l'on  oon- 
sidérait  les  valeurs  non  simplifiées , 

^..   fl  (&  +  ybc)     ^^  a(b—j/bc) 

*-^     nr7~   ^^  ""  —  — fit; — ' 

la  première,  qui  correspond  à  x  =s      ,^  ,  deviendrait 

I/o  —  ^/c 

,  et  la  seconde  qui  correspond  à   x  s=  — ,   \   '  ,   •  dc- 

o   '  ^  '^  |/fr  ^  |/e  ' 
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fieadraît  -•  Mais  on  n'obtient  -.  qu'à  cause  de  Pexistence  d'un 
o  o'  ^ 

fictenr  commnn ,  |/&— f^c,  entre  les  deux  termes  de  la  Taleur 

de X.  {Foyë*  ce  qui  a  été  dit  n^  7a.) 

Les  deux  termes  de  la  première  comprennent  bien  aussi  le 

facteur  commun  l/&-|-|/c;  mais  en  le  supprimant,  on  trouve 

x=s-yr^— -p,  expression  qui  se  réduit  encore  a  -^-- ,  dans^ 

l'hypothèse  de  6  =  c. 

Soient  b  =  c  r/  a  sss  o. 

Le  premier  ^stëme  des  valeurs  de  x  et  de  a  —  j?  ,  se  réduit 

à  o,  et  le  second  système  à  -,  Ce  dernier  caractère  est  iot 

le  symbole  de  VindèterminaUcn ;  car  si  Von  remonte  à  l'équa- 
tion du  problème,  (6  —  c)x* —  aaix  =  — -  a*6 ,  elle  se  réduit 
dans  rbypothèse  actuelle,  à  o,a:*-*o.x  =  o,  équation  qui 
peut  être  satisfaite  par  un  nombre  quelconque  mis  pour  x^ 
En  eSfet ,  puisque  les  deux  bougies  ont  la  même  intensité  et 
sont  placées  an  même  point ,  elles  dowenà  éclairer  également 
chacun  dee  pointe  de  la  ligne  ÂB. 

La  solution  o  que  donne  le  premier  système,  est  une  de  ces 
solutions  y  en  nombre  infini^  dont  on  Tient  de  parler» 

Soit  enfin  a  =  o  ,  b  étant  différent  de  c. 

Chacun  des  deux  systèmes  se  réduit  è  o;  ce  qui  prouye 
qu'il  n'y  a,  dans  ce  cas,  qu'un  seul  point  également  éclairé,- 
deet  celui  ou  les  deux  bougies  sont  placées. 

L'équation  se  réduit  alors  è  (6  —  c)  x*  =  o ,  et  donne  lés 
deux  Taleurs  égales ,  x  =  o ,  x  ==  o. 

La  discussion  précédente  offîre  un  nouvel  exemple  de  la 
précision  avec  laquelle  l'Algèbre  répcmd  à  toutes  les  circons- 
tances  de  l'énoncé  d'un  problème. 

io4*  Sixième  problème.  Trouver  deux  nombres  telsj  que  la 
difflhrence  de  leurs  produits  par  les  nombres  respectifs  a  ^/  b 
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9oU  égale  à  un  nombre  doifiné  s^  et  que  la  différence  de  leurs 
carrée  soit  égale  à  un  autre  nombre  donné  q. 

Solution,  Soient  x  et  y  les  nombres  cherchés  ;  on  a  évi- 
demment les  deux  équations     <       .         .        ' 

De  la  première ,  on  tire  x  =  -^2- ,  yaleur  qui ,  substituée 

dans  la  seconde ,  donne 

{a^^b^)y^  —  abey=sz8^'^a^q (i); 

donc  y  = ^_^' • 

Reportant  cette  valeur  dans  l'expresùon  de  x  en  y,  on  trouve 


> 


,,  ,                     as±:6v/«*  — a(c*— 6*) 
dou  a?  = — - — ^ ^. 

(Il  est  nécessaire  d'obserrer  que ,  dans  ces  yalcurs  de  ^  et 
de  X,  les  deux  signes  supérieurs  se  correspondent ,  ainsi  que  1e$ 
signes  inférieurs.) 

Discussion,  Nous  supposerons,  dans  tout  ce  qui  va  suitre  ^ 
que  a ,  b,  q,  s,  soient  des  nombres  absolus;  s'il  en  était  autre- 
ment y  certains  termes  des  valeurs  de  x  et  de  y  changeraient 
de  signe 9  et  il  faudrait  opérer  ces  changemens  avant  de  disy 
cuter 

Soit  a  >  b,    d'où     a*  —  b*  positif. 

D'abord,  pour  que  les  deux  valeurs  de  x  et  de  j'  soient 
réelles,  il  faut  que  l'on  ait 

y(a«-6*)<sS    doù    q<:~j,. 

Supposons  cette  dernière  condition  remplie,  et  déterminons 
les  signes  dont  les  deux  systèmes  de  valeurs  sont  aflectés. 
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_fl^  +  &V/j*  — <y  (g*  — &0 
Li  nnumoi  ststsiii  kst 


fa+gj/j*  —  g  (g*  —  &•) 
•J'™  g*— 6»  • 

l^  deax  Taleun  de  oe  système  sont  nécessairement  positives 
et  forment  par  conséquent  une  solution  directe  du  problème, 
td  qu'il  a  été  établi.  

•^  = ' S^^6= ' 

y  g^— 6* 

Ia  Talenr  de  x  est  essentiellement  positive;  car  de  a  >  &  on 
tire  gf  >  if,  et  à  fortiori,  gj  >  i  i/i*  —  q  {a^ — b') ,  puisque 
k  radical  est  plus  petit  que  s. 

Quant  à  celle  de  ^,  elle  peut  être  positive  ou  négative. 

Pour  qu'elle  soit  positive,  il  faut  que  l'on  ait 


fc  > g y/s^'—q  (a^  —  6')-, 
d'où,  élevant  au  carré,  "     6V  >  gV— g'^(g*—  6*); 

ou,  ajoutant  aux  deux  membres  a^q  {a* —  6*) ,  et  retranchant 

ft V ,  a*q  (g*  —  b^)  >  s""  (a*  —  6») , 

d'où ,  en  divisant  par  a^  {a^ —  6*) ,  f  -  ~  • 

Ainsi  I  pour  que  le  second  système  soit  encore  une  solution 

réelle  et  directe  j  il  faut  que  l'on  ait  qf  <    ^        ..,  mais  (/  >  —, 

c'est  à-dire  que  q  soit   compris  entre  les  deuT^   nombres  — 


et 


(Obsenrons  en  passant,  que  la  condition  ^  >  —  pouvait 

être  obtenue  plus  facilement,  en  remontant  a  l'équation  en  y. 
Cette  équation  étant  (g*  —  A*)  y*^  —  afcy  =  j*  —  a'^ ,  on  voi^ 
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qae,  dans  rhypothëse  de  a  ^  6  ^  elle  est  de  la  forme 

s* 

«•— /u?ï= — Çy    si  Ton  a    0*9^  ^  on  9^ -^;  et  l'misail 

(n^  100)  qu'alors  les  deoi.  racines  sont  à  la  fois  posittTea.  ) 
Si  Ton  aTçiit  au  contraire  g  <C  -^^  auquel  cas  <m  aurait, 

k  plus  forte  raison,  q  <    ^ ,^,  la  Talenr  de  y  du  aeoond 

système  serait  nigoHve;  et  ce  système  (  abstraction  faite  du 
signe  pour  ^)  ne  serait  plus  une  solution  du  problème,  tel 
qu'il  a  été  établi,  mais  bien  de  celui  dont  les  équations  se* 

raient  |    ^  ^  ~      p  ®'  9^*  ^®  différerait  du  problème 

qu'en  ce  que  s  exprimerait  une  êomme  au  lieu  âfunë  diffé- 
rence. 

Ainsi,  dans  le  cas  de  a  ^  & ,  le  problème  admet  deux  tolv- 
tiona  réelles  ei  directes,  toutes  les  fois  que  l'on  a 

ç>-,     mais    9<5riiy.; 

s* 
et  elle  n'en  admet  quim^  sei$le^  si  l'on  a    9  ^  -^• 

En  prenant  pour  a,  i  ,  s,  des  nombres  absolus  quelconques, 
pourra  toutefois  que  a  soit  ^  & ,  et  choisissant  ensuite  pour  q  un 

nombre  compris  entre  les  deux  limites  -;  et-     ■    ,^,  on  sera 

certain  d'obtenir  deux  solutions  directes* 

Soient,  par  exemple ,    a=: 6,    &  =  4»    ^=  ^^y    ^^^  ^*<^ 
déduit 

£^  ^^  aaS ^  I         ^*      2^5 I 

^""IS'"    4'  ?=T.— •^— "4- 

On  pourra  supposer  qzzziOy  par  exemple,  et  il  Tiendra 


6x  i5dz4V^a25  — 20X  lo 9o±2o m      2 

^  20  ""      20      "^  a       a* 

4X  i5±:6v/225  —  20  X  lo  _  6o±3o       g       3 


ao  20 
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Les solntîoiis    x  = — ,     v=s2|x=2     j^s:-    forment 
irideounent  d!fx«s  solutions  dirsoUs  des  équations 

X*  — ^*  =  lO, 

liais  fi  Fon  supposait  assGj  fr=4i 's=?  i5y  9  =  5^  Userait 
fidlo  de  reconnaître  que  des  deux  systèmes,  le  premier  seul 
donnerait  une  solution  directe. 

Cas  pariieulisrs  qui  ss  rapportent  à  ^hypothèse  d!f  a  ^  b. 

^^^    9  =  ?-3ï;»    d'où    9(a--.i«)=^. 
Les  deux  systèmes  de  valeurs  de  x  et  de  ^  se  réduisent  à 
X  =  -^ r;  >  y  =  -i t;*  Ainsi,  dans  cette  hypothèse,  il  n'y 

a  qu'une  solution  du  problème,  et  elle  est  directe. 

s* 
Soit  encore  g  =  — ;  d'où  ^nra'çetjcsa^/i/. 

Et  en  effet,  supposons  f*  =  a*f  dans  l'équation  en  j^;  elle  se 
réduit  à  (a*— i')^'*  —  26jyî=o,  d'où  l'on  déduit  y  =  o, 

y=s    , ^=s   ^ Àa*^?'  Importons  chacune  de  ces  râ- 


leurs dans  X  s=  -^ ;  il  en  résulte 

a 


==èy±£  ._ 

s         .  a^  +  b^     , 


17^  DISCUSSION    D£   QUELQUES   PROBLÈMJ». 

Soii  maintenant  a  ^  b;  cfoà  a'  —  b'  négatif. 
Les  expressions  de  a:  et  de  j^  peuvent  se  mettre  sous  hTibmie 


J' F^r,?:  • 

Ces  valears  sont  toutes  réelles  i  puisque  k  quantité  sons  le  ra- 
dical  est  essentiellement  positfre. 

Quant  aux  signes ,  la  première  valeur  de  x  est  essentiellement 
négative  >  et  il  en  est  de  même  de  la  première  valeur  de^.  Ainsi 
CCS  valeurs  y  abstraction  faite  de  leur  signe  >  répondent,  non  aux 
équations  proposées,  mais  aux  équations iy—ajcs=5,  x*— y^Œ:qf, 
dans  la  première  desquelles  l'ordre  de  la  différence  entre  les  pro- 
duits ax  et  by  est  renpersé, 

La  seconde  valeur  de  x  est  nécessairement  positive*,  car  de 
i  >  a,  on  déduit  b  y/*'  +  <;  (6*  —  a^  ^  as  y  puisque  le  radi- 
cal est  numériquement  plus  grand  que  s. 

Mais  la  seconde  valeur  de^  n'est  pas  toujours  positive.  Pour 
qu  elle  Te  soit,  il  faut  qu'on  ait  la  relation 

a  l/^'-f-^C^"  — a")  >  bs, 
d*où ,  élevant  au  carré a^s^  +  a^q  (6*  —  a'*)  >  6 V, 

ou,  transposant  aV a*qf  (i*  —  a»)  >  (i*— a*)  J*, 

s* 
et  divisant  par  a*  (6*  —  o*) , . . .  7  >  "i  • 

En  donnant  k  a^by  s^  q  des  valeurs  particulières,  telles  que 
Ton  ait  i  >  a  et  (/  >  ^ ,  le  problème  sera  encore  susceptible 


s 
a 
d^une  solution  directe, 


Soit  enfin    a  =  b  ;      d'où     a*  —  b'  =  o. 
Le  premier  système  de  valeurs  devient ,  dans  celle  hypollièsc, 
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et  le  second, 


Mais  si  l'on  remonte  à  l'équation  (a^— i*)j''— 26«y=5' — c'y  , 
qui,  lorsqu'on  fait  a  =  b,  se  réduit  a  — 2<m)'=«* — a'ç  , 

,      on  en  dédait >'=  — ^ ; 

et  l'e&pression  de  x  en  v,  x  =  -*'-- —  ,     donne    x=:  — ^        , 

(On  panriendraît  aux  mêmes  résultats  en  imitant  le  procétlc 
soîfi  n*  loft,  G^est-à-diro  en  faisant  dans  l'équation  en  y^ 

Il                11*-                 a^q-Ars^               a^q  —  «'        .     ,. 
Poor  que  la  solution  x.-=  — ^-J —     y  ==:  — J soil  (/*- 

nrcte^  il  faut  qu'on  ait     q'\:  ~. 

De$  Transformations  qu'on  peut  faire  subir  aux  in^galiiés. 

io5.  Dans  le  cours  de  la  discussion  des  deux  problèmes  pré- 
cédensy  nous  ayons  eu  occasion  de  poser  plusieurs  inégalités, 
et  nous  ayons  exécuté  sur  elles  des  transformations  analogues  à 
celles  qu'on  exécute  sur  les  égalités.  C'est  en  effet  ce  qu'on  est 
souvent  oblîgé  de  faire,  lorsqu'on  discutant  un  problème,  on 
▼eut  établir  entre  les  données  les  relations  nécessaires  pour  que 
le  problème  soit  susceptible  d'une  solution  directe  ou  du  moins 
réelle,  et  fixer,  k  l'aide  de  ces  relations,  les  limites  entre  les- 
quelles doivent  se  trouver  les  valeurs  particulières  de  certaines 
données, pour  que  l'énoncé  tombe  dans  telle  ou  telle  circons- 
tance. Or,  quoique  les  principes  établis  pour  les  équations 
soient  en  général  applicables  aux  inégalités,  il  y  a  néanmoins 
quelques  exceptions  dont  il  est  nécessaire  de  parler,  afin  de 
mettre  les  commençans  en  garde  contre  des  erreurs  qu'ils  pour- 
raient commettre,  en  faisant  usage  des  signés  d'inégalité.  Ces 
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expressions  pro^iimiient  de  VintroiiaciÎQti  àe^txprcMimm  nip* 
ûr^  commo  quajUiiJs^  flans  les  calcula.  , 

Pour  plus  de  clarté»  nous  allons  passer  en  revue  les  *ÎÎTer*« 
ti-an^sform allons  que  Ton  peut  avoir  à  faire  subir  aux  Hiégalitàs* 
en  a)  ant  soin  de  faire  ressortir  les  e3&oeptioii$  dont  ces  trautCor^ 
mations  sont  susceptibles. 

TRA^SFOïlMATI0N  TAU  AmUTlOB  ^  SOlTSTRAeriOlff,  On  pmUf 
sam  aucune  exception,  ajouter  aux  deux  membrtê  d*im*  m^ 
lue  quelconque _^  ou  en  retrancher  une  rmmw  quantité j  f  tw^ 
lûé  subsisié  toujours  dans  U  ntême  sêns^ 

Ainsi , soit  8>3;  on  a  encore  8 +5>3  +  5,  et  8^ — 5>  â— J* 
Soit  de  même  ^-  3  <  ^  ^;  on  a  encore  —^3  +  6  <^  — ^-f-fi, 
et  —  3  —  6  <;  —  a  ~  6*  Ceci  est  évident  j  d'après  ce  ijui  a  ^i| 
dit  (n"  63). 

Ce  principe  sert,  comme  dans  les  équations,  à  tranip<»a(r^ 
certains  termes  d'un  membre  de  VînugaUté  dans  Tautre;  ml, 
nsr  f-^tminle,  rinpffîilitc  a*  4-  b^  ">■  3è*  — -  9.^*:   Î1   en   i^jwjlai 
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tm  A&  a^bfOn  tire  3a  <  36 ;  de  —  a  <  —  6,  on  dé- 

—  3a<  — 3A. 

principe  sert  à  faire  disparaître  les  dénominateurs. 

16  l'on  ait  l'inégalité t —  >  —5- —  ;  on  en  déduit,  en 

ipliant  les  deux  membres  par  6ad  ^ 

3a  (a*  —  6')  >  a J(c»  —  d*). 

e  principe  pour  la  dÎTision.  • 

lia  lorsqu*on  multiplié  ou  dit^isê  Us  deux  membres  d^une 

îliii  par  une  quanUU  nigaUvê,  finigaUié  existe  en  sens 

mre. 

it,  par  exemple,  8^  7;  en  multipliant  les  deux  membres 

—  3yOn  a^aucontrairci  —  a4<  —  ai> 

{méme,8>7  donne  —5,  ou—  g^^â»  ^^  —  i- 

Insi  y  lorsqu'on  multiplie  ou  dirise  lei  deux  membres  d'une 
dite,  par  un  nombre  exprimé  algébriquement,  il  faut  s'as- 
r  ai  le  muliiplicateur  ou  le  diçiseur  n'est  pas  négatif;  car, 
œ  dernier  cas ,  l'inégalité  existerait  dans  un  sens  contraire, 
ins  le  problème  du  n®  io4  »  de  l'inégalité 

pu  déduire  q^-i^eu  diviBant  par  a*(â*— -&*),  parce  que 

avait  supposé  a  >  6 ,  ou  a'  —  i*  positif. 

f  n^est  pas  permis  de  changer  les  signes  des  deux  membres 

le  inégalité,  à  moins  qu^on  n^établisse  l^inêgalitê  résultante 

sns  contraire;  car  cette  tranformation  revient  évidemment 

ultiplier  Us  deux  membres  par  — - 1 . 

RANSFORMATioN  FAR  iiirvATioM  AU  cARBi.  On  psut  éUper 

Tarré  Us  deux  membres  d*une  inégalité  entre  des  nombres 

}lu8j  et  Vinégalité  subsistera  dans  U  même  sens» 

.insi ,  de  5 ^  3 ,  on  déduit  a5  ^  9;  de  a  +  ^  ^  ^1  o^  ^>^c 


i 
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Mais  si  les  dsux  membres  de  f  inégalité  sont  de  signes  quelcon- 
ques j  on  ne  peut  pas  assurer  cf  avance  dans  quel  sens  t inégalité 
résultante  subsistera. 

Par  exemple ,  —  d  <C'i  donne  (—  a)*  ou  4<l9  ;  mais  —3^  —  5 
donne  ^  au  contraire ,  ( —  3)'  ou  g  ^  (—  5)*  ou  25. 

On  doit  donc,  avant  d'élever  au  carré,  s'ajisurer  si  les  deux 
membres  peuvent  être  regardés  comme  des  nombres  absolus. 

TrANSI^OBMATION  par  extraction  DZ  racine  CARRiR.   Ou  peut 

extraire  la  racine  carrée  3es  deux  membres  d'une  inégalité  entre 
des  nombres  absolus^  et  l'inégalité  subsiste  dans  le  même  sensj 
entre  les  valeurs  numériques  de  ces  racines  carrées, 

Obaervona  d'abord  qu'on  ne  peut  proposer  d'extraire  la 
racine  carrée  des  deux  membres  d'une  inégalité ,  qu^autant 
qtiils  sont  essentiellement  positifs^  car  autrement ,  on  serait 
conduit  à  des  expressions  imaginaires,  qu'on  ne  pourrait  com- 
parer. 

Mais  que  l'on  ait  9<<25;  on  en  déduit  V/9  ou  3  ^\^^S  ou  5. 

De  a*'^b*,  on  déâuit  a^  b ,  s\  a  et  b  expriment  des  nom- 
bres absolus. 

De  même,  l'in^alité  a*>  (c  —  t)*  donne  a'^C'^b,  si  Pon 
suppose  déjà  c  plut  grand  que  b,eta^b  — Cysi^au  contraire, 
b  est  plus  grand  que  c. 

En  un  mot,  lorsque  les  deux  membres  d'une  inégalité  sont 
composés  de  termes  additifs  et  de  termes  soustractifs ,  on  doit 
avoir  soin  d'écrire,  pour  lu  racine  carrée  de  clmque  membre, 
un  polynôme  dans  lequel  les  soustractions  soient  possibles, 

106.  Voici  les  énoncés  de  nouveaux  problèmes: 
Septième  problème.  Detix  marchands  vendent  chacun  d'une 
même  étoffe;  le  second  en  vend  3  aunes  de  plus  que  le  premier, 
et  ils  en  retirent  ensemble  35  écus.  Le  premier  dit  au  secorui: 
J^aurais  retiré  de  votre  étoffe  ^4  ^^"^  /  l'outre  répond  :  et  moi 
j* aurais  retiré  de  la  vôtre  la  écus  \.  Combien  d'aunes  ont-ils 
vendu  chacun  ? 

(„  ,       1*^  marcband    x  =  i5         _ .        x  =  5  \ 
Bép.      ^  Q     ou  bien  ^  ). 


DS  KOUTSAUX   YROBlAhES  DCT   SBCOKD   DBGrA.  ^'J'J 

Hoitièine  prabiëme.  Un  négociant  doit  un  bilUt  de  62^0  fr.  • 
yabit  dans  9  nudsj  ëi  un  auire  bfUei  de  7682  /r,  payable 
ne  9  gnf^is*  Il  retirt  C9$  deux  bllUtê^  et  remet  à  leur  place  uti 
^Jet  de  1/^286  fr.  payable  dans  un  an.  On  demande  le  taux  A 

nlMU       \JRip*  10  fr.  33  c.  pour  -  par  an.  J 

HeaTÎbne  problèmo.  Une  personne poseède  \3ooo /n^  qu^elle 
rtagÊ  tn  deux  portione  placées  en  mUrêt^  de  manière  qu'elle 
retire  des  revenus  égaux.  Si  elle  faisait  valoir  la  première 
rUon  sur  le  même  pied  que  la  seconde,  elle  retirerait^ pour 
Ue  partie  Xofr.  t^iniérét;  et  si  ellejaisaii  valoir  la  seconde 
rtian  au  mime  taux  que  là  première,  elle  retirerait  490  fr. 
vnUrii.  On  demande  les  deux  taux  d' iniéré t  ?  ÇBiép.  7  et  6.) 
JV.  Bm  L'équation  de  ce  problème  peut  être  résolue  plus  sim- 
ement  que  par  la  méthode  générale. 

Dixième  problème.  Trouver  deux  rectangles  dont  on  connaît 
somme  q  des  surfaces,  la  somme  a  des  bases,  et  dont  on  con- 
lit  les  surfaces  p  et  Ip',  quand  à  la  base  de  chacun  d*eux,  on 
une  Ut  hauteur  de  l'autre,  à'est'à-dire  quand  on  alterne  ^s 
tuteurs  ? 
Résoudre  et  discuter  ce  problème. 

Oiviième  problème.  Partager  deux  nombres  a  et  hf  Vun  et 
îutre  en  deux  parties,  de  manière  que  le  produit  d'une  partie 

a  par  une  partie  de  b,  soit  égal  à  un  nomhre  donné  Pfet  que 
produit  des  parties  restantes  de  a  et  h  soit  aussi  égal  à  un 
mbre  donné  p'  ?  Résoudre  et  discuter  ce  problème. 
Douaième  problème.  Trouver  un  nomhre  tel,  que  son  càrrù 
it  au  produit  des  différences  entre  ce  nombre  et  deux  autres 
ambres  donnés  a  et  h ,  dans  un  rapport  connu^  P  •  9?  Résoudre 

discuter  ce  problème. 

Nous  recommandons  ce  dernier  problème  aux  élèves,  non- 
ulementi  parce  que  sa  discussion  offre  de  nouvelles  applica- 
30S  des  principes  sur  les  inégalités>  mais  encore  parce  que  les 
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formules  auxquelles  on  parvient  renferment  implicitement  le» 
solutions  d'une  foule  de  questions  analogues ,  dont  les  énoncés 
ne  différent  que  par  le  sens  de  certaines  conditions. 

Questions  de  maximis  el  mînimis.  Propriétés  des  Trinômes  du 
second  degré. 

107.  Il  est  une  certaine  classe  de  problèmes  qui  se  rap' 
portent  à  la  théorie  des  équations  du  second  degré ,  et  qu'on 
rencontre  souTent  dans  l'application  de  FAIgcbre  à  la  Géo- 
métrie. Ces  questions  ont  pour  objet  de  déterminer  la  plus 
grande  ou  la  plus  petite  valeur  que  puisse  recevoir  le  ré* 
sultat  de  certaines  opérations  arithmétiques  effectuées  sur  de» 
nombres. 

Soit  proposée  cette  première  question  :  Partager  un  nombre 
donné  2a  en  deux  parties,  dont  le  produit  soit  le  plus  grand 
possible^  ou  un  alaximvm. 

Désignons  par  a:  l'une  des  parties ^  Fautre  sera  2a — Xj  et 
leur  produit  y  x{p,a  —  x).  Si  l'on  donne  à  x  différentes  va- 
leurs, ce  produit  passera  par  différens  états  de  grandeur,  et 
il  s'agit  d'assigner  à  or  la  valeur  qui  doit  rendre  ce  produit 
le  plus  grand  possible. 

Désignons  par  jr  ce  plus  grand  produit,  dont  la  valeur  est  in- 
connue pour  le  moment;  on  aura,  d'après  l'énoncé,  l'équation 

X  (aa  —  x)  =  y. 

Regardant  d'abord^  comme  connu,  et  tirant  de  cette  équa-^ 
tion  la  valeur  de  x,  on  trouve    x  =  a  di  V^a*  —  y. 

Or,  ce  résultat  fait  voir  que  les  deux  valeurs  de  x  ne  peuvent 
être  réelles,  qu'autant  que  l'on  aura  y  <^  a%  ou ,  tout  au  plus, 
y  ::=a';  d'où  l'on  peut  conclure  que  la  plus  grande  valeur  que 
puisse  recevoir  j^  ou  le  produit  des  deux  parties^  est  a\  Mais  si 
l'on  fait  j^  =  a%  il  en  résulte  x  =  a. 

Ainsi,  pour  obtenir  le  plus  grand  produit j  il  faut  diviser  le 
nombre  donné  aa,  en  deux  parties  égales,  et  le  maximum  qu'on 


Obtient  est  le  dirri  Se  la  moitié  du  nombre^  résultat  auquel  on 
6st  déjà  parvenu  par  un  autre  moyen  (n^  loo). 

Solution  plu»  simple.  Appelons  2X  la  différence  qui  existe 
entre  les  deux  parties;  puisque  leur  somme  est  déjà  exprimée 
par  aa ,  la  plus  grande  de  ces  parties  sera  (n^  4)  représeatée  par 

j  ou  a  +^>  1a  plus  petite  par  a  — x,  et  l'on  aura  pour 

PéqQali0n,.(a4-^}  (a  —  ^)=yi  ou,  effectuant  les  calculs, 
d*— «•=jr;  d'où  x  =  ±\/a*—y. 

Pont  que  cette  valeur  de  x  soit  réelle ,  il  faut  que  y  soit  tout 
au  plus  égal  k  iâ^  et  en  faisant  y  =  a%  on  obtient  x  =  o,  ce 
qui  prouve  que  les  deu%  parties  doiuent  être  égaies* 

Cette  solution  a  Payantage  de  conduire  à  une  équation  du 
second  degré  à  deux  termes. 

io8.  N,  B.  Dans  les  équations  x(2a->-«a:)  '=^ y  y  et 

(a*t-x)  (a  — ap)=y,  établies  ci-dessus,  la  quantité  x  est  ce 
qu'on  appelle  une  variable j^i  l'expression  x(2a  —  x)  ou 
(a  +  x)  (a  — x),  est  dite  une  certaine  fonction  de  la  va- 
riable. Cette  fonction,  représentée  par  y,  est  elle«méme  une 
autre  variable,  dont  la  valeur  dépend  de  celle  qu'on  attribue  ii 
la  première.  C'est  pour  cela  que  les  analystes  désignent  quel- 
quefob  celle-ci  sous  le  nom  de  variable  indépendante^  tandis 
que  la  seconde,  ou  y,  reçoit  des  valeurs  dépendantes  de  celles 
qu'on  attribue  à  x. 

Ed  résolvant  les  deux  équations  x(2a  —  x)  ssj',  et.... 
(a  +  x)  (a  -^  x)  =  y,  par  rapport  à  x ,  ce  qui  donne 

XŒsaiij/a»— y, 
et  x=    =t|/a*— jf, 

on  peut  regarder ,  à  son  tour,  y  comme  une  variable  indé^ 
pendante,  et  x  comme  une  certaine  fonction  Ae  cette  va- 
riable. 

109.  froposons-nous,  pour  seconde  question,  de  diviser  un 
nombre  2a  en  deux  parties  telles,  que  la  somme  des  racines  cat^ 
ries  de  ces  deux  parties  soit  un  maximum, 
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l8d  QUESTIONS 

Appelons  dp*  l'une  des  parties,  aa  —  a:^%cra  l'autre  partie , 
el  la  somme  de  leurs  racines  carrées  aura  pour  expression 
X  -t-V^2a  — x'j  c'est  cette  expression  dont  il  faut  déterminer- 
le  maximum. 


Posons  x  +  V^M  — x*  =  jr. 

Pour  résoudre  cette  équation^  il  faut  chasser  lo  radical.  On 
a  d'abord ,  en  transposant  le  terme  x  dans  le  secoiAT  membre, 

V/aa  —  x^=y — a?, 
d*où,  élevant  au  carré,       aa  —  x»=^'-7  axy  +  x», 
ou,  ordonnant  par  rapport  à  r ,         2x^ —  ayx  =  aa  —  ^'^ 


équation  d'où  l^on  tire    x  =  ^±i  \J  ^  +  ^^  ^^  > 

•* 

ou  simplifiant ,  x  =  ^  i^r  ^  V ^  —  y*« 

Pour  que  les  deux  valeurs  de  x  soient  réelles ,  il  faut  que  y* 
soit  tout  au  plus  égal  à  ^a\  donc  2  ^a  est  la  plus  grande  valeur 
que  puisse  recevoir  y. 

Mais  si  l'on  fait  j'  =  2V/a,  il  en  résulte  x=v/a,  d'où  l'on 
déduit  x*  =  a  et  2a  —  x*=:a. 

Ainsi ,  ia  nombre  donné  2a  (/oi/  être  divisé  en  deux  parties 
égcUesj  pour  que  la  somme  des  racines  carrées  de  ces  deux 
parties  soit  un  maximum.  Ce  maximum  est  d'ailleurs  égal  à 
2V/a. 

Soit,  par  exemple,  72  le  nombre  proposé;  on  a  72  =  36-|-  36  ; 
d'où  V^36-|- V36=  12;  c'est  le  maximum  des  valeurs  qu'on 
puisse  obtenir  pour  la  somme  des  racines  carrées  des  deux 
parties  de  •72. 

Et  en  effet,  décomposons  72  en  64  +  8  ;  on  a  V/'64  =  8, 
V/8  =2  +  une  fract.  ;  d'où  V/64  -H  \/8  =  10  -}-  une  fract  ; 
soitcncore72=49+23-,ona  4/49=7,  4/23=  4+ une  fract.; 
donc  V^49  +  V^3  =11+  une  fract. 
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Considérons ,  pour  3*  exemple , /  expresâ^on  ,    ^      %w  ■  >  gri*  u 
9*agU  de  rendre  un  bunocum  (m  étant  supposé^  /») . 

Po5ons^i!^^l±^n=y;  d'où  m»x*—  (m*— /i*)  ^.xs=— n*  ; 

on  en  déduit    ^_-(^'— ^*)>y  ±:— V(m*— /ï*)y— 4'^''«'. 

Or^  pour  que  les  deux  valeurs  de  Xy  correspOTidantes  à  une  va- 
leur de  y ,  soient  réelles,  il  faut  évidemment  que  (m*  — n*)*^* 
soit  au  moins  égal  à  i^m^n*^  et  y  par  conséquent ,  que  y  soit  an 

moins  écal  a  — ; ;.  Amsi ,  — ; r  est  Je  minimum  des  va-' 

^^        m*—  n*  711* —  n* 

leurs  que  puisse  recevoir  la  fonction  y.  t 

Mais  si  l'on  fait  y  =  — ; r,    dans  Texpression  de  x,  le 

radical  disparaît,  et  la  valeur  de  x  devient 

m*  —  /i'  a/n/j  n 


2/71*  ;7l'  —  71*  771 

Celte  valeur,  x  =  —,  est  donc  celle  qui  rend  l'expression 

proposée  un  minimum, 

1 1  o.  Ces  exemples  suffisent  pour  mettre  au  fait  de  la  marclie 
qu'il  faut  suivre  dans  la  résolution  de  ces  sortes  de  questions . 

Après  aifoir  formé  l'expression  algébrique  de  la  quantité 
susceptible  de  deyenir^  soit  vm  maximum  ,  soit  un  MiNiMVBf , 
on  régale  à  une  lettre  quelconque  y.  «Si  V équation  que  Von 
obtient  ainsi  est  du  second  degré  «/»  x  (  x  désignant  la  quan^ 
tité  variable  qui  entre  dans  ^expression  algébrique)j  on  la 
résout  par  rapport  à  x  ;  puis  on  égale  à  zéro  la  quantité  sou-»' 
mise  au  radical^  et  l'on  tire  de  cette  dernière  équation  une 
valeur  de  jj  qui  représente  alors  le  jnaximum  ou  le  minimum 
clierché.  Substituant  enfin  cette  valeur  de  j  dans  r expression 
de  \j  an  a  la  valeur  de  cette  dernière^  variàblej  propre  m  sa* 
^ foire  à  VénOHcé. 


1 82  VROVRlàvES 

N.  B,  S'il  arrivait  que  la  quantité  sous  le  radical  restât  essen- 
tiellement positive,  quelle  que  fût  la  valeur  de  y  y  on  en  conclu- 
rait que  l'expression  proposée  pourra U  passer  par  tous  les  états 
de  grandeur  possibles,  en  d'autres  termes ,  qu*elle  aurait  Vinfini 
pour  MAXIMUM,  et  opour  mikimum. 

4x*4-4ar  — 3 
Soit,  pour  nouvel  exemple,  l'expression  — ^ — -r-^r — ;  on 

demande  si  cette  expression  est  susceptible  d'un  maximum  ou 
d'un  minimum  ? 

Il  en  résulte  l'équation  4^*  —  ^{3y — i)  x=6y-4-3,  d'où 
l'on  déduit  a:  =  — —  it  -  1/9^^*+ 4*  ^r,  quelque  valeur 

qu'on  donne  à  yj  la  quantité  sous  le  radical  sera  toujours  posi- 
tive. Ainsi,  y  ou  l'expression  proposée  peut  passer  par  tous  les 
états  de  grandeur. 

Dans  les  exemples  précédens,  la  quantité  sous  le  radical  de 
la  valeur  de  x  ne  renfermait  que  deux  parties,  l'une  alTectée 
de^ou  de^%  et  l'autre  toute  connue,  et  il  a  été  facile  d'ob- 
tenir le  maximum  ou  le  mininuim  dont  la  fonction  était 
susceptible.  Mais  il  peut  arriver  que  la  quantité  soumise 
au  radical  soit  un  trinôme  du  second  degré  de  la  forme... 
77ij^*+/iy-|-p.  Dans  ce  cas,  la  question  devient  plus  diffi- 
cile, et  pour  mettre  en  état  de  la  résoudre  complètement,  il 
est  nécessaire  de  démontrer  plusieurs  propriétés  relatives  à 
ces  trinômes. 

Propriétés  des  trinômes  du  second  degré, 

m.  On  appelle  trinôme  du  second  degré j  toute  expression 

algébrique  qui  peut  être  ramenée  à  la  forme     my^^ny+p  , 

m,  n  et j9  étant  des  quantités  connues  de  signes  quelconques,  j^ 

.désignant  d'ailleurs  une  variable j  c'est-a-dirc  une  quantité  que 

l'on  fait  passer  par  dilFcrens  c  t:\ls  de  grandeur. 
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mni  dits  des  triiioines  du  secûud  degré  en  y* 
Si  Pou  égale  h  û  le  trinôme  fJ^y^+^y^Pt  C6  qui  dmma^ 


on  pent  ftiire  trob  faypolîhëses  princigiles,  par  rapport  à  k 
nature  des  Talenrs  de  y  qu'on  Tient  d'obtenir. 

On  pent  woir  n^-^/imp^Oj  ou  positif;  dans  ce  caSj  les 
deux  radnes  sont  rêêUes  et  inégales  de  signes  quelconques* 

On  bien,  n^^^/^pzizo,  auquel  cas  les  deux  racines  sont 
réelies  et  égales. 

On  bien  enfin,  n*=4nip^Oy  ou  négatif;  alors  les  deoz 
,  racines  sont  imaginaires. 

Cela  posé,  roici  les  propriétés  relatives  à  ces  différens  cas  : 

Premièrement.  Toutes  les  fois  qu'un  trinôme  du  second 
degré  est  tel  qu'en  l'égalant  a  o,  et  résolvant  l'équation  qui  en. 
résulte  ,on  obtient  deux  racines  réelles  et  inégales, /dute  quantité 
(  positive  ou  négatijre  )  comprise  entre  les  deux  racines^  et 
substituée  à  la  place  de  y  dans  le  trinôme  ^  donne  nécessai^ 
rement  un  résultat  de  signe  contraire  à  celui  dont  le  cœffir 
cient  de  J^  est  affecté;  mais  toute  quantité  non  comprise  entre 
les  deux  racines  et  substituée  à  la  place  de  jj  donne  un  ré'» 
Multat  de  même  signe  que  le  coefficient  de  j\ 

En  e£Eet,  désignons  pary  et  j^'iles  deux  racines  (supposées 

réelles)  de  l'équation      Tny* +ny+p=:Of 

Le  premier  membre  m  (y  H y+  —j  peut  (  n*  98)  se 

mettre  sous  la  forme m(y — y)  (y— y*)'  Ainsi  l'on  a 

my  +  ny+p  =  m{y'^y){y—y''), 
quelque  valeur  qu'on  donne  iy. 


on 
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Cela  posé,  soit  *  une  quantité  comprise  entre  y  et  y^y  c'est- 
à-dire  telle  que  Ton  aîtii>  ou  <y,  mais  «  <;ou>y ,  il  en 
résulte  a  —  y  >  ou  <  o ,  mais  a  —  y'<  ou  >  o  ;  d'o&  Ton 
voit  que  les  facteurs  «  —  y,  «  —  y,  sont  de  signes  con- 
traires; ainsi  leur  produit,  (•  — y)(« — y),  est  négatif 
Donc,  m(at — y')  (« — y"),  ou  sa  valeur  ma'+na  +  p,  est  de 
signe  contraire  h  celui  dont  m  est  affecté. 

Si,  au  contraire  ,  on  suppose  en  même  temps  «>  ou  <[  y  et 
flc>  ou  <  y,  d'où  l'on  uéduit  et — y'  >  ou  <o  ;  et  « — y"  >  ou 
4^0,  les  deux  facteurs  sont  de  même  signe;  dono,Ieur  produit 
(« — y)(ût — y)  est  positif,  par  conséquent,  m(« — J'')(« — y") 
ou  ma* -f- /?«+/),  est  Je  même  signe  que  //i.  C.Q.F.D. 

j?/»  second  lieuj  si  les  deux  racines  sont  réelles  et  égales ,  toute, 
{quantité  différente  de  celle  qui  réduit  le  trinôme  à  o,  substituée 
dans  ce  trinôme j  donne  un  résultat  de  m^me  signe  que  le 
coefficient  de  y*. 

En  effet,  puisque  les  deux  racines  sont  égales,  on  a  la  rela- 
tion /i"  —  /impz=:Oy  d'où  l'on  tire  p=  r—; dès Iors,le trinôme 

^y-hny  +p,  ou  m  f  y  H ^  H \  peut  se  mettre  sous  la 

forme  m  (y  +  ^^+^.)  ="»  (>>+  £)'•  Or ,  il  est  évi- 

dent  que  pour  ton  te  valeur  de  y,  autre  que—  ,   la  quantité 

(y  +  • — j  sera  positive.  Ainsi, iwT^-j j  ,  ou  wiy+/»y-f-p, 

sera  de  même  signe  que  m .  C .  Q .  F .  D. 

Trois ièmemeàl,  Enfin,  si  les  deux  racines  sont  imaginaires, 
toute  quantité  réelle  positive  et  négatii^e,  substituée  à  la  place 
de  jj  donnera  un  résultat  de  même  signe  que  le  coefficient 
def. 

Car,  puisque  les  deux  racines  sont  imaginaires ,  on  a  la  re- 
lation n*  —  ^mp  <  o-,  d'où  /{mp  ^  7i%  ou  bien  (n**  io5),  divisant 

par  /\m*,...  —  >7— i- 
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Soîtdonc      ^=37—;+  k*...j  i^  d&igoani  une  quantité. 
essentieHement  pofithe;  il  en  résulte 

quantité  qui  reit    a  toujours  de  mente  signe  que  m ,  quelque 
valeur  que  l'on  y  substitue  pour  y. 

I IX  La  seconde  propriété  nous  conduit  naturellement  k  parler 
d'une  prop<Mition  qui  est  d'un  fréquent  usage  dans  l'analyse. 

Tottim  lu  Jbiê  qu'un  trinôme  du  ^  degrés  niy'+nj  +  p, 
eU  un  carré  jparfaUj  on  a  entre  ees  ooefficiBns  la  relation 
n*  —  4mp  =  ^ 

En  effet 9  si  ce  trinôme  est  un  carré  pai:fait  et  te  la  forme 
(jaily  +  !»')•,  les  deux  racines  de  l'équation  my*  +  /^y +pj=  o 
doivent  être  égalée.  Or ,  pour  qu'elles  soient  égales ,  il  fjpiut  que 
la  quantité  sous  le  radical ,  ou  n*  —  ^mp ,  goit  nulle.  On  a  donc 
la  relation  1»*  —  ^mp  :=  o . 

RJeiproquement.  Si  l'on  a  entre  les  ooefficiens  la  relation 
n*  —  ^mp  s=  o ,  le  trinôme  est  un  carré  pariait  \  car  on  déduit 

de  cette  relation  ^  0=3-7—;  d'où 
^/n 

^i3.  Voyons  actuellement  l'usage  de  ces  propriétés,  dans  la 
résolntion  des  questions  de  inaximia  et  minimie* 
Soit  proposé  de  déterminer  si,  lorsqu'on  fait  varier  x^  la  fonc- 

tion        M  -^^  -7 — ,  peut  passer  par  tous  les  états  de  grandeur. 
Posons  — ?^^"\j^'  =J>  ^o"  x'— 2(3y+ 1  )a:'=— 2 1  — f  4y^ 
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Soient  x  ei  y  les  denx  nombres  cliei'cbés  ;  on  a  les  équations 

ex  +  iy  =  2s , 
xy=p. 

%8  ""  dX 

De  la  première,  on  tire  j'  = r >  d'où,  substituant  dans 

la  seconde  et  réduisant,     ax*  —  28Xt=z  —  bp. 

8  I      /■  ■     .  ■ 

Donc,  x==-±:-V/«* — abp, 

a      a 

et  parconséquent,j^=T  Hh  Ir  **  —  ^^P' 

Le  problème  est,  comme  on  le  voit,  susceptible  de  deux  solu- 
tions directes,  car  s  est  évidemment  >  V  «*  —  ahp  \  maïs  pour 
qu'elles  soient  réelles,  il  faut  que  l'on  ait  «'  >  ou  =:aftp. 

Soit  a  =  6=  I  •  les  valeurs  de  x  et  de  y  se  réduisent  à 

x  =  *±:V/fi*— /?    et    y  =  «q:V^s* — p- 

D'où  l'on  voit  que  les  deux  valeurs  de  y  sont  égales  à  celles 
de  X,  prises  dans  un  ordre  inverse;  ce  qui  veut  dire  que  si 
«  +  K  «■— /)  représente  la  valeur  de  x,  s  —  V^^*  —  p  repré- 
sente la  valeur  correspondante  de  ^,  et  réciproquement. 

On  interprète  cette  circonstance^  en  observant  que  les  équa- 

C    X™ï~VSSS25« 

lions  se  réduisent,  dans  ce  cas  particulier,  à  <  *^ 

et  alors,  la  question  revient  à  trouver  deux  nombres  dont  la 
somme  soit  2s^  et  dont  le  produit  soi^  p,  ou,  en  d'autres  termes, 
à  partager  un  nombre  25  en  deux  parties j  dont  le  produit  soit 
égal  à  un  nombre  donné  p. 

Or,  on  a  vu  (n**  loo)  que  les  deux  parties  sont  nécessaire- 
ment  liées  entre  elles  par  une  même  équation  du  second  degré 
X*  —  ajîx  -f.p  =  o ,  dont  le  coefficient  du  second  terms  est  la^ 
somme  as  prise  en  signe  contraire^  et  le  dernier  terme  est  le 
produit  p  des  deux  parties. 

II 5.    Second   problème.    Trouver  quatre  nombres  en  pro- 
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portion^ connaiêsatU  la  êomms  as  dêê  extrêmes,  la  somme  as' 
des  wsqyenSM  «<  ^  somme  4c*  des  carrés* 

Désignons  par  u,  x^y^  z,  les  qoatre  termes  de  la  proportion  ; 
on  a,  pour  les  équations  du  problème^  ea  Tertu  des  données  et 
de  la  propriété  fondamentale  des  proportions , 

u  +  z  =  ns, 

•    x-f-y^z^s', 

ia  =  xy. 

An  prenûer  abord ,  U  peut  paraître  difficile  de  trouver  les  isr- 
leurs  des  inoonnnes;  maia,  à  l'aide  d'une  inconnue  auxiUaire, 
op  parvient  à  ht  déterminer  simplement. 

En  effet,  .aoit  p  le  produit  inconnu  des  extrêmes  ou  des 
moyens^oii  a 

«•.Leséquatîons  ^+*==^>idonnent  1"=^+^^?^' 

(  Kcyem  le  problème  précédent.  ) 

a'Mies  équations  {       ^         'qui  donnent/        ,        ,—ZjL* 

^  l      xy=p,    ^  U=:«'— V/fi'»— p. 

On  voit  donc  dé|jà  qite  la  détermination  des  quatre  inconnues 
ne  dépend  pins  que  de  celle  du  produit />. 

Or  y  si  l'on  subatitoe  ces  valeurs  Ai^u^x^y  ^z  dans  la  dernière 
des  équations  du  problème  ^  il  vient 

ou,  développant  et  faisant  les  réductions, 

^•-(-4,'«_4p=4c»;     donc    p=s*4-«'*  — c». 
Reportant  cette  valeur  de  p  dans  les  expressions  de  u ,  x^y^  z, 

\   on  trouve  enfin  }  , -.  ,      ^  . 
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Ces  quTili'^  nombres  cyn^tîtitéiii  évitlemiuenl  une  [impoH' 

car  0!i  a 


A.  /;.  Ce  problëmea  que  nous  arons  extrait  de  V^tiièbred^ 
ISL  h\ni\\Uv  t  est  propre  à  faire  voir  conibioti  rîntrodydîoi 
tVimc  invontme  auxiliaire  cUds  «il  calcul j  facilîlc  b  cictermi 
nalion  «Jes  înconDUès  prîocî pales.  On  trouve,  tbns  t*ouTn| 
f^vïc  no  ILS  yenoiis  de  citer  j  d'autres  pro  Mêmes  du  inétue  i^enre 
qiu  coaduisent  à  des  cquatioiià  d^un  degré  supérieur  nu  seof^nj 
et  que  tir-iomoitiSj  on  peut  résoudre  à  l'aide  d^équalboi  ^ 
prLiaiûr  et  da  ieeonil  degrés  eu  introduisant  des  ineomm 
aïixiiiairea. 

1 16.  CLmsulérons  m  a  m  tenant  le  cas  oîi  un  proWètiie  donne 
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S  deul  équations ,  on  obtiendrait ,  en  retranctiant  ces.  deux 
[nations  l'une  de  l'autre,  une  équation  du  premier  degré  en  x^ 
li  pourrait  être  substituée  à  l'une  des  équations  proposées;  de 
tte équation,  l'on  tirerait  la  valeur  de  x  enj^  ^et  reportant  cette 
leur  dans  une  des  équations  proposées,  on  parTiendrait  à  une 
nation  qui  ne  renfermerait  plus  que  l'inconnuej. 
Or,  si  l'on  multiplie  la  première  équation  par  c,  et  la  seconde 
r  c,  il  vient 

cc'x»  +  {by  +f)  c'x  +  (ay>  +  c/j  +  ^)  c'  =  o, 
cc'^  +  (^>+/)  ex    +  («y  +  cfy  +  /)  c    =  o; 

nations  qui  peuvent  remplacer  les  précédentes,  et  dans  les- 
lelles  le  coefficient  de  x^  est  le  même. 
En  les  soustrayant,  on  trouve 

4c'  —  cV)y  +fo'  —  c/]  X  +  {ac'  —  ca')  y^  +  {dc'^c<e)y 

qoaUon  qui  donne  x  =  i yr^ — rk .    r-,         J — —- 

Cette  expression  de  «,  substituée  dans  l'une  des  équations 
ropoiées,  donnerait  une  équation  finale  en  y. 

Mais,  sans  effectuer  cette  substitution,  qui  entraînerait  dans 
D  résultat  très  compliqué,  il  est  facile  de  reconnaître  que  Té- 
nation  en  y  doit  être  en  général  du  quatrième  degré;  car  le 
nmératenr  de  l'expression  de  x  étant  de  la  forme  ^y^-^-ny^p , 
Kl  carré ,  ou  l'expression  de  «*,  est  du  quatrième  degrc;  or,  ce 
arré  forme  l'une  des  parties  du  résultat  de  la  substitution. 

Donc,  en  général ,  la  résolution  de  deux  équations  du  second 
iegréà  deux  inconnues  dépend  de  celle  d^une  équation  du  qua- 
^me  degré  à  une  seule  inconnue, 

117.  Il  est  une  classe  d'équations  du  quatrième  degré,  dont 
(i  peut  ramener  la  résolution  à  celle  des  équations  du  second 
«Sgré;  ce  sont  les  équations  de  la  forme  x*  +/?**  +  (7  =  0. 
'o  les  appelle  équations  trinômes  ou  bicarrées ^  parce  qu'elles 
s  contiennent  que  trois  espèces  de  termes  :  des  termes  en  x^, 
^  termes  en  x*,  et  des  termes  tout  connus. 
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Pour  résoudre  Péquatiou  x*  +px"  +  5^=0,  on  pose,  pour 
le  moment,  **  =  j<,  ce  qui  réduit  l'équation  à 


y+/>y  +  y=o»  d'o&rontirej'ïs—^ ±1^/^—3'; 
malsTéquation,     «'œj'    donne   jf  =  ±:  Vy. 

Donc,        ,  =  ±v/-^±^/^. 

On  reconnaît ,  par  le  fait  même  de  la  résolution  de  l'équation, 
que  l'inconnue  a  quatre  yaleurs,  puisque  chacun  des  signet  + 
et  — «  qui  affectent  le  premier  radical ,  peut  être  successÎTtf- 
ment  combiné  avec  chacun  des  deux  signes  qui  affectent  le 
second;  num  ces  valeurê  sont  égales  et  de  signes  contra  ires j  deux 
à  deux» 

Soit,  par  exemple,  l'équation     x^  —  ^Sx*  =  —  i44; 
si  Ton  pose  x*ssy,  il  vient  y*  —  aSy  =  —  i44> 

d'où  Ton  tire  ^  =  i6 ,    ^  =  9. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  x*  =^,  on  obtient 
i«,  ar»=i6,     d'oà  *  =  ±:4;     2^  :r«  =  9,     d'où     *  =  dt3. 

Ainsi ,  les  quatre  valeurs  sont  +  4>  —  4>"4"^et  —  3. 

Soit  encore  l'équation  x^  —  ']x*  =  8.  Posons  x*  -^ly,  Péquation 
devient         ^■  —  7^=8;  d'où  ^=8  et  y'=-^  i. 

Donc,     l^  4P*  =  8,    d'où     ;f  =  =h  ay/'a;     a°.  ap*  =  —  1 , 

d'où     x=zdtl{/ — i;     les  deux  dernières  valeurs  de  x  sont 
imaginaires. 

Soit  l'équation  algébrique  x^  —  {2bc  +  4^')  ^  =  —  * V  ; 
posons  x^=y,  l'équation  devient  y*  —  {zbc  +  4^*)^  =—  6V  ; 
d'où  l'on  déduit  y=  ^4-  aa*  dz  2a  V  bc  -f   «*  , 

et  par  cons.'qucnt,   j:  =  di   V  bc  +  2«*  it  2a  V^^  -^    J7 


Eximsiion  de  la  r\acine  cartel  ttmiê  expre»9iùn  en  partie 
ratiofintUf  et  en  partie  radicaie, 

1 18.  La  réiolntJon  de  VéquaHon  trinôme  du  quatrième  degré 
donne  naiflWDoe  à  une  nonrelle  espèce  d'opération  algébrique  ; 
c^est  f  extraction  de  la  racine  carrée  d*une  quantité  de  la 
Jmrmeadz.^  b^aetb  étant  des  quant&té5  numériques  ou  algé- 
iiriques. 

Que  FoD  ait  l'expression  3  ±:V/  5  a  élever  au  carré. 

On  lrouTe(3±:v/5)*=9di6i/  5+5=i4d:6|/  5 
donc     réciproquementj  ^  14^6^/5 = 3  db  ^Z  5. 

Pareillement,  (i/7dbv/ii)»=i7rh2V/7Xl/ii  +  ii 

=  i8:t:2j/^; 


donc  réciproquement  y      V  184-2^^77=  i/']dz\/ii. 


D'où  l'on  Toit  qu'une  expression  telle  que  ^a±i^b,  peut 
quelquefois  être  ramenée  à  la  forme  a'±\/b'  ou  {/a^dz^b'  ; 
et ,  lorsque  celte  transformation  est  possible  ,it  est  avantageux  de 
l'effectuer,  puisqu'alors  on  n'a  qu'une  ou  deux  racines  carrées 
simples  k extraire^tandis  que  l'expression  \/a±y  b  exige  qu'on 
extraie  une  racine  carrée  de  racine  carrée. 

n^  Nous  nous  proposerons  donc  cette  question  :  Une  quan- 
tité  de  la  forme  a±:v/b,  étatU  donnée j  reconnaître  si  cette 
quantité  est  le  carré  d'une  expression  de  la  /orme  a! dn^  h\ 
ou  |/a'd:|/  h\  et  déterminer  cette  racine. 

Appelons,  en  général ,  p  et  7,  les  deux  parties  dont  la  racine 
carrée  dea  +  ^b  est  censée  se  composer  ',petq  sont  alors  deux 
monômes  irrationnels  du  second  degrés  ou  bien,  l'un  une  quan^ 
tilé  rationnelle j  et  l'autre  un  monôme  irrationnel. 

C«'!a  posé ,  otinervons  d'abord  que  ,  si  l'on  a 


\/a  +  \/hr=zp  +  q (0, 

il  en  résulte  nécessairement 

i3 


«si 


h^xiATiojt»  Tumomm 


Cp$i  équations p  niultlpliéeâ  entre  elles,  donsenl 

l/a-^t^p*^  q^. (5). 

Or,  ptitsç|i2e  peiqmni  Hoax  monomas  irrationnets^  oQ 
ratîoiiuel  et  FaalTi?  irrationnel^  il  s'ensuil  qu6  p*et  ç*  di 
être  rationnels f  «iiisî,p'— f*,  ùû  sa  Taleur,  V^a" — ^,  i 
ces  sa  ire  m  eut  une  qunittîté  rAtîdmid'e, 

D'oLi  l'oîi  peut  déjà  caïiclure  que^  si  a±\/^esHei 
d'une  (luantïté  de  la  fornic  a'±i/i',ou  \/a*:±.\/b%  Teii 
sien  û* —  b  doit  être  un  carré  parfatL  Cest  le  caracii*jr«  aii 
on  reconnaît  la  possrhiUlé  de  Popération-  -  j 

Soit  donc  fi ^  —  i  un  carré  parfait  ^  et  posons  v/a*^ es 


'^-t'*. «.,_,      /,-^    l'-r:. 

•^*-</^^^^£^ 

(I*  double  signe -»-j       .  =*    >'--(7). 

^  «  qu'en  génL"^'     "*  '«second  n,eml 

•«^i  il  vieue    "'^''''  '«  «'«^"x  »eu^  df;^^^'^-  en  eflet 

"*»  ^  première  au 

hU'b^^àLSj^a  —  c  '  ,-^ 

»'«  relation  ^/^r::::^  ^     -«-^|/^ï:r?. 

'«="««'•«.•*  de  même  la  «oo„.  ,     ^*-«+P^*. 

«•  ^'-.«..  C..„eT:      "*"'" 

'"^««'-,  quelle  ,,«  jn    ■"""''^'"'••"-'«(ej.t.  . 

'-^  on  Z!uSt  '-'^^-^  ^eTSre'T'^ 

»■  '  ^^  ""^'  *  -*-.  fait:'?'  ""'•J- 

'^t'onclicu   „       .  ^^ '«i>ressioa 

'  '0"<,ue  «Ci  S"^''^''  «  eflbctaer  cette  t 

*  est  un  carré  parfait.  ''"«"«forma- 

ï3.. 
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y/a—y/b^p--^ (a). 

Ces  «([uatloiis,  multipliées  entre  elles ,  donnent 

\/a^-^b=p*—q^ (3). 

Ofj  puisque  p  et  9  sont  deux  monômes  irrationnels,  on  Pan 
rationnel  et  l'autre  irrationnel,  il  s'ensuit  que  f*et  ç'doÎTeDt 
être  rationnels;  ainsi, p"— 9%  ou  sa  Taleur,V/a' — b,  est  ne* 
cessairement  une  quantité  rationnelle. 

D'où  l'on  peut  déji  conclure  que,  si  a±:{/T'est\e  curé 
d'une  quantité  de  la  forme  a'±^  b',oa  \/a':h^b',  l'expres- 
sion a* —  b  doit  être  un  carré  parfait,  Cest  le  caractère  auquel 
on  reconnaît  la  possibilité  de  Popér^tion. 

Soit  donc  a' — 4  un  carré  parfait,  et  posons  V^fl* — 6=c; 
Péquation  (3)  deyieut 

p^-q'=c. 

D'ailleurs,  les  équations  (i)  et  (2)  étant  éleifées  an  eané^ 
donnent 

d'où ,  en  ajoutant  membre  à  membre , 

?'+?•=« (4); 

mais  on  a  déjà  p* — q*  =c (5)  ; 

donc ,  ajoutant  ces  nouvelles  équations,  et  retranchant  la  a*  de 
la  !'•,  on  obtient 

ap»=fl-fc, 

9.q^T=a — c; 


et    par    conséquent       ^  


DU  8xcoN]>  inofté.  iqS 

OU  plus  clairement, 

v-i+Fî-zt  (v/iï^+  y/^). . .  .(6,, 
•.-=7i=±(v/^-\/^)--W- 

(Le  double  signe  db^dont  le  second  membre  est  alTccté,  vient 
de  ce  qu'en  général,  l'expression  d'une  racine  carrée  peut  être 
iudiOëremmcnt  aflcctcc  du  signe  +  ou  du  signe  — .) 

Ces  deux  formules  peuvent  ^,tre  vérifiées  à  posteriori;  en  eflet 
élevons,  par  exemple,  les  deux  membres  de  la  prcniiëre  au 
carré,  il  vient 


mais  la  relation  |/a*  —  i  =  c  donne  c*=  o'— ^; 
on  a  donc  a+-|/ *=a +v/a»  —  a*+bz=a  +\^b. 

On  Ycrifierait  de  même  la  seconde  formule. 

130.  Remarque,  Comme  l'exactitude  dçs  formules  (6)  et  (^) 
est  constatée ,  quelle  que  soit  la  quantité  c  ,  ou  V^a*  —  b,  il 
s'ensuit  que ,  quand  bien  même  a*  —  A  ne  .serait  pas  un  carré 
parfait,  on  pourrait  encore  remplacer  les  expressions  V^cz  -f-  j/6 
cH/a — y  bj  par  les  seconds  membres  des  égalités  (6)  et  (7)  ; 
mais  alors,  on  serait  loin  d'avoir  simplifié  la  question,  puisque 
les  quantités  p  et  ^  seraient  de  même  forme  que  l'expression 
proposée.  "" 

Il  n'y  a  donc  lieu ,  en  général ,  à  efTectuer  cette  transforma- 
tion que  lorsque  «*—  6  est  un  carré  parfait. 

i3.. 
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121.  Appliquons  les  formules  (6)  et  (7 )  i  q uelques  esomplei , 
Soit  d'abord  l'exprestion  numérique  94  +  4^  V^f  V^  rerlenj 
à  94 +1/8820-  On  a 


d'où 


a=:94*     &=:8820, 


quantité  rationnelle.  Ainsi,  la  formule  (i)  est  applicable. 
11  vient 

ou  réduisant,  =dt  (1/  49  +  i/45), 

ou  bien  enfin, 

l/94  +  4a»/5  =  =t(7  +  3v/5). 
En  effet,      (7  +  3|/5)»=49+ 45  +  4^*1/ 5 
=  94+4î*  1/5. 

Soit  encore  Texpression 

S/np'^ixm^^'^im}/  np  +  m'  ; 
on  a  i2  =  i»p+aFn*,    6=4''*'('V+''**)7 

d'oii  a»— i=:jiV> 

et  c     ou     v/a*  — 6=ifp; 

d«inc,  la  formule  (7)  est  applicable.  EUe  donne,  pour  la  racine 
demandée, 

ou  réduisant ,         zt  (  ynp + /»•—  m) . 
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Eo  effet, 

(l/np  +  m*  —  m)*  =  np  +  ai»*  —  aml/ntp  •4*''**' 
Soit,  pour  troiil^iDe  exemple,  à  sîraplifier  Pexpretsion 

^16  + 30»/:^  +  V^i6  — 3oV/^; 
en  appliquant  les  formules  prikrédcntes ,  on  trouTerait 

V^e+So  1/ ~=5+3  V/^,  n/i6— 3oV/=Î7=5-3/^j 
donc,      V/i6  +  3o\/.^4-  \/i6  — 3oV/ir7=  ,o. 

Ce  dernier  exemple  fait  ressortir,  plus  que  tous  les  autres, 
l'utilité  du  problème  général  dont  nous  Tenons  de  nous  occuper  ; 
car  il  prouve  que  des  expressions  imaginaires  combinées  entre 
elles,  peuvent  donner  lieu  à  des  résultats  réels j  même  nz- 
iionnelê. 

Les  élèves  pourront  s'exercer  sur  les  exemples  suivans  : 

V'28+iov73=5+|/3;\/i+4V^^  =  a+V/=l; 
V  ûZ^  +  4c'  —d*  -f  a  y^^abc*—abd^=  s/âb+X/ ^c^—cC. 


CHAPITRE  IV. 

Analyse  indéterminée  du  premier  et  du  second  degré. 

Introduction.  Lohsquz  l'énoncé  d'un  prablème  fournit  moins 
d'équations  qu'il  n'y  a  d'inconnues,  le  problème  est  dit  in- 
dtlertniné^  en  ce  sens  que  (ii®  55)  ses  équations  peuvent  être 
satisfaites  par  une  infînité  de  systèmes  de  valeurs  attribuées  aux 
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inconnues.  Mais  il  arrive  souvent  que  la  nature  de  la  question 
exige  que  les  valeurs  des  inconnues  soient  exprimées  en  nombres 
entiers^  dans  ce  cas,  l'une  des  inconnues,  à  laquelle  on  pou—  . 
vait  d'abord  donner  une  valeur  tout- à-fait  arbitraire,  ne  doit 
plus  recevoir  que  des  valeurs  entières  et  telles,  que  la  valeur 
correspondante  de  l'autre  inconnue  ou  de  cbacune  des  autres 
inconnues  soit  aussi  exprimée  en  nombres  entiers.  Or,  cette 
condition  restreint  beaucoup  le  nombre  des  solutions^  surtout  si 
Von  ne  veut  tenir  compte  que  des  solutions  directes j  c'est-à- 
dire  des  solutions  en  nombres  entiers  et  positifs  pour  toutes  les 
inconnues. 

L'objet  de  fxvAursB  isviTEKUwtE  du  premier  Dsoai  est  de  re-* 
soudre  les  questions  indéterminées  du  premier  degré  en  nombres 
entiers  et  positifs.  Nous  verrons  plus  loin  le  but  que  l'on  se  pro- 
pose dans  l'analyse  indéterminée  du  second  degré. 

§  !•'.   Équations  et  Problèmes  du  premier  degré  à 
deux  inconnues. 

12a.  Toute  équation  du  premier  degré  à  deux  inconnues  peut 
(n* 66) être  ramenée  à  la  forme  aa:+iy=c;  a,  A,  c, désignant 
des  nombres  entiers,  positifs  ou  néi^alifs. 

INous  commencerons  par  faire  oliserver  que,  si  les  coefficiens 
a  «/  b  ont  un  facteur  commun  qui  ne  divise  pas  le  second 
membre  c  j  l'équation  ne  peut  être  satisfaite  par  des  nombres 
entiers. 

Car  soit  a-s^ha'j  A= hb'^  l'équation  devient  /za'o:-}-  Ai^=s c, 

c 
d'où  l'on  lire  a'x-f-  i^  =  -7,  équation  qui  ne  peut  être  satisfaite 

par  aucun  système  de  valeurs  entières  de  x  et  de  ^ ,  tant  que  c 
n'est  pas  divisible  par  h, 

^[ous  supposerons ,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  que  a  et  6  soient 
des  nombres  premiers  entre  eux;  puisque ,  s'ils  avaient  un  facteur 
commun,  il  faudrait  que  c  renfermât  aussi  ce  facteur, auquel  cas 
ou  pourrait  le  supprimer  dans  l'cqualion. 
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ii3.  Pour  plus  de  clarté,  nous  traiterons  d'abord  des  équa- 
tions partîcalîères ,  et  nous  généraliserons  ensuite. 

PiRXitdkiS  QUES'fiOK.  Partiiger  \^  en  deiix  parties,  dont 
l'une  soit  dwisible  par  8  et  Vautre  par  1 3  ? 

Désignops  par  x  ci  y  les  quotieos  de  la  division  des  deux 
parties  cherchées  par  les  nombres  respectifs  8  et  1 3;. il  est 
clair  que  8x  et  i3j^  expriment  ces  deux  parties  >  et  l'on  a  l'étjua- 

tion  8x  + i3y=  iSg. ...  (i), 

qaii  d'âpre  l'énoncé ,  doit  être  résolue  en  nombres  entiers  et 
positifs  pour  x  ^jr. 

On  déduit  d'abord  de  cette  équation ,.  • . .  x&=  — ""T   3,  ^. 

onyeffectaant  la  division  autant  que  possible9X=»9—*y-f- ^-7^  • 

Observons  maintenant  que  la  valeur  de  x  sera  entlërsii  si 

n  ^"  Sv 
l'on  donne  à  y  une  valeur  telle,  que  ^ — jr-^  soit  un  nombre  en- 
tier; d'ailleurs  cette  condition  est  nécessaire;  ainsi,  il  faut  et 
il  suffit  que  - — jr —  soit  égal  à  un  nombre  entier  quelconque. 
Soit  t  ce  nombre  entier  (  ^  est  dit  une  indéterminée  )  ;  il  en 

résulte... 1:^  =  ^    d'oà    5y  +  8^  =  7...    (2)^ 

et  la  valeur  de  x  devient    x  =  19  —  y  +  t. 

Toute  valeur  entière  de  t  qui,  substituée  dans  Péquation  (a), 
en  donnera  une  semblable  pour  y^  satisfera  à  la  condition 

que       ç^       «oit  entier;  ainsi ,  les  deux  valeurs  de  a;  et  de  j^ 

correspondantes  seront  entières  et  satisferont  d'ailleurs  à  l'équa- 
tion (0,  qui  résulte  évidemment  de  rélimination  de  ^  enti-c 

les  deux  équations  — g —  =^>  ^*^*9  —  3^+*.  La  question 

est  donc  ramenée  à  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation  (:>.), 
dont  les  coelTicicns  sont  plus  simples  que  ceux  de  Tcqua- 
tîon  (i). 
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On  tire  de  l'équation  {^) , ^  :=  ^—s — , 

ou , effectuant  la  dWiaion  en  partie,     y^^  ^  —  <  +  '     ^     • 

Toute  Taleur  entière  de  t,  qui  rendra  a  —  3^  un  multiple  de  - 
5,  donnera  aussi  pour  y  nn  nombre  entier,  et  sera  pu*  consé- 

a— 3; 
quent oonirenable. Posons  donc, — ^ —  ^i^  i  étant  une  nou- 
velle indéterminée  \  il  Tient      3/  +  5/  =:  a • . .  (3), 
et  la  valeur  de  ^  se  réduit  à  j^=i  —  *  +  /. 

(^L*équation  (a)  résulte  d'ailleurs  de  l'élimination  de  i  entre  ces. 
deux-ci.] 

La  quesUon  est  encore  ramenée  i  résoudre  en  nombres  en- 
tiers l'équation  (3),  de  laquelle  on  tire 

*—    3  ^    3    • 

a  ^^  a» 
poaona  — «  —  =  ''.  'len  résulte    af +3**^2. . .  (4), 

et  t=z  —  i  +  f. 

De  Péquatîon  (4)  on  déduit     i  = =  i  —  <• . 

f 

Posons  enfin  -  =  /^,  il  en  résulte     <"  =  a^** . . .  (5)^ 

et  i^^-f—e^ 

Gmime  dans  l'équation  (5)  ^  le  coefficient  de  f  est  égal  \ 
Vuniié,  il  s'ensuit  que  toute  râleur  entière  attribuée  à  /*  en 
donnera  une  semblable  pour  t".  D'ailleurs ,  les  deux  inconnues 
principales  x  et  ^ ,  et  les  inconnues  intermédiaires  i^^^feif^ 
sont  liées  entre  elles  par  les  cinq  équations 

x=i9— j^+^ 

/=i  —t'—r 
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Ainsi 9  en  donnant  k  f  une  valcar  entière  quelconque,  rt 
rcmonUnt  de  la  dernière  de  ces  équations  aux  deux  premières, 
on  obtiendra  ponr  x  e\.y  dos  valeurs  entières  correspondantes, 
qui  vérifieront  nécessairement  l'cquation  proposée;  car^  d'aprcs 
les  raiaonnemens  qui  ont  été  faits  plus  haut ,  cette  équation 
résulte  de  l'élimination  Ae  tyï,  t",  /*,  entre  les  cinq  équations 
que  Fon  Tient  d'étaUrr. 

Mais  afin  de  n'attribuer  à  /*  que  des  râleurs  auxquelles  cor- 
respondent des  Taleurs  entières  et  positives  pour  x  et  y^  il 
couTient  d'exprimer  x  et  y  en /onction  immédiate  (*)  de  l'iu- 
déterminée  ou  inconnue  auxiliaire  /*,  à  l'aide  des  cinq  équa- 
tions ci-dessua. 

Or,  l'expression  de  /  devient ,  lor:iqu*ou  remplace  ^' par  sa 

valeur  en  ^»       /z=ii — a/^— ^,      ou      /rsi— 3/*, 
remontant  à  l'expression  de  /   . .  /= — t'-ht^^s — i  -|-  3/*+  a^. 
Donc  /  =  — i+5r. 

On  trouvera  de  même  >'=' — ( — i  +  5^)  4- 1  •— 3^*. 

Donc  ^=3— 8r. 

Enfin,  x=i9— (3— 80  +  (--i  +  50>  ou  x=i5+i3/''. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  ces  deux  dernières  éc|uations  re- 
produisent l'équation  proposée ,  par  l'élimination  de  ^.  En  ef- 
fet, ai  l'on  multiplie  la  première  équation  par  i3,  et  la  seconde 
par  8^  et  qu'on  ajoute  les  résultats,  il  vient 

i3^  +  8x=  iSg. 

Faisons  successivement  <*=o,  i ,  2,  3.... ,  ou  bien  /*=—  i , 
—  a,  — 3....;  les  formules  préciidcntcs  donneront  toutes  les 
valeurs  de  x*  et  dejr  en  nombres  entiers,  soit  positifs  soit  né- 
gatifs, propres  à  vérifier  la  proposée;  mais  si,  comme  l'exige 

(*)  On  appelle  yb/icf ion  d'une  lettre  conaidcrcc  comme  \>ariah/e,  t<»ulc 
cxpMsnon  qui  renferme  cette  lettre  combinée  «itcc  dfk  r|naniite6  cf>nnnck- 


20a  ANALYSE   INDéTERHUiix. 

l'énoncé,  on  ne  doit  tenir  compte  que  des  solutions  entières  et  \ 
positives j  C  ne  peut  recevoir  que  des  valeurs  qui  rendent  3 — 8/* 
et  i5  +  13^"  positifs.  Or,  il  n'y  a  évidemment  que  t*=o  et 
/^= —  I ,  qui  satisfassent  à  cette  condition  ;  car  toute  valeur 
positive  de  C  rend^  n^atif ,  et  toute  valeur  négative,  numéri- 
quement plus  grande  que  i ,  rend  x  négatif. 

Si  l'on  fait  successivement     /*=  o,   t'^sz  —  i , 

ilenrésulte  {  ^=    ^     ^="'    } 

l  X  z=z  i5,     0?=    a.    J 

Donc  les  deux  systèmes  x=i5et  ^=3,  a:  =  a  et  jr  =sii, 
sont  les  seuls  qui  vérifient  l'équation     8x  +  i3y  =  iSg. 

Quant  à  la  question  dont  cette  équation  est  la  traduction 
algébrique,  puisque  8x  et  i3y  représentent  les  deux  parties 
cherchées,  il  s'ensuit  que  8  X  i5  ou  120,  et  i3  X  3  ou  89, 
forment  une  première  solution;  que  8X2  ou  16, et  i3xii 
ou  143  forment  une  seconde  solution;  c'est^-dire  que  iSg  peut 
être  partagé,  soit  en  120 -l-Sg ,  soit  en  16  +  i43. 

124.  Soit,  pour  second  exemple ,  l'équation 

Aay 8  iSv  — 8 

On  en  déduit  d'abord  x=^^ =  27  +  — *^ . 

17  ^  17 

Pour  qu'à  une  valeur  entière  de  y^  il  corresponde  une  valeor 
entière  de  x,  il  faut  et  il  suffit  que  iSy  —  8  soit  un  multiple 

de  17.  Soit  donc     -^"^    =zt.  tétant  une  inconnue  intermé- 
^7 

diairc;  il  en  résulte       i5y — 17^:=  8...   (2), 
et  a:  =  2y  +  fc 

[L'élimination  de  t  entre  ces  deux  équations  reproduirait 

l'équation  (i).] 

8  4-17^          ,8  +  2^ 
On  déduit  de  l'équation  (2) ,    y=  — ^^  ==  *  H ^5^  » 

cl  la  nouvelle  expression,   -^^»  doit  ctrc  un  nombre  entier. 

1  \i 
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P<»taiit  -—.'=*',  on  obtient  2^— i5/=  — 8...   (3), 

L'équation  (3)  donne    *= =  7^ —  4  4"  "• 

Donc    -  doit  être  an  nombre  entier. 

a 

Poaons  enfin  -&s  ^'.  il  vient        /=  ii^, 
cl  ^=7^—4  +  /". 

I         Maintenant,  pour  exprimer  x  et  j^  en  fonction  de  l'indéler- 
r    minée  t",  rapprochons  les  quatre  équations 

«  =  ay  +  /, 

/  =  2^*'. 

L'ayant-demière  devient  t=']X2t^ — 44"^^  o'*  ^=ï5^' — 4i 
remontantà  la  seconde,  onaj'^riS^" — 4+^**»  ouj^=i7f'' — 4f 
enfin,  la  première  devient 

\X  =  2(l7t*— 4)  +  l5^— 4,    ou   X  =  4€)6''—12. 

Ces  deux  formules  reproduisent  l'équation  proposée,  par  l'é- 
limination de  /;  car,  si  l'on  multiplie  la  première  par  ^g,  la 
seconde  par  17,  et  qu'on  retranche  les  deux  résultats  l'un  de 
Tantre,  il  vient 

'  7-*^  —  49^^  =  —  ^^4  +  196  =  —  8. 

On  voit  d'ailleurs  qu'en  donnant  à  t"  des  valeurs  positives 
quelconques,  on  obtiendra  pour  a;  et  ^  des  valeurs  positives; 
mais  on  ne  peut  supposer  t'  négatif. 

Soit  f=:^    I,     2,       3,       4'-«- 

On  trouve  jr=:i3,  3o,     47  >     64f.-. 

a;  =  37,  86,   i35y   i84**** 
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à  un  nombre  entier  ;  et  ooramc  2  est  premier  ayee  3,  il  faut  et 
il  suffit  {Arith.  n"*  182)  que  x  soît  divisible  par  3. 

Soit  donc jr  r=  3^; 

il  en  résulte  j'  =  26  —  x^  ^tyOu  bien , j^  =  26  —  5/. 

Sî  l'on  considère  la  seconde  valeur ,  on  Toit  de  suite  que  x  doit 
être  un  multiple  de  3,  ce  qui  donne    x=:  3/, 

d'où  résulte  encore  ^  =5  26  —  2jp  +  /,    ou    ^  =  26  —  5/. 

Ces  deux  formules  montrent  que  t  doit  être  positif  et  ne  peut 
avoir  une  i^aleur  plus  grande  que  -?- ,  on  5  ^. 

Soit  donc      /=    o,     i,     2,     3,     4»     5> 

ilenrésulte     x  =:    o,     3^     6^     9,   12,   i5, 

y  ==  26,  21,   16,   II,     6,     I. 

Aiùsi ,  l'on  peut  satisfaire  à  la  question  de  six  manières  diffîè* 
rentes,  savoir»  avec  26  pièces  de  3  fr» ,  sans  aucune  pièce  de  5  fr.; 
avei}  2 1  pièces  de  3  fr.  et  3  pièces  de  5  fr. ,  arec  16  pièces  de  3  fr. 
et  6  pièces  de  5  fr. ,  et  ainsi  de  suite. 

TroisiIbce  pROBLÈifE.  Trouver  unnombre  çuij  étoni divisé 
par  3g y  donne  le  reste  16,  et  divisé  par  56,  donne  le  reste  27? 

Appelons  x  le  quotient  entier  de  la  division  du  nombre  cher- 
cbé  par  3g,  3gx  +  1 6  est  une  première  expression  de  ce  nombre; 
soit  j^  le  quotient  entier  de  la  division  par  56^  56y  +  27  est  une 
seconde  expression  du  nombre. 

On  a  donc  l'équation         3gs  +     16  =  56^^  +  27, 

ou  réduisant Sgr  —  56y  =  11...'....  (i). 

On  en  déduit  x  =  — ^^r =  V  -r      \^ 

39  -"  39 

..  i^^y — ")  "(ar — 1) 

ou  bien  encore ,  ar  =  2y  —  ^^ — "^ =?,>/  —  ■ — ^^ 1 . 

39  39 

(On  prend  ici  le  quotient  par  excès,  parce  qu'on  s'aperçoit 
que  le  facteur  1 1  peut  être  raïs  en  évidence,  dans  le  numérateur 
de  la  fraction.  ) 
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Comme  dans  Tel  pression  «—^ ',  le  facteur  ii  est  pre- 
mier avec  39,  pour  que  cette  eiipression  soit  un  nombre  en- 
tier^ il  faut  et  il  suffit  que  iy  —  i  soit  divisible  par  3g. 

2V  ^—  I 

Posons  donc  «^^,     ■■  =  /,  il  en  résulle  iy —  89^=  i . . .  (2) , 

e(  par  conséqoent a:  =  2y  —  i  u. 

L'équation  (a)  donne y  =  -^ =  19^  -{ ; 

posant =  /,  on  obtient  Téquation     ^  =  2/'  —  i , 

2 

Cl  par  conséquent jr  =  19/-}-  /. 

Si,  dans  cette  dernière  équation,  on  remplace  t  par  sa  valeur 

en  /,  elle  derîent  j'  =  1 9  (2/ —  0  +  ^>    d'où    y  =  89/ — 19 . 

Reportant  cette  valeur  de  j»  et  celle  de  t 
dans  Pcx  pression  de  x,  on  trouve a;  =  5G/' —  27. 

On  reconnaît ,  à  l'inspection  de  ces  deux  formules  y  que  t 
peut  avoir  une  valeur  positUe  quelconque. 

Soit  ^'ssi,  il  en  ré8ulte3=39 — 19  =  20,  x=5G — 27=29. 

Substituant  la  valeur  de  .r  dans  Texpression  89^+  iC,  on 
obtient  39.29  +  iS,ou  'i47>  po"i'  ^e  plus  petit  uonibie  qui 
satisfait  à  l'énoncé  de  la  question. 

Soit  encore  ^'=2,  on  trouve  a;=56.2  —  27=85;  donc 
Sgr  -f-  16^  89.85  -p  16  =  833i ,  et  ainsi  de  suite.  On  peut 
d'ailleurs  vérifier  l'énoncé  sur  les  deux  nombres  qui  viennent 
d'être  obtenus. 

iV.  B,  L'artifice  auquel  nous  avons  eu  recours  dans  cette 
question,  suppose  de  l'habitude;  mais  nous  ne  saurions  trop 
en  recommander  l'usage,  parce  qu'il  abrège  beaucoup  la  déter- 
mination des  valeurs  de  x  et  de  j'. 

128.  Si  l'on  compare  les  formules  propres  à  donner  tous 
les  systèmes  de  valeurs  de  x  et  de  j',  dans  les  diverses  questions 
que  nous  avons  traitées  jusqu'à  présent,  aux  équations  de  ces 
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problèmes^  on  peut  facilement  reconnaître  qu'elles  jouissent 
de  cette  propriété  commune  :  2>«  coefficient  de  Vinditerminte 
qui  entre  dans  ces  formules,  sont  réciproquement  les  marnes 
(au  signe  près  pour  l'un  des  deux)  que  les  coefficiens  dont  les 
inconnues  netj  sont  affectées  dans  V équation  proposée;  c'est- 
à-dire  que,  dans  la  yaieur  de  x,  1c  coeflicient  de  l'indéter- 
minée est  égal  au  coefficient  dont  y  est  affecté  dans  l'équa^ 
tionj  et  dans  la  râleur  àe  y  ^  le  coefficient  de  l'indéterminée 
est  égal  au  coefficient  de  i:.  de  Véquationj  pris  en  signe  con- 
traire; ou  réciproquement  (quant  aux  signes  des  deux  coef- 
fîciens). 

Pour  démontrer  cette  propriété  ^  reprenons  l'équation  gé- 
nérale 

ax  +  by^=,c.. .  (i), 

et  supposons  qu'après  avoir  appliqué  la  méthode ,  on  soit  par- 
venu aux  deux  formules 

xz:^mt^ k...  (2), 
j^=:  7t^4-B...  (3). 

Nous  observerons  d'abord  que,  dans  ces  formules  ,  les  ooef^ 
ficiens  m  et  n  doivent  être  premiers  entre  eux  ;  car,  s'ils  avaient 
un  facteur  conunun,  et  que  l'on  eût,  par  exemple, 

m^^m>  h^     n^sn  ky 

les  formules  deviendraient 

x=::m'kt  +  A, 

et  en  posant    ^==74     on  obtiendrait 

x«=mY  +  A,    jf=z=»V+B; 

Hok  il  suivrait  qu'à  une  valeur  fractionnaire  j  de  t^  il  corres- 
pondrait des  valeurs  entières  de  x  et  de  y^  ce  qui  serait  con- 
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traire  à  la  nature  de  la  méthode^  qai  Teut  que  tontes  les  indé- 
terminées introduites  dans  le  cours  du  calcul  ne  reçolyent  que 
des  Taleurs  entières. 

Cela  posé,  on  a  ru  précédemment  que  l'équation  (i)  doit  ré» 
sulter  de  l'élimination  de  t  entre  les  équations  (2)  et  (3). 

Or 9  pour  effectuer  cette  élimination,  il  suffit  de  multiplier 
Véquation^i)  par  jj,  et  l'équation  (3)  par  m,  puis  de  retran- 
cher l'une  de  l'autre  ;  ce  qui  donne 

nx  —  my  =  »  A  —  mB , 

équation  qui  doit  être  identique  avec  l'équation 

aX'{-byz=ic, 

(puisque  d'ailleurs  m  et  n,  ainsi  que  a  et  b,  sont  premiers 
entre  eux),  et  donne  par  conséquent 

n  =  a ,     m=S'^  b. 

Comme  on  peut  soustraire  les  deux  équations  (2)  et  (3),  dans 
un  ordre  inverse,  il  vient  encore 

my  —  »x  =  mB  —  nA; 

d'où ,  Comparant  atec  Téquatlon  (i) , 

?»  =  — a,     mz=zb* 

Ce  qv^U  fallait  dimontrer*. 

AuTBMKEVSTw  lies  valcurs  (2)  et  (3)  devant  Jrérifier  l'équa- 
tion (i),  quel  que  soit  ^,  on  a  nécessairement 

a(i»#  +  A)  +  6(71^  +  B)  =  c, 

ou,  développant  et  ordonnant  par  rapport  à  t^ 

(am  +  fi/i)  i  +  fl  A  +  iB  =  c. . 

Mais,  comme  la  supposition  de  /=:  o  dans  les  formules  (2) 
et  (3),  donne  a:  =  Aetj^  =  B,  ces  valeurs  doivent  former 
un  système  particulier;  ainsi  l'on  a  séparément 

:  flA  +  6B  =  c; 


donc  rêgrtlîté  précédente  se  réduit  k 

{am  +  bn)  /  =  o. 

Or,  pour  que  cette  égalité  soît  satisfaite  pour  toute  Taleur  en- 
titre  attribuée  à  '/,  il  faut  que  l'on  ait 

am  +  6/1  =  o  ;     d'oJi    —  =  —  -r  ; 
m  b 

et  puisqu'on  a  déjà  reconnu  que  m  çX  n  sont  premiers  entre 
eux,  aussi  bien  que  a  et  &,  un  doit  avoir  (Aritb.,  n**  167) 

ou  bien ,  7n  =  by  w  =  —  a, 

129.  On  peut,  au  reste,  donner  de  cette  propriété  une  dé- 
monstration qui  soit  tout-à-fait  indépendante  de  la  méthode 
qu'on  a  suivie  pour  obtenir  les  valeurs  de  x  et  de  ^. 

Soit  toujours  l'équation  proposée 

ax+byz=Lc...   (i); 

et  supposons  que,  par  un  moyen  quelconque,  on  ait  ti^uvé 

a:  =  ct    et    J'  =  C, 

pour  une  première  solution  en  nombres  ebilèrs  (  positifs  ou 
négatifs);  je  dis  que  toutes- les  antres  solutions  loot  com- 
prises dans  les  deux  formules  .{^.      u 

y  =  '  +  f}    oubien     f-^=^7f' 

/  désignant  un  nombre  entier  toat-à-fait  arbitraire. 

En  effet,  puisque  «  et  C  formetit  un  premier  système  de 
valeurs  de  x  et  de^*,  en  nombres  entiers,  on  a  l'égalité 

aM  +  bC  =  c.,,  (a),-.  j 

Retrancbant  cette  égalilé,  membre  à  membre,  de  l'équa-- 
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tioD(i}^ca  obtient 

a{x-a)  +  b(y  —  e)^o...   (3),. 

équation  qui  peut  remplacer  la  proposée. 
Or^  l'équation  (3)  revient  à  celle-ci  : 


X 


_.  =  _i(Zz:i), 


et  pour  qae  la  valeur  de  x ,  correspondante  à  une  valeur  en* 
tière  de  jr^  soit  elle-même  entière,  il  faut  et  il  suffit  que 
b{y  —  C)  soit  divisible  par  a;  mais  on  sait  (n°  122)  que  les 
coefliciens  a  et  &  sont  premier»  entre  eux  (autrement  Féqua- 
lion  ne  serait  pas  résoluble  en  nombres  entiers  )  ;  donc ,  en 
vertu  du  principe  établi  en  Aritlimétique  (n°  i32),  il  faut 
et  il  suffît  que  y — C  soit  un  multiple  de  a. 

Posons  donc. . , j"  —  C  =  a/, 

il  en  résulte x  —  •  =  —  bt-, 

et  de  ces  deux  équations  on  déduit  évidemment 

a:  =  «  —  bt. 
G)mme  de  l'équation  (3)  on  tire  encore 

si  l'on  pose x  —  «t  =  i/, 

il  en  résulte y  —  C  =  —  c/, 

équations  qui  donnent 

y  =  C  —  at. 

n  est  aisé  de  vérifier  que,  quelle  que  soit  la  valeur  de  /, 
les  valeurs  y  =:  C  +  ^**  x  =s  ce  —  i<,  satisfont  à  la  pro- 
posée. ^ 
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.  En  effet ,  si  on  les  substitue  dans  celte  équation ,  on  trouve 

a(«  — &/)  +  i(f +  cO  =  «^>  ou  réduisant,  aflC  +  fcC=c, 

égalité  Tcrifiée,  puisque  et  et  C  forment ^  par  hypothèse,  uue 
solution  de  la  proposée. 

i3o.  Conséquence,  Si  dans  les  formules 

a:  =  tf  —  A/, 

on  fait  successivement 

<=o,  I,  a,  3,  4"-»     €^    rr=— I,  — a,  —3..., 

elles  deviennent 

yz=C,  C+a,  C+aa,  C+3a...  )  | jr=f_a;C— aa,  ff— 3a.., 
x=«,«— A,«— ai,«-.3i...i         lx=«+6,«+2fc,  1^-36.... 

D'où  l'on  voit  que  toutes  les  solutions  entières,  positives  ou 
négatives,  de  la  proposée,  forment  deux  progressions  par  dif- 
férence j  dont  la  raison  est^  pour  les  valeurs  den,  le  coefficient 
dont  y  est  affecté  dans  V équation j  et  pour  les  valeurs  de  y  ^  le 
coefficient  dont  x  est  affecté  dans  la  même  équation. 

i3i.  AuTBB  BiiTHODE.  II  résultc  de  l'analyse  du  n®  lag, 
que  toute  la  difficulté,  pour  résoudre  complètement  Téqua- 
tion  ax  -{'byzrzCf  consiste  à  trouver  une  première  solution^ 
puisqu'on  peut  ensuite  obtenir  toutes  les  autres,  au  moyen  des 
formules  ^ 

x  =  <« — bt^     y:=zC'\'aù. 

Cette  considération  conduit  à  une  seconde  méthode ,  pour 
résoudre  Téquation  indéterminée.  Elle  repose  sur  les  proprié* 
tés  élémentaires  des  fractions  continues. 

Soit ,  pour  premier  e::emp1e ,  l'équation  déjà  traitée  (n®  ia4) 

17a?  — 49^  =  — 8. 
Si  Tonconverlit  j^  en  fraction  continue  (Arilli.,  u*  167),  et 
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qu'on  rorme  les  réduites  (Arlth.  y  n®  169);  on  obtient  les  frac- 
tions 

o     I     I      8     17 

T'  â'  3*  Ï3'  4^- 

Or,  l'on  6aît  (Arith.,  n**  171)  que  tê  numéraUur  de  la  diffi^ 
rencê  entrt  deux  réduitea  conaécutipea  est  égal  à-^'i  ^  si  la  rt^ 
duite  de  laquelle  on  retranche  est  de  rang  pair;  ei  à^^  i  ,  êi 
cette  réduite  est  de  rang  impair. 

Donc, comme -T^  est  de  rang  impair,  on  doit  aToir 

(égalité  qui  peut  d'ailleurs  se  yérifier  immédiatement). 

Cela  posé,  multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité 
Tcrifiée,  par  8,  c'est-à-dire  par  le  second  membre  de  la  pro- 
posée, pris  en  signe  contraire;  il  y  ient 

17X23x8— 49X8x8=— 8, 

ou  17X184       —49x64     =—8, 

égalité  qui  est  encore  exacte ,  et  qui  ne  difiêre  de  la  proposée 
qu'en  ce  que  184  remplace  x,  et  64  remplace  y\  d'où  l'on 
Toît  que  la  proposée  est  nécessairement  satisfaite  par 

07=184  et  j)^  =  64. 

Cette  première  solution  étant  trouvée,  on  a  (n^  129) ,  pour 
déterminer  les  autres,  les  formules 

x=i84+49f,  ^^=64  +  17^ 

Si  l'on  ne  veut  que  des  valeurs  entières  et  positives,  il  faut 
supposer  t  positif,  ou  égal  à  o,— i,  — 2,  —  3.  L'hypo- 
thèse <= —  3,  donne  a;=:37,  y=i3;  c'est  le  plus  petit 
système  trouvé  n®  124* 

i32.  Pour  généraliser,  supposons  que  l'équation  à  résoudre 
soit 

or  — &j'=c...(i). 
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a  et  tétant  deux  nombres  absolus^  raaiscpoutant  être  po- 
sitif ou  négatif. 

ConTertissons  en  fraction  continue  j  qui ,  par  sa  nature, 
doit  être  irréductible  (n^  122) ,  et  formons  les  réduites  consé- 
cutives ;  la  dernière  est  v,  et  l'aTant-dernicre  peut  être  repré-  ^ 

sentoe  par  — ;  :  ce  qui  donne  la  relation 

aXm'— Jxyn=±:  1; 

savoir  :  +  i ,  si  la  réduite  r  est  de  rang  pair,  et  — - 1 ,  si  celle 

réduite  est  de  rang  impair. 

Admettons,  pour  un  instant,  qu'elle  soit  de  rang  pair  ;  on  a 

l'éifaliU  vérifiée a>Crn  — 6xw=-|-i*, 

multiplions  ses  deux  membres  par  c , 

il  vient aXm'c — ixnic=c, 

résultat  qui  nedillt're  de  l'équation  ax — Ay=sc, 

qu'en  ce  que  a;  et  j'  sont  remplacés   par  m'c  et   me  ;  donc 
X  =  m'c  et  j'  =  me  forment  une  solution  de  l'équation. 

Si  la  réduite. T  est  de  rang  impair,onaaXm' — iXm  =  — i; 

d'où  multipliant  par  —  c ,  û  X  —  m'c  —  6  X  —  mc^=  c. 

Comparant  celle  égalité  vérifiée  avec  Péqualion     ax  —  &y  =  c, 

on  en  cunclut     x  =  —  rncj  ^= —  me ,     pour  solaiion. 

Si  l'équation  est  de  la  forme. . .   Ga:-^"  iy=  c, 
c'est-à-dire  si  les  deux  coefli- 
ciens  a  et  6  sont  de  même  signe, 
on  peut  la  modifier  et  l'écrire 
ainsi  :      * ax  —  è  X  —  ^'  =  c  , 

Dès  lors,  en  formant,  comme 

ci-dessus ,  l'égalité a  X  m'c  —  ft  x  me  =:r, 

ou  bien,  celle-ci flX  —  mV— tx — mr=c. 


n  fùtOTM  coitclura  f|iie    x  ^  rnc^y^^  "  me ,  auJP  =>  *-*  m'c , 
f=mc  iormenl  ddq  s&ltittoii  de  ^équation. 

Ainsi j  quelle  que  toit  l'éqaitïon  proposée,  on  pent  too- 
jonrij  AU  moyen  des  fractions  continues^  obtenir  unt  première 
êokUwn  de.  eetie  équAtioit  i  et  les  formules  j;=s«— -il, 
jf  ^  C  +  at  j    donnent  ensuite  toutâs  les  autres. 

t33.  Appliquons  œtte  métbode  k  un  nouTd  exemple. 
Soît  à  résoudre  Féquation 

La  fraction  -^f  conTcrlîe  en  fraction  con  tin  ne  |  donne  pour 
lestédaitasconsécQtiTeSj-y  -i  7» 


1     a    5    la    ao 
I'  7*  3'  7'  17- 


ViA  téKoiXeVégaUii vérifiée    «9X7— 17X1»  =  — i, 

(ici ,  la  réduit^  —  est  de  rang  impair). 
Hnltipltons  les  deux  membres  decette  ^alitépar — 25o;ii?îent 

«9X —  Î750 —  17  X  — 3oooî=25o  ;  I 

mais  la  proposée  peut  être  écrite  ainsi  : 

•9X0:  -^i^x— Jf      =25o. 

IToia  Ton  voit  qpe  x  c=:  — - 1 760 ,  y = 3ooo  ^  forment  une  bo* 
huian. 

Les  formules  deviennent  alors    \  2     ~ 

^  y^=       0000  4-39^- 

Si  l'on  ne  veut  tenir  compte  que  des  solutions  en  nombres 
entiers  et  positifs ,  il  faut  supposer  t  négatif;  ainsi ,  changeant  le 
ligne  del,  on  a  x=^- 1760  + 17^,  j^=3ooo — agt;  et  il 
est  évident  que  les  valeurs  de  x  et  de j  ne  seront  positives 

Ct>i2^, 

qi^autant  que  Ton  aura         ]      /^^       '  d'où  <         , 

^  1 29t<;3ooo,  j    ^  3ooo 

i    ^    %9  ' 
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OU. effectuant  les  divisions.     i>  loa — ,     maïs    <io3 — . 

Donc  f  =  io3  est  la  seule  ?alear  de  l'indéterminée ,  qui  rende  x 
et  y  positifs. 

Pour  t=  I  o3  y  on  trouve  a:=  i,  ^  =  1 3 ,  valeurs  qui ,  subs- 
tituées dans  l'équation  ^  donnent 

29X  1  +17X  i3  =  29  +  22i==a5o. 

On  voit  avec  quelle  précision  la  méthode  précédente  donne 
toutes  les  solutions  de  l'équation. 

i34*  Dans  quelques  circonstances ,  la  première  solution  peut 

s'obtenir ,  sans  que  l'on  soit  obligé  de  convertir  ?  ^n  fraction 

continue,  i^.  Si  l'un  des  deux  coefficiens  a  et  &  est  un  «oik- 
multiple  exact  de  la  quantité  toute  connue  c»  l'équation  donne 
sur-le-cbamp  une  première  solution. 

Soit,  par  exemple,  l'équation  5r  +  3^  =  78  ;  le  coeilicient  3 
divise  78  et  donne  pour  quotient  26. 
^   Donc,  si  l'on  pose  a:  =  o  et  j'  =  26,  l'équation  est  satisfaite, 

car  elle  devient         5  X  o  -|-  3  X  26  =  78  ; 

les  autres  solutions  se  trouvent  dans  les  formules  \  J    ^.^ 

(jf=20^5^ 

Soit  encore  l'équation  I2x+  35y  ==  i56. 

i56  est  divisible  par  12  ,  et  donne  pour  quotient  i3  ;  ainsi» 
a;  =  1 3,  j^=o ,  forment  un  premier  système;  et  l'on  a  pour  les 
autres,  x=i3  —  35/,    yz=ziit, 

2**.  Toutes  les  fois  que ,  d'après  l'inspection  de  l'équation,  on 
reconnaît  que  la  somme  ou  la  différence  des  coeiHciens  a  et  &> 
multipliés  respectivement  par  deux  nombres,  donne  un  sous-" 
multiple  du  second  membre,  la  première  solution  s'obtient 
encore  sur-ie-<;liamp. 

Soit ,  par  exemple ,  l'équation  iSx  -^  16)'  =  1 2  • 

G)mme  en  faisant  x  =  2,jr=  3,  on  trouve  25xa  — i6x3=2, 
multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  vérifiée,  par6> 
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quotient  de  il  par  3;  il  vient  25  X  12 — i6xi8:=ia. 
Voh  l'on  peut  conclure  que  a;=i2y  y:=zi8  satisfont  à  la 
proposée. 

Soît  encore  l'équation  i3x  —  47X  =  ^  > 

elle  est  éTidemment  satisfaite  par  a:  =  o ,      yz=zo. 

Ainsi  /(les  formules  générales  sont  x  ^  4?^'  ^^  =  1 3^ 

An  reste ,  ces  moyens  de  trouver  une  première  solution  ne 
sont  que  des  moyens  particuliers  à  certaines  équations,  tandis 
qœ  la  conversion  en  fraction  continue  est  un  moyen  toujours 
certain  d'y  parvenir. 
l  Nous  engageons  les  commcnçans  à  se  familiariser  également 
sveclesdeux  méthodes  que  nous  venons  d'exposer^  pour  ré* 
loodre  Féquation  ox  4~  &^'  =  ^* 

i35.  On  peut;  à  la  seule  inspection  des  signes  de  l'équation 
<7x-f*^y=c,  annoncer  si  le  nombre  des  solutions  en  nombres 
entiers  et  positifs  j  est  limité  ou  infini. 

I®.  Toutes  les  fois  que  b  est  positif  (a  peut  toujours  être  sup- 
posé tel) ,  le  nombre  des  solutions  est  limité, 

c  ^"^  bv 
En  effet,  on  déduit  de  l'équation ,  x  = ^ . 

Cela  posé,  si  c  est  négatif,  qnelque  valeur  positive  que  Ton 
donne  à  J'y  la  valeur  de  x  correspondante  sera  négative  *,  ainsi , 
dans  ce  cas,  l'équation  n*adm^t  aucune  solution. 

Si  c  est  positif,  on  ne  peut  donner  à  y  des  valeurs  positives 

c 
plus  grandes  que  t^  autrement  x  serait  négatif;  donc,  etc. 

2^  Toutes  les  fois  que  besi  négatif,  quel  que  soit  le  signe  de 
c,  le  nombre  des  solutions  est  illimité. 
En  effet,  les  formules  x  =m  —  btj  y  =  C  +  at  deviennent, 

lorsqu'on  met  le  signe  de  b  en  évidence ,  <       —  c'T     * 

Or,  en  admettant  le  cas  le  plus  défavorable,  celui  oii  «  et  f 
sont  deux  nombres  négatifs,  il  suilit,  pour  que  x  et  ^  soient 
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positifs^  de  supposer  à  /des  valeurs  numériquemeDt  plus  grandes 
que  celles  de  t  et  ~.  Ainsi ,  Ton  peut  donner  à  t  des  valeurs  en- 
tières quelconques  au-dessus  de  ces  deux  quotiens. 

Dans  le  cas  où  le  nombre  des  solutions  est  limité,  on  peut 
toujours  fixer  les  limites  entre  lesquelles  doivent  être  comprises 
les  valeurs  de  l'indéterminée  t,  en  considérant  les  deux  formules 

qui  sont,  dans  ce  cas, j  ^.       ' 

\  j  =  e  +  at. 

Il  sufiOit,  pour  cela,  de  poser  les  inégalités {   ^  i_      ^    ' 

et  d'en  déduFre ,  d'après  les  transformations  exposées  (n^  loS), 
deux  autres  inégalités,  dont  les  premiers  membres  ne  ren- 
ferment que  L  On  obtient  ainsi  le  nombre  total  des  solutions 
dont  la  question  est  susceptible. 

§  II.  Des  Équations  et  problèmes  à  trois  ou  un  plus 
grand  nombre  cTinconnues. 

i36l  Considérons  d'abord  le  Càsdedeux  équations  à  trois 
inconnues. 

Soit,  pour  premier  exemple,  le  système  des  deux  équations 

5x  +  4r+  «=272...  (i), 

8x  +  9y  +  3a  =  656,..   (2), 

dans  l'une  desquelles  l'inconnue  z  est  affectée  d'un  coefficient 
égal  à  l'unité.  Commençons  par  l'éliminer. 

Pour  cela,  multiplions  la  première  équation  par  3 ,  et  retran- 
chons la  seconde  de  la  première  ;  il  vient  7X  +  3y  =  160...  (3), 
équation  qui  peut  remplacer  l'équation  (2). 

Appliquant  à  l'équation  (3)  la  première  méthode,  on  trouve 

les  deux  formules \  ^     .       * 

l  ^  =  6i  +7t. 
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Reportant  ces  ileox  es  pressions  de  «  et 
de  j  dans  la  première  équation  ,  on  obtient 
5(i  —  3/)+4(5ï +  7O  +  ^=272,  OQ  rc- 

duisanty *  =  63  —  i3/. 

Les  trois  inconnues  se  trouvent  actuellcnicnt  exprimées  en 
finction  entière  de  Tindéterminée  ù.  Ainsi,  en  donnant  à  ù  des 
nlcurs  entières  quelconques,  on  en  obtiendra  de  semblables 
poor  Xyyjk',  et  ces  valeurs  satisferont  aux  deux  équations  pro- 
posées; car ,  d*après  ce  qui  Tient  d'être  dit ,  le  système  des  trois 
formules  équipaut  aux  deux  équations. 

Si  l'on  demande  des  valeurs  entières  et  positives  pour  Xy  y,Zy 

il  est  évident  que  t  ne  peut  être  positif,  car  x  serait  négatif;  mais 

•<                5i 
on  peot  supposer  ^=o,  —  i,  —2...,  jusqu'à  /= 

'  7 

2 
ou  — 7  -. 

7 
Faisant  donc  <=o,  —  i ,  — 2,  — 3,  — 4>  —5,  — 6,  — 7, 

!x=iy  4,  7,  10,  i3,  16,  19,  22; 
3'=5i,  44?  ^7>  ^®>  2^»  '^>  9>  2. 
a=63,  76,  89,   102,   ii5,   128,    i4i,   i54; 

d'où  l'on  Tpit  que  le  problème  est  susceptible  de  huie  solutions 
différentes. 
Vérifions  seulement  les  solutions  extrêmes. 

•  '  e  /:r>     1  4  f5«    i+4-5i  +  i.  63=272, 

,•.;<=.,  jy^5.,. =63,  donnent  jg     ,^^5,^3     63=656; 

o  •  "     /r/      1  »  (5.22+4'    2+1.154=272. 

2*'.4f=22,y=2,z=i54,  donnent  ^Q        ,  ,o     t-f     ^L 

-•<  18.22+9.  a+3.i 54=656. 

137.  Soient,  pour  nouvel  exemple,  les  équations 

6x+7y  +  4«=i22...   (i), 

.lIJf  +  8j'  —  62  =  145...    (2).  i 

Pour  éliminer  2  entre  ces  deux  équations ,  multiplions  la  pre- 
mière pfti^'3'et  la  seconde  par  2,  puis  ajoutons  les  résultats 
membre  à  membre;  il  vient»  t .; .   4®-"^'4"  37^=^656, ,,  (3), 
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équation  pour  laquelle  on  trouve ,  d'après  la  première  mé* 

thode, f*""?'"!;^' 

Heportons  ces  expressions  de  x  et  de  j^  dans  l'équation  (l)  ;  elle 

devient 6(37^+9)  +  7(8  —  4^0  +  4*=  ^^^f 

ou ,  effectuant  les  calculs  et  réduisant ,  22 — ^9^  =  6 . .  •  (4) . 
Ici  l'inconnue z  n'est  pas,  comme  les  deux  autres  xely, 
exprimée  en  fonction  entière  de  l'indéterminée  t.  Ainsi ,  il  faut 
encore  appliquer  à  l'équation  (4)  l'une  des  deux  méthodes 
connues. 

/  1.9 

Comme  d'ailleurs,  toute  valeur  entière  de  i,  substituée  dans  lei 
expressions  de  x  et  de  j^,  en  donnera  de  semblables  pour  ces 
inconnues,  il  s'ensuit  que,  si  Ton  met  ut'  k  la  place  de  t  dans  ces 

expressions,  ce  qui  donne i      g    g^  . 

ces  formules  réunies  à  celle-ci  : «  =  29*'  +  3, 

comprendront  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières  de  x,  y,Zy 
propres  à  vériûer  les  équations  proposées. 

Si  l'on  ne  veut  que  des  solution^  directes,  il  est  Visible  que  ^ 
ne  peut  être  positif,  puisque  j  serait  négatif;  et  /  ne  peut  être 
négatif,  puisque  2  et  ji;  seraient  négatifs.  Mais  l'hypothèse  /=o 
donnejip  =  9,  ^  =  8,  z^^3\  donc  ce  système  est  le  seul  qui 
satisfasse  aux  deux  àquatioi\s. 

£n  résumant  la  marche  précédente,  oji  en  conclut  cette  règle 
générale  :  Élimines  l'une  des  inconnues  entre  les  équations  pro" 
posées  j  et  cherchez  pour  l'équation  résultante  de  cette  élimina^ 
tionj  les  deux  formules  qui  donnent  les  deux  inconnues  qui  y 
entrent,  en  fonction  entikrb  d'une  indéterminée  t.  Substituez 
ces  expressions  dans  l'une  des  équations  proposées ,  ce  qui  donne 
une  nouvelle  équation,  ne  renfermant  plus  que  t  et'  l'inconnue 
que  l'on  aidait  d'abord  éliminée.  Déterminez,  pour  cette  nouvelle 
équation,  les  deux  formules  qui  donnent  les  expressions  des  d^ux 
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iaconaueê  qui  y  entrent  j  en  fonction  entiàrk  dUtne  seconde 
indittmUnée  t'.  Substituez  enfin  l'expreêsion  de  t  dans  celles  des 
deux  premières  inconnues.  Les  valeurs  des  trois  inconnues  se 
troa?ent  ainsi  exprimées  en  fonction  entière  de  t'y  et  il  ne  s'agit 
plus,  après  celay  que  de  déterminer  pour  /  ]es  limites  entre  les- 
qnellesoes  yaleors  doivent  se  trouver  ^  pour  que  celles  des  incon- 
Bues  principales  soient  entières  et  positives. 

JV.  B.  Toutes  les  fois  que  l'une  des  inconnues  a  pourcoelTi- 
tient  l'unité,  dans  l'une  des  équations^  il  est  plus  simple  d'éli- 
miner cette  inconnue  ;  parce  qu'après  avoir  exprimé  les  deux 
autres  en  fonction  entière  d'une  même  indéterminée,  si  l'on  re- 
porte ces  valeurs  dans  l'équation  où  la  troisième  inconnue  est  af- 
fiectéed'un  coefficient  égal  à  l'unité,  on  obtient  immédiatement 
cette  troisième  inconnue  en  fonction  entière  de  la  même  indc-* 
terminée 3  ainsi ,  dans  ce  cas,  une  seule  opération  est  suflisante. 
Les  deux  équations  du  n°  i36  en  ont  offert  un  exemple. 

i38.  Voici  la  marche  qu'il  faut  suivre  pour  trois  équations  à 
quatre  inconnues  :  Après  avoir  éliminé  l'une  des  inconnues  j  on 
exprime j  à  l^aide  des  deux  équations  résultantes j  et  diaprés  ce  qui 
vient  d'e'tre  ditj  les  trois  autres  inconnues  en  fonction  entière 
d'une  même  indéterminée  j  et  l'on  substitue  ces  valeurs  dans 
Pune  des  équations  proposées.  Sij  dans  la  nouvelle  équation j  les 
coefficiens  des  deux  inconnues  qui  y  entrent  sont  diffère tis  de 
l^unile,  on  établit  deux  formules  qui  donnent  ces  inconnues  en 
fONCTlON  ENTiifiE  d'une  seconde  indéterminée  ;  puis  on  rem^ 
place  J  dans  les  expressions  des  trois  premières  inconnues  ^  la 
première  indéterminée  en  fonction  de  la  seconde  j  et  l'on  obtient 
ainsi  les  quatre  inconnues  primitives  en  fonction  ENTiiaEc/^  la 
seconde  indéterminée. 

Même  raisonnement  pour  quatre  équations  à  cinq  incon- 
nues,  etc.  Koos  proposerons,  pour  exercices,  les  questions 
suivantes. 

Troisièms  QTTESTiON.  Un  monnoyeur  a  trois  sortes  d'argent. 
Sur  a  onces  ou  i  marcj  la  première  contient  7  onces  d'argent /in  j 

la  seconde  5°"'  -j  et  la  troisième  4""*  -•  //  veut  faire  un  alliage 
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d^  3o  marcs  pesant ,  qui  contienne  6  0/20^9  d'argent  lur  8.  Com- 
6^/»  (en  nombres  entiers)  doit-il  prendre  de  marcê  de  chaque 
êorie? 

fx  =  lOy    12,    14»    k6,    18,  \ 

y  =  20,    i5,    10,     5,     o,  1 

a  =     o,     3,     6,     9,   12,  \ 

c'est-à-dire  cinq  solutions,  en  admettant  o  pour  valeurs  de  l 

y  et  de  ».  ) 

QuATRiiiME  QUESTION.  Trouvcr  trois  nombres  entiers  telsj  que 
Ut  somme  de  leurs  produits  par  les  nombres  respectifs  3,  5,  7,  soit 
égale  à  56o ,  etque  la  somme  de  leurs  produits  par  Us  carrés  9  , 
25,  49  '^^^  ^g^^  ^  2920  ? 


Réponse,    {    y  =  82,  4^   >>  c'est-à-dire  c/«Mf  solutions. 


IX  =  i5,  5o  ^ 
yz=,   82,    40    Lc'< 
z  =^i5,  3o  J 


% 


CiNQUiiifE  QUESTION.  Trouper  un  nombre  "S  qui,  étant  divisé 
par  iij  donne  le  reste  3;  divisé  par  19^  donne  le  reste  S,  et  divisé 
par  29^  donne  le  reste  1  o  ? 

(J?^/7.N=4i28-|~6o6u;  ensorte  que  4*218  ^t  '^  plw«  \ 
petit  nombre  qui  satbfait  à  l'énoncé.  / 

SixiàifB  QUESTION,   l^rouper  pour  x   tf/z  nombre  tel,  que  les 

Sx — 10     iir  +  8     i6x — 1  ,  , 

expressions  ■  ,  »        , p soient  des  nombres 

7  17  5 

entiers  ? 

{Bép. cp:^iiiii  +595/,  t étant  une  indéterminée.) 

1 39.  Sï,  dans  la  sixième  question ,  on  désigne  par  j^,  £  et  v ,  les 

3x — 10     iir  +  8  i6x — I  ,     , 

quotiens ,    ■ — , ■= ,  on  a  pour  les  équat  ions 

du  problème,     3x— io=:7y,  iia>f8     =178,  i6ji^ — 1   =5i/; 
oubien,....     3x'— 7y=io,  iix — 172= — 8,  i6x— 5i-=i. 
Il  faudrait  donc  appliquer  à  ces  équations  la  marche  indiquée 


A  PLU»  DE  DEUX  inconsvts.  aa5 

dans  le  n'^  précédenty  pour  trois  équatîoos  à  quatre  inconnues. 
Mais  nous  alfons  développer  un  moyen  beaucoup  plus  simple 
de  déterminer  la  valeur  de  x,  qui  est  ici  l'inconnue  principale. 
Ce  moyenestd'aillears  applicable  à  toutes  les  questions  du  même 
genre. 

D^abord^sî  nous  considérons  la  troisième  ex  pression, f^'  , 

o 

JC  "■"  I 

elle  revient  à  3x-| ;= — ;  ainsi,  pour  qu'elle  soit  entière,  il 

faut  et  il  sufiQt  que  x  —  i  soit  un  multiple  de  5. 

X  ^""  I 

Posons  donc  — ^ —  =  ^  j    il  en  résulte    j  =  i  +5^ 


Toote  valeur  entière  de  ^y  substituée  dans  cette  formulci  don- 
nera pour  X  an  nombre  qui  satisfera  à  la  troisième  condition  de 
l'énoncé. 

Substituons  maintenant  celte  valeur  de  x  dans  la  première 

3x —  10    .,    .     ^     i5^ —  7  i 

expression ,  ',  il  vient '- ,    ou     2/  —  i  -f-  -  , 

7  7  7 

d'où  l'on  voit  que  cette  nouvelle  expression  sera  entière,  si  l'on 
suppose  i  "=  7^  j  d'ailleurs  cette  condition  est  nécessaire.  Ainsi  ^ 
pour  que  les  première  et  troisième  expressions  proposées  soient 

entières ,  il  fant  que  l'on  ait     x  ==  i  +  5/,     /  étant  de  la  l'orme 

/=»j^;    ce  qui  donne. .. .     x=i-|-35/. 

Portons  cette  nouvelle  valeur  dans  la  seconde  expression 

iix  +  8      .,    .     ,     385^'+i9                 ^._,       ^2  —  6/ 
-2—1     iL  vient     -f     ou     23/  +  i  -i . 

17  '7  •  17 

Or,  ou  a  2  — 6/ =  2  (1  —  30; 

d'ailleurs,  2  est  premier  avec  17;  donc,  pour  que  la  seconde 
expression  soit  un  nombre  entier ,  il  faut  et  il  suifit  que  i  —  3/ 
soit  divisible  par  17. 

^  I  — 3/  „  .  ,        ï—int" 

Posant =:t  ,  on  en  tire /  = 5-^—. 

17  3 
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OU,  effectuant  la  dÎTision  , /  =  —  âiE*  -f*     T^    . 

ô 

Soit     — ~— =/*,  on  obtient t"  =        3/^  —  i , 

d'où  Ton  déduit  z'  =  —  6^*  +  <*,  ou . . .  i'  =  —  1 7^*  +  6. 
Reportant  cette  valeur  dams  l'expression  xsst         i     -fSS/, 

on  obtient,  toute  réduction  faite, 

X  =  2 1 1  —  S^t". 

Telle  est  la  formule  propre  à  donner  toutes  les  valeurs  de  x, 
susceptibles  de  satisfaire  &  l'énoncé. 

Soit  ^=0,  on  trouve  a:  =  21 1  ;  c'est  le  plus  petit  de  tous 
les  nombres  cberchés.  En  supposant  à  /*  des  valeurs  négatives 
quelconques,  on  obtiendrait  les  autres  solutions. 

N.  B,  Nous  remarquerons  que  SgS,  coefficient  de  i^dans  la 
formule,  est  le  produit  7  X  17  X5  des  dénominateurs  des 
trois  expressions  proposées»  Il  serait  aisé  de  se  rendre  compte 
de  cette  propriété,  qui  scmodiGe,  lorsque  les  dénominateurs  ne 
sont  pas  premiers  entre  eux  ;  car,  dans  ce  cas,  le  coefficient  est 
égal  au  multiple  le  plus  simple  des  dénominateurs. 

i4o.  Il  nous  reste  encore  à  parler  des  problèmes  dits  plus 
gu* indéterminés j  cVst-à«^ire  pour  lesquels  le  nombre  des  équa- 
tions est  moindre  de  deux  ou  plusieurs  unités^  que  le  nombre 
des  inconnues. 

Soit  d'abord  l'équation  à  trois  inconnues,  ox  +  éy  +  c«=:=rf. 
Si  l'on  fait  passer  le  terme  cz  dans  le  second  membre,  il  vient 

a.r  +  by=zd  —  cz,       ou       ax  +  h'  "=  ©'> 

(en  désignant  par  c  la  quantité  c{ —  cz,  qu'on  regarde  pour  le 
niomen  t  comme  conn  uç  ). 

Cela  posé .  l'on  établit  pour  l'équation  ojc  -{-  i y  :s=  c,  les 
deux  formules  x  =  «  —  bt^  y:=zC-\-at.  Après  quoi ,  l'on 
remplace  dans  «  cl  C,  c  par  sa  valeur  d  —  cz\  alors  xet^  se 
trouvent  exprimés  qvl  fonction  entière  de  l'indéterminée ^  et  de 
la  troisième  inconnue  z. 


Soif  ,prq!|Miiéi  jpar  eiemple,  de  pi^^er  187  franci  aiyc  de% 
pièee9  de  S  tt.,étT.  et  ^o  £r.  y  Mans  aucune  autre  monnaie^ 

DétignoBt  par  x^y^z  les  trois  nombres  ^  pièces  qn4I  fout 
doBBornle  «haqoe -sorte  ;  on  a  réqttatioa 

V       Sjt+6y  + 209=167, 
qaiitlrieDl'à  '  *        5x+6y  ==  187— 2o«=xc'. 

Tirant  de  oette'é^tion  la  falenr 

QB  Xy  OM  ^*  *••»•••  A.*, b  •  J?  J^     ■     É^   ^  f 

<m  Inen tv. •««••. i*. 4       ;r.xis*-*y>4- — mZ^   ' 

nMml  rTjg-*fp  C  l'on  en  déduit    •     jr  =p ç'  —  5/,      ,   ,  • 
dWL.> . .  •:•-:..:•. x=— c^ +6V 

Baiip|a$ant, 4ç^ps.Ges  Jeux  formules^  c.  par  sa  valeif r  i^?/^  aoz^ 

oa  tron^  enfin < -^  o     •  .  v?-^  ^ 

l  jrB-^i87+2os+%^  >. 

Tant  itaè  Poti  i^tVnéttra  pour  x  et  3^  dés  nombres  entiers  po- 
litifa  oa  négaîi&y  oh  pourra  donner  à  a  et  à  ^  des  valeurs  tout-i-  - 
fiût  arUlrairesi  mais  si  Ton  veut  satisfaire  directement  à  l'énoncé, 
k  ferme  même  de  l'équation  proposée,  Sx  +  6y  +  202  =  187 , 

I  prouve  que  ft  ne  doit  pas  recevoir  de  valeurs  au-^dessus  de  — 2 
oag-^9  oar  autrement,  a:  ou  jr  serait  négatif. 

Foaona  donc  successrvement  2  =  0,  i ,  2,  3.  « 8,  9 ». 

Si  Pon  1^^  =3  o  I  les  valeurs  de  x  et  de  j 

a«îenn«t f  x=-,87  +  6.. 

l   ys=i       187—5/. 

formules  qui  prouvent  que  t  doit  être,  >  -^2  ^  jaw  <  -J-' 

i5.. 


^2 

^^^^^^ 

■ 

1 

1 

1 

^^lE 

1 

/ 

1 

■ 

12^ 

iQ0ATÏOKft    iNDiTÉttMIHàEH 

1 

■ 

n.i  >  3l 

>> ,  maïs  <C  S"]  ^.  Donc  ^ 

peut  recevoir  è\x 

vateon 

s.ivoir  ;  3?  1  53j  34  j  ^^j  ^  ^^ 

3,. 

:    X 

s^ 

3a,  33, 

34,35, 

,36,3, 

àîn*i , 

|iour  ;&^o,Oiia,  ,. 

^:z 

5,ir, 

ï7»^'*j 

,39,35, 

y 

■^ 

317  r^a, 

17,   I2j 

.   1.  '■ 

Soïl  z  — 
d'où  l  > 

:  1  ;  Ton  trouTe 

—^  ou  27  ^,  mais  <C 

1; 

167 
5 

=  -,67+61, 

=     .67-5»;       ^ 

OU  33  ^^   ce  qui  donne  en^ 

eore  les  s 

ii^  iFâkur&aS,  39,  3o  , 

,3i, 

32  et  33. 

Ainsi, 

pour  5=^  1  ,  l'on  a,  . 

t 

X 

^_ 

28,29, 

3o,3i, 
i3,  19, 

3i,3î. 

,f 

^ 

27,22, 

"7i  »^» 

7.  '-i 
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•  quatre  inocmnaesy  trois  équations  k  cinq  inconnnes.  Cepen- 
dant, nous  donnerons  encore  la  résolution  complète  d'une  ques- 
tion de  ce  genre ,  pour  faire  Toir  comment ,  à  l'aide  de  quelques 
CDosidérations  particulières ,  on  parvient  souvent  k  simplifier 
les  calculs. 

SxmiiCB  QUxmoK.  Un  firmier  achète  lOO  pièces  de  bétail 
pour  100  loéUsj  aapoir  :  des  bœufs  à  lo  louis  la  pièce  j  des 
vache»  à  5  loûis/des  veaux  à  2  louisj  et  des  moutons  à  un 
demi^loid».  Combien  a^t^il  acheté  et  animaux  de  chaque 
espèce? 

Soient  x^  y^ZfU^les  nombres  cherchés*,  on  a  les  équations 


^  y4-  «+  M=i#j  f     a:+    jf-f  «+11=100 

,  ^    ,        ,1  > ou  réduis.,! 

ior+5y-f-az+-zi=iool  'j         ,  ,  ,    , 

•^  2  J  l2ox+ioy+4*+ii=2oo. 

Eq  retranchant  la  première  équation  de 

la  seconde,  on  obtient .    i9r+9y+3a=ioo, 

équation  qu'il  faudrait  traiter  comme  dans  le  n^  précédent. 
Mais  avant  tout ,  observons  qu'il  est  préférable  d'exprimer  ^  et  z 
CD  fonction  entière  de  x;  1®.  parce  qu'il  est  évident  que  x  ne 

doit  pas  avoir  de  valeurs  au-desssus  de ou  5  —  :  a®,  parce 

que  les  cœfficiens  de  j^  et  de  z  ont  un  facteur  commun^  ce  qui 

entraînera  nécessairement  une  condition  propre  k  déterminer 

les  valeurs  convenables  de  x. 

Diaprés  ces  considérations,  transposons  le  terme  igx;  il 

.  «                                   1  •        o     .          *oo —  igr 
vient  9jf -f-  3*=  1 00  —  19X ,  ou,. J)ien ,  3y  +  z= 5~"      • 

Or  f  pinaoue  Ton  demande  pour  x,y,z,u,  des  nombres  entiers 

€t  positus,  il  faut  que • — ^  soit  entier  et  positif;  mais  il 

ù 

n'y  a  évidemment  que  x  =  i  et  x=:  4>  qui  puissent  satisfaire  à 
cette  double  condition.  Ainsi  déjà,  x  ne  peut  avoir  pour  valeurs 
que  x=  1  et  x  =  4- 
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Soit  X  2=3  I ,  il  en  résulte  3y  +  «  —  27 ,  ou  »  =  27  —  3y» 

Substituant  ces  valeurs  de  x  et  de  «  dans  la 
première  des  équations  proposées ,  on  trouve  u  ==  7a  -|.  a^. 
Jja  i'*  de  ces  deux  formules  montre  que^  ne  peut  pas  être ^9; 
ainsi  ^  . 

[a=  o>  >>  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9, 

pourx=i,ona^  2  =a7y24>2i,  18,  i5, 12,   9,    6,    3^   o, 
1 14  =  72,  74*76,  78,80,82,84^86,  88,  90. 

Soit  a;s=4>  ^  ▼îent  3j^4*^  =  8>     d'oi    a=  8— 3jf, 
et  i*  =  88  +  aj^. 

L'expression  de  %  prouve  que  y  ne  peut  pas  être  ^  2  ;  ainsi  pour 


]  a  =    8»    5, 
l  u  ^=-  88,  00. 


or  =  4 ,  on  trouve  ^  s  =    8,    5,    2, 

88,  90,  92. 

D'oi\  l'on  voit  que  la  question  proposée  n'est  susceptible  que  dp 
^eize  solutions,  et  de  dix^  si  l'on  excepte  les  solutions  o. 

§  III.  De  V Analyse  indéterminée  du  second  degré. 

142.  On  se  propose ,  dans  cette  partie,  comm.e  dans  l' Analyse 
indéterminée  du  premier  degré,  de  résoudre  en  nombres  en- 
tiers les  problèmes  qui  donnent  lieu  à  un  nombre  d'équations 
moindre  que  celui  des  inconnues.  Mais  comme,  en  général, 
une  équation  du  second  degré  à  deux  inconnues,  donne  l'une 
d'elles  en  fonction  irrationnelle  de  l'autre,  il  s'ensuit  que  la 
question  consiste,  1^.  à  déterminer,  pour  l'une  des  inconnues» 
des  valeurs  rationnelles,  qui  aient  la  propriété  d'en  donner  de 
semblables  pour  la  seconde^  2°.  à  choisir  parmi  les  valeurs  de 
la  première  inconnue,  les  valeurs  entières  qui  en  donnent  de 
semblables  pour  la  seconde.  On  conçoit,  d'après  cela,  que  l'Ana- 
lyse indéterminée  du  second  degré  doit  offrir  de  plus  grandes 
diiHcultés  que  celle  du  premier  degré.  C'est  en  elTet  une  des  théo- 
ries les  plus  difficiles  de  l'Analyse  algébrique,  et  elle  sort  tout- 
à-fait  des  Élémens.  Nous  renvoyons,  pour  cet  objet,  à  la  Théorie 
(Jif$  nombres  de  Legendre. 
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Nous  exposerons  tootefois  la  résolution ,  en  nombres  entiers, 
d'une  série  de  questions  à  deux,  inconnues ,  dont  les  équations 
ne  renferment  que  le  rectangle  ou  produit  des  inconnues j  siins 
renfermer  aucun  des  deux  carrés. 

Ces  questions  y  assez  curieuses  par  elles-? mêmes ,  sont  tirées 
de  l'Algèbre  de  M.  LbuilKer,  à  l'ouvrage  duquel  nous  devons 
déjà  les  énoncés  de  plusieurs  problèmes. 

143.  PsBMiiRK  QiTBSTiON.  Trouuêr  en  nombres  entière  les  côtés 
d'un  rectangle  dont  la  sur/ace  contienne  quatre  fois  autant  de 
mètres  carrés,  cjue  son  contour  contient  de  mètres  ? 

Soient  x  etj^  deux  côtés  du  rectangle  exprimés  en  mètres; 
xy  exprime  sa  surface,  et  nx  +  2y  son  contour. 

On  a  donc ,  en  yertu  de  l'énoncé ,  l'équation 

a:jf  =  8x  +  8y. 

De  celte  équation,  l'on  déduit  x  =  — ^,  ou  a:=s8-f \* 

y— ^  ^— « 

D'après  la  forme  de  la  valeur  de  x  en  y  y  il  est  évident  que, 
pour  une  valeur  entière  de  y^  on  ne  peut  en  obtenir  une  sem- 
blable pour  X,  à  moi  us  que  j'  —  8  ne  soit  diviseur  de  64. 

Concevons  donc  que  l'on  ait  déterminé  (^Arith.j  n®  148)  tous 
les  diviseurs  de  64,  et  qu'on  les  prenne  avec  les  signes  +  et  —  ; 
on  aura 

J^— 8=1,2,4,8,16,32,64,  I  — 64,— 32,— 16,— 8,~4,-2,— i; 

d'oii 

jœ:  9,10,12,16,24,40,72,  I —56,— 24,— 8,    o,    4,    6,     7; 

Remplaçant  dans  l'expression  de  .r,  ^  —  8  par  ses  différentes 
valeurs,  et  réduisant,  on  trouvera 

46=72,40,24,16,12,10,  9,  I        7,       6,     4,     0,-8.-24,-56. 

En  jetant  les  yeux  sur  les  deux  dernières  lignes  de  calcul , 
on  peut  voir  que  les  valeurs  de  x  sont^  dans  un  ordre  inverse, 
ks  mêmes  que  celles  de  ^;  ce  qui  doit  être ,  car  Téquation  du 
problème  ne  change  pas  lorsqu'on  metx  à  la  place  de  y,  et  réci" 
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proquement,  D'ofc  Pon  peat  conclure ,  en  faisant  d'ailleurs  abs- 
traction des  solutions  négatives^  que  les  systèmes  de  valeurs, 
réellement  dîfférens ,  sont 

^  =    9,   10,   12,   i6, 
a:  =  72,  4o>  ^4,    16. 

Ainsi  y  la  question  est  susceptible  de  quatre  solutions. 

Vérifions  le  système    j^  =  lo,     r  =  ^o» 

La  base  du  rectangle  renfermant  4^  mètres,  et  la  hauteur  10^ 
la  surface  est  de  4oo  mètres  carrés.  D'un  autre  côté,  le  C|pntour 
est  égal  à  2r4o  -f-  10) ,  ou  100  mètres;  or,  4oo  est  ^al  an  qaa- 
druple  de  100;  donc,  etc. 

Généralisons  cette  question,  et  proposons-nous  de  déterminer 
un  rectangle  dont  la  surface  contienne  m  Jbis  autant  de  mètreê 
carrés  que  le  contour  contient  de  mètres. 

On  a  Péquation     xy  =  m  (2X  +  2y)  =  ^mx  +  2my. 

D'où ,  tirant  la  valeur  de  x  et  effectuant  la  division  , 

4m* 


x  =  2m  + 


'  —  7.m 


Remarquons  d'abord  qu'il  est  inutile  d'avoir  égard  aux  divi- 
seurs négatifs  de  ^m^\  car  si  ^  —  %m  est  négatif  et  numéri* 
quement  plus  petit  que  2/71,  y  est  bien  positif;  mais  comme 

alors     — est  négatif  et  numériquement  plus  grand  que 

27/1,  la  valeur  correspondante  de  x  est  négative.  Le  contraire 
aurait  lieu  ,  si  j'  —  im  était  négatif  et  numériquement  plus 
grand  que  ^m*,  c'ést-à-dire  que  y  serait  négatif  et  x  positif. 
Or,  on  est  censé  n'admettre  que  des  solutions  directes  de  la 
question.  . 

Cela  posé,  soient  d,  £?,  d",  cT....  les  diviseurs  de  4''**>  ^d  » 

y  —  im  =  dy  é[ y  d*,  d*,..,  ; 

d'où  y:=z2m  +  d^  7.m+d\  am  +  d",  2/71 -f-rf*,... 

et  par  cousiquent ,  en  désignant  par  y,  q',  q" ^  q' ...  les  quotiens 
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entiers  de  4^"*  pM*  û?,  ûf,  d",  d^... , 

x=2ni  +^,  27n+<^',  2fn  +  ^*,  2/I1+7*' 

Le  nombre  àessolutiona  parait ,  au  premier  abord ^  égol  au 
nombre  des  diyiseors  de  ^m^  ;  mais  comme  l'équation  est  symé- 
trique (*)  en  X  ety^  les  valeurs  de  x  tirées  de  l'équation  résolue 
d'abord  par  rapport  h  y,  seraient  les  mêmes  que  celles  àoy, 
prises  dans  un  ordre  inverse.  Ainsi,  le  nombre  total  des  solu- 
tions  distinciea  n'est  réellement  que  ia  moitié  du  nombre  de  s  di^ 
vismin,  si  ce  dernier  nombre  est  pair,  et  la  moitié  plue  un,  si 
œ  nombre  est  impair. 

Soit  pour  seconde  application , 

711  =  3,     d'où     x=6-f-  j«; 

cherchant  les  diviseurs  de  36,  on  a 

y  —  &=     I,     2,     3,     4»     6»     9>    *^>    *8>   36; 
d'où  ^=     7,     8,     9,    10,   12,   i5,   i8,  24,  4^- 

— -—g  =36,   18,   12,     9,     6,     4,     3,     2,     I. 

Donc        a:  r=  42,  24,   18,    i5,  12,   10,     9,     8,     7; 
œ  qui  donne  cinq  solutions  distinctes. 

i44'  Seconde  question.  Etant  donné  le  côté  a  d^un  carré j 
tromper  en  nombres  entiers  les  côtés  cCun  rectangle  dont  le 
contour  soit  à  celui  du  carré  dans  le  même  rapport  que  leurs 
surfaces. 

Soient  r  et  y  deux  côtés  du  rectangle;  2(x+j')  et  x  y  en 
représentent  le  contour  et  la  surface;  d'ailleurs,  /^aet  û*  ex- 
priment   le    contour    et   la  surface  du  carré.  Ainsi,   l'on    a 


(i)  Oo  appelle /onrtiofi  symétrique  de  deux  oa  plusieurs  quantités,  touic 
expretaion  qui  renferme  ces  quantités  combine'cs  de  la  même  manière  .  v'^c^x- 
^iro  telles  qao.,  iorsqu^on  (fchangc  ces  quantités  les  unes  dans  les  autres, 
Tespression  ne  change  {«as,  excepte  dans  Tordre  des  termes. 
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l'équatÎQQ 

^  —  .i_ — sii  ^    ou  simplifiant ,     axy  =  a(x  +  y) . 

II  peul  se  présenter  deux   cas  :  ou  a  est  pair,   ou  il  est 

impair. 

1°.  Si  a  est  pair  et  égal  à  ia\  il  vient,  en  supprimant  le  lac*' 

a'* 
teur  a,   xyzcia\x  + y)^   d'où   x=?:a^ 3"^>     ®*  ï* 

question  rentre  dans  la  précédente* 
a^.  Si  a  est  impair,  on  a 

07=  — =^ — ,  ou  x==-  +  -- '. 

%y  —  a  2       2(2y — a) 

Pour  que  cette  expression  de  x  soit  entière,  il  faut  et  il  suffit 
éyidemmcnt  que  2^  — a  soit  un  diviseur  de  a^ 

En  désignant  par  d ,  cT,  d*....  ces  diviseurs  ,  et  parq^q^q",.. . 
les  quotieus  de  la  division  de  a*  par  d,  d\d\.,,  (  les  quantités 
djdf,d'*,,,,q^  q\q'  *  • . .  sont  nécessairement  des  nombres  impairs  », 
puisque,  par  hypothèse,  a  est  impair)  on  aura 

2^^— a=      rf,           cT,           d''....,  nombres  impairs, 
dou  y  =z ,  ,  ....,  expressions  entières.. 

2  2  2 

qy  q  y  9'*  •  •  •  >  nombres  impairs , 


aj^  —  a 

et  par  conséquent, 


expressions  entières^ 
2     '       2     '       2  '       ^ 

Soit  en  premier  lieu,  a  =  20;  Péquation  est 

2xy=s2o(j:+j^), 

ou ,  divisant  par  2  et  résolvant  par  rapport 

,       100 
\k  X .  A*=  lo  + 


V — 10 
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dberciiant  les  diTUeurt  de  i  oo ,  on  trouve 

^•«loss       I,     a,     4>     ^f  ^^1   ^o>  ^^f  5o,ioo; 
d'ob  y  ^^    II)   i^>   i49   1^9  ^<^9  3o^  35,  60^110; 

ss  100.  So.-aS,  20.   lo.     5.     4»     ^9     I» 

V  — 10  '  '-»'       '       *■ 

donc  x=  110,  60,  35,  3o^  20,   i5,   i4»   la     ni 

ce  qui  donne  râi^  êoltUion$  différentes. 
Soit,  en  fécond  lieu ,  a  =i5  ;  on  a  l'équation 

l5v  l5  223 

foli  Ton  déduit  x=5 ^— v,oubîen,x=: (--7 =; . 

ajf  — 15'  a      2(2^ — 15) 

Cherchant  les  diviseurs  de  225,  on  obtient 

a^«»î5=s     1,     3,     5,    9,  i5,  25,  45,  ^5,  225j 
d'où         y=     8,     9,   10,   12,   i5,  20y  3o^  4^'   i^^> 

^— -J5=225,  75,  45,  25,  i5,    9,     5,     3,       I, 

donc         ors?:  120,  45,  3o^  20,  i5,   la,   10,     9,       8^ 
en  tout ,  cinq  solutions  différentes. 

145.  TnouikuM  QUisATioif.  Étant  donné  le  côté  a  d^un  cnbâj, 
en  nombre  entier ^  on  demande  (aussi  en  nombres  entiers)  le  côté 
de  la  base  et  la  hauteur  d^un  parallélépipède  rectangle  à  base 
carrée^  de  manière  que  leurs  capacités  soient  entre  elles  co^uie 
leurs  surfaces  ? 

Soient  x  le  côté  de  la  base,  et  y  la  hauteur  de  ce  parallélé- 
pipède; x^  et2j?*-4-4^  représentent  le  volume  et  la  sur- 
face totale  de  ce  solide;  d^ailleurs,  a^  et  6a' sont  les  expres- 
sions du  volume  et  de  la  surface  du  cube  donné ^  on  a  donc 
l'équation 


2x'*-|-4fy      6«' 


-•' 
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OU ,  chassant  les  dénominateurs  et  réduisant , 
3xy  =:  ax  +  2ay, 


ou  bien  encore , 


-3y-      — 
3x  =  2a  + 


aa* 


On  déduit  de  cette  équation  ,  x  =  = — ^  =  -^  -j-  ^y= r , 

'  6y — a        3         3(6y — a) 


2a* 


3^  — a'    . 

Cela  posé ,  désignons  par  dyctyd"..,.  tous  les  diviseurs  de  ao*, 
et  posons     3y— a=  d^  d\  ûT....  ; 

il  en  résulte  y 


g  4-^    g+<f     a+d" 


3      '        3     ' 

Soient  d'ailleurs  q,  q',  ^''....  lesquotiensde  aa^  par  d,  Jjd^.;\ 
2a* 


on  a 
d'où 

Donc 


9f 


y> 


3y  — i-  a 

3jr  =5  aa  +  y ,     aa  +  q',    aa  +  y*.... 

2a  +  q       aa  +  î'      aa  +  y* 


En  ne  tenant  compte ,  dans  les  deux  séries  des  valeurs  de  x  et 

de  y,  que  des  expressions  entières,  on  obtiendra  les  systèmes  en 

nombres  entiers,  propres  à  vérifier  l'équation. 

ia8 
Soit,  par  exemple,a=8;  Téquation  devient  3xt=i6-f-  ^       ^ , 

cherchant  les  diviseurs  de  ia8,  et  les  égalant  à  3j^  <—  8, 

ona         3y  — 8:=      i,  a,     4>  ^9    '^>  ^^y  ^4»    ^^^i 

d'où                  y=     3,  <f,     4,  «,     8,  «,  a4,     « 

r=ia8,  3a,  8,  a 
donc 
et  par  conséquent , 

x=48,  i6,  8,  6;   ^  ^.-^ 


ia8 
3y— 8' 

3x=  i6+  ia8,  i6+3a,  i6  +  8,  i6+a> 
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«iotiy  Péquatîon  particulière  admet  les  systèmes 

x  =  4^y   i6y  8,     6, 
y=,   3,     4,  8,  a4. 

Mous  proposerons,  pour  nouTeanx  eiercrices,  les  équaiioiii 

•  {  *  =  a6,  i4i  lo,  8, 

a*.  8br^=r6«4-  5y+  la;  système  unique,  j^  =  6,  4r=s5j. 

4*«  L'équation  générale  m»^  =  ax -f- &j^  +  e. 

QoA«niàia  qwtiom.  O/i  demanda  ^  en  nombreê  enUén,  Us 
pamlUUpipècUa  rectangUê  à  bases  carrées  ^  tels  que  leur  capa^ 
cité  vaille  cinq  fiiis  autant  de  mètres  cubes  que  leur  surfiMOê 
contîeni  df  mètres  carrés.» 

rté  de  la  base,  :r=^aO;  lao, 70,60, 4540f3o,a8,a5,a4iaa,ai;\ 
hauteur ,  y^z  1 1 ,  i  a,  1 4^  1 5, 1 8,ao,30|35|5o;6o,  1 1  o,a  10./  ^ 

DouMe  solutions. 


CHAPITRE  V. 

Formation  des  Puissances  et  extraction  des  Racines 
dun  degré  quelconque. 

Iniroductii)n,  De  même  que  la  résolution  des  équations  du 
seopad  degré  suppose  connus  les  procédés  de  l'extraction  de  la 
racioe  carrée,  de  mèmcyla  résolution  des  équations  du  troisième. 
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quatrième....  degré,  exige  qu'on  sache  extraire  la  racine 
troisîcrae,  quatrième. . . .  d'une  quantité,  soit  numérique ,  soit 
algébrique.  {Fbyez  le  n**  2,  pour  les  définitions  du  mot  puis^ 
eance  et  du  mot  racin^.) 

L'élévation  aux  puissances,  l'extraction  des  racines  de  dtgré 
quelconque  et  le  calcul  des  radicaux,  feront  l'objet  principal 
de  ce  nouveau  chapitré,  qui ,  avec  le  premier  et  une  partie  du 
troisième,  constitue  l'ensemble  des  opérations  que  l'on  peut  avoir 
à  effectuer  sur  des  nombres  exprimés  algébriqueitient. 

Quoiqu'une  puissance  quelconque  d'un  nombre  puisse  s'ob- 
tenir d'après  les  règles  de  la  multiplication,  soit  arithmétique, 
soit  algébrique ,  cependant  cette  puissance  est  assujettie  à  une 
loi  de  composition  qu'il  faut  absolument  connaître ,  si  l'on  veut 
rei^enirde  la  puissance  à  la  racine.  Or,  comme  la  loi  de  compo- 
sition du  carré  d'une  quantité  numérique  ou  algébrique  est 
fondée  (n**  86)  sur  Tcxpression  du  carré  d'un  binôme,  deméme 
la  loi  relative  à  une  puissance  de  degré  quelconque  se  déduit 
de  l'expression  d'une  puissance  de  même  degré  d'un  binôme. 
C'est  donc  par  la  détermination  du  développement  d'une  puis* 
êanice  quelconque  d'un  binôme  j  que  nous  devons  commencer 
cette  nouvelle  théorie. 

§  P'.  Binôme  de  Newton  ^  et  conséquences  qui  en 
déris^ent. 

146.  Si  l'on  multiplie  le  binôme  jc-f-a  plusieurs  fois  de  suite 
par  lui-même ,  on  parvient  aux  résultats  suivans  : 

(x+a)'  =  je  -t-Cj 

(jf -f- g)*  =  :c' -f  2ajt  +a^y 

{x  -h  ay  =  x^  +  Sgj?*  -t-       Za^x  +  a'  ^ 

lx  +  ay  =  x^  +  ^ax^+       6a  V+      4"^^:    +    «S 

\x  +  af=:ix^  +  5ax^  +     i  oa  V  +    1  oa^x^  +  5a^x  +  a*. 

En  jetant  les  yeux  sur  ces  diflerens  développemens,  on  re- 
connaît aisément  une  loi  suivant  laquelle  ils  procèdent,  quant 
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L  exposans  de  »  et  de  a  ;  il  n'en  esl  pas  de  même  pour  les 
fficiens.  Cependant  Neivlon,  cclcbre  géomètre  anglais,  est 
'Tenu  k  en  découvrir  unê^  au  moyen  de  laquelle  le  degré 
ine  puissance  étant  donnée  on  peut  former  cette  puissance 
in  bÎDome,  sans  qu'on  soit  obligé  de  passer  d'abord  par 
ites  les  puissances  inférieures.  Il  n*a  laissé  aucune  trace  des 
sonnemens  qui  avaient  pu  l'y  conduire;  mais  depuis ^  on  a 
ostaté  d'une  manière  rigoureuse  l'existence  de  cette  loi.  De 
ites  les  démonstrations  connues,  la  plus  élémentaire  est  celle 
i  se  trouve  fondée  sur  la  Théorie  des  combinaisons.  Toutefois^ 
mme  elle  est  encore  assez  compliquée,  nous  commencerons^ 
ur  en  simplifier  l'exposition,  par  résoudre  quelques  problèmes 
latifi  aux  combinaisons,  dont  ;l  sera  facile  ensuite  de  déduire 
formule  du  binôme^  ou  le  développement  d'une  puissance 
leloonqued'un  binôme. 

147.  Notions  préliminaires»  On  sait  déjà  (Arith. ,  n**  12'^)  que 
produit  d'un  nombre  71  de  facteurs  a,  b,  c,  d, .  » ,  necbange 
s,  dans  quelque  ordre  qu'on  effectue  leur  multiplication, 
r,  on  peut  se  proposer  de  déterminer  le  nombre  total  des  ma- 
ëresdont  ces  lettres  sont  susceptibles  d'être  disposées  les  unes 
la  suite  des  autres.  Les  résultats  qui  correspondent  à  chaque 
bange  que  l'on  fait  subir  à  ces  lettres  se  nomment  permu- 
tions. 

C'est  ainsi  que  deux  lettres  a  et  b  donnent  un  produit  unique 
^,  mais  fournissent  les  deux  permutations  ab  et  ba. 
De  même ,  les  trois  lettres  a,b,  c, donnent  un  produit  unique 
bc,  mais  fournissent  les  six  permutations  abc,  acb ,  cab^  bac, 
ca,  cba. 

Soient  maintenant  un  nombre  m  de  lettres  a,b,Cyd,e..,\ 
on  les  dispose  les  unes  à  la  suite  des  autres,  2  a  2,  3  à  3, 
à  4-  •  •  >  dans  tous  les  ordres  possibles,  de  manière  toutefois 
ue,  dans  chaque  résultat,  le  nombre  des  lettres  soit  moindre 
ue  celui  des  lettres  données,  on  peut  demander  l'expression  i/a 
\ombre  total  des  résultats  que  l'on  obtient  ainsi.  Ces  résultats 
ont  ce  qu'on  appelle  des  arrangemens. 
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Ainsi,  aby  ac^  ad.  . .  ba,  bc ^  bd, . .  ta,  cb ,  cd. . .  sont  des 
arraii^cmens  2  3  2  des  m  lettres. 

De  même,  abc ,  abd, .  •  bac,  bad, . .  acb,  acd.  . .  sont  des 
arraugemens  3  à  3. . . 

En  il  D,  lorsqu'on  dispose  ainsi  les  lettres  les  unes  à  la  suilB 
des  autres,  2  à2,3à3,4à4-«-9  0n  peuteniger  que  deuxqn^ 
conques  des  résultats  que  l'on  forme  ne  soient  pas  oompofn 
des  mêmes  lettres,  c'est-à-dire  qu'ils  différent  entre  eux  m 
moins  ptir  l'une  des  lettres;  et  l'on  peut  demander  alors  le  nombre 
total  des  résultats  qu'on  obtient  ainsi.  Dans  ce  cas,  les  résultitl 
prennent  le  nom  de  combinaisons. 

Ainsi,  abyOc,  bc.  ad,  bd,.,  sont  des  combinaisons  2  k  2, en 
tant  que  deux  quelconques  des  résultats  différent  au  moins  par 
l'une  des  lettres. 

De  même,  abc,  abd,,*  acd,  bcd,„  sont  des  combinaisoni 
3  à  3... 

Il  existe  donc  une  différence  essentielle  dans  la  signification 
des  mots  permutation  j  arrangement  et  combinaison. 

On  donne  le  nom  de  permutations  ^  aux  résultais  qu'on  ob^ 
lient  en  disposant  les  unes  à  la  suite  des  autres  j  et  clans  ftwi 
les  ordres  possibles  j  un  nombre  déterminé  de  le  tires  j  de  manièn 
(jue  toutes  les  lettres  entrent  dans  chaque  résultat  ^  et  que  eho' 
cune  n'y  entre  qu  une  fois. 

Le  nom  d'ARRANOEMXNS  s'applique  aux  résultats  qu*on  cb- 
iient  en  disposant  les  unes  à  la  suite  des  autres  ,  et  dans  tousl» 
ordres  possibles ^  2  à2,3à3,4  à  4*<*  n  h  n,  \xu  nombre  m 
de  lettres,  m  étant  >  n,  c est-à-dire  le  nombre  des  lettres 
qui  entrent  dans  chaque  résultat ,  étant  moindre  que  k 
nombre  total  des  lettres  considérées.  Si  cependant ,  on  suppo* 
saitn  =  m,  les  arrangemens  n  à  n  deviendraient  de  simples 
permutations. 

Enfin,  on  appelle  combinaisons  les  arrangemens  doni  deux 
quelconques  différent  entre  eux  au  moins  par  fane  des  lettret 
qui  y  entrent. 

11  est  important  que  les  élèves  se  pénètrent  bien  de  ces  défi- 
nitions, pour  entendre  la  résolution  des  problèmes  suivans.  ' 


THEORIE   DES   GOMBlNAlSOUir;  ^41 

14B.  FsUflER  PAodLÊBfE.  DéUrmiiiêr  le  nombre  total  des 
tnicuTATiOMS  dont  n  lettres  sont  susceptibles  ? 

ly abord ,  deux  lettres  a  et  6  donnent  évidemment  les  deux 
perraatatioQS  ab  et  ba.  Ainsi ,  le  nombre  des  permutations  de 
dnup  lettres  est  1,  ou  i  X  2. 

Soient  actnellemcnt  3  lettres,  a ,  6 ,  r.  Mettons  à  part  l'une 

qaeloonqae  de  ces  lettres,  c  par  exemple ,  et  écrivons  à  la  droite 

its  deux  arrangemcns  ab  et  ba  que  donnent  les  deux  autres , 

[   k  lettrée;  il  en  résulte  les  deux  permutations  de  trois  lettres, 

'    ake,  bac.  Or,  comme  on  peut  ainsi  mettre  k  part  chacune  des 

i    trois  lettres,  il  s'ensuit  que  le  nombre  total  des  permutations 

'    di  trois  lettres  est  égal  â  a  >^  3,  ou  1  X  2  X  3. 

I       En  général ,  soit  un  nombre  n  de  lettres  ^a^b,  c^  d, ..  ,j  et 

î    appoaoni  déjà  connu  le  nombre  total  des  permutations  de 

n—  I  lettres^  nombre  que  nous  désignerons  par  Q. 

Gmsidâronsà  part  l'une  des  n  lettres^  et  écrivons  cette  lettre 

à  U  droite  de  chacune  des  Q  permutations  que  donnent  les 

n—  I  autres  lettres,  il  en  résulte  Q  permutations  de  n  lettres, 

^    terminées  par  la  lettre  que  l'on   avait  d'abord  isolée.   Or, 

.    eomme  on  peut  ainsi  mettre  à  part  chacune  des  n  lettres,  il 

^ensuit  que  le  nombre  total  des  permutations  de  n  lettres  est 

égala QX  ». 

Soit  n=2i,  Q  désigne  alors  le  nombre  des  permutations 

qu'une  seule  lettre  peut  donner  ;  donc,  Q  =  i ,  et  il  vient,  dans 

ce  cas  particulier,  Q  X  w  =  i  X  2. 

SoUii=  3,  Q  exprime  alors  le  nombre  des  permutations  de 

|i  3  —  1  ou  de  a  lettres,  et  est  égal  à  i  X  2.  Ainsi,  Qx^se  réduit 

à    1X2X3. 

Soit  encore  »=4>  Q  désigne  ,  dans  ce  cas  ,  le  nombre  des 
permutations  de  3  lettres  et  est  égal  à  i  X  2  X  3.  Donc  Qx  n 
devient  1  X  2  X  3  X  4- 
i  JV.  B,  Ou  voit  donc  que  la  formule QX,n,  renferme  tous 
,  les  cas  particuliers  du  pmblcmc  proposé.  Ainsi ,  en  reprenant 
les  raisonneraens  ci-dessus,  on  peut  résoudre  immédiatement 
le  cas  général,  sauf  à  en  déduire  ensuite  tous  les  cas  parti- 
culiers. 


G 
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i49-  StcoND  PROBbiME.  Va  nombre  m  de  lettres  a^  b,  c, 
tl .  . .  étant  donnée  déterminer  le  nombre  total  des  abranoevens 
n  ci  n ,  que  l*on  peut  former  a^tfc  ces  m  lettres  j  m  étant  supposé 
plus  grand  que  n  ? 

Pour  résoudre  sur-le-cliamp  celte  question  générale ,  suppo- 
sons déjà  connu  îe  nora])re  total  des  arrangement  n — i  'k  /»^i , 
que  Ton  peut  faire  avec  les  m  lettres^  et  désignons  ce  nombre 
par  P. 

G)n.sidérons  l'un  quelconque  de  ces  arrangemcns  et  écrivons 
n  sa  droite  chacune  des  lettres  qui  n'entrent  pas  dans  cet  arran- 
gemcnty  et  dont  le  nombre  est  nécessairement  m  —  (n  —  i) 
ou  m  ~  n  4"  ï  i  il  est  évident  que  l'on  formera  ainsi  «n  nombre 
m  —  n  +  I  d'arrangcniens  de  n  lettres ,  tous  différant  entre  eux 
par  la  dernière  lettrCt 

Considérons  un  nouvel  arrangement  de  n —  i  lettres,  et  écri- 
rons à  sa  droite  les  /» —  n  +  i  lettres  qui  n'en  font  pas  partie  ; 
on  obtiendra  encore  un  nombre  m —  7i+  i  d'arrangemens  de 
n  lettres,  tous  différant  entre  eux  et  différant  des  précédens, 
au  moins  par  la  disposition  d'une  des  n  —  i  premières  lettres. 
Comme  d'ailleurs  on  peut  considérer  à  part  chacun  des  P  ar- 
rangemcns n  —  I  à  n  —  I ,  et  écrire  successivement  à  sa  droite 
les  m — 71 4-1  autres  lettres,  il  s'ensuit  que  le  nombre  total 
d'arrangemens  de  tt^  lettres  7i  à  72,  est  exprimé  par 

p  {jji—n+\). 

Veut-on  maintenant  trouver,  comme  cas  particulier,  le 
nombre  total  des  arrangemens  de  m  lettres  2  à  2,  3  à  3, 

444....? 

Faisons  n=2 ,  d'où  m  —  71+1  =  771  —  i;  P  exprime  dans 
ce  cas,  le  nombre  total  d'arrangemens 2  —  là  2  —  i,  ou  1 
à  I  ,  (îl  est, par  conséquent,  égal  à  m\  donc,  la  formule  devient 
m  {m. —  i). 

Soit  71  =  3 ,  d'oïl  771  —  n  +  1  =  771  —  i\  p  exprime  alors  le 
nombre  des  «.rrangcmens  2  à  2 ,  et  est  égal  h  771  (77* —  1)}  donc, 
la  formule  devient  77*  (7/1  —  1)  (77» —  2). 


Tn&>RlE    DES    COMBINAISONS.  ?.  |3 

Soit  encore  w=4>  à*oti  m  —  71+1=''*  —  3j  P  cxprinuî 
le  nombre  des  arrangemens  3  à  3,  ou  est  tgal  à  m  {m —  i  )  {ni — 2); 
donc  la  formule  devient  m  (/n — 1)  (m— 2)  (/ti— 3).  Et  ainsi  de 
suite. 

y,  B.  D*aprës  la  manière  dont  les  cas  particuliers  ont  été 
déduits  de  la  formule  générale,  P  (/^-^«-f-  i),  on  peut  con- 
clure que  celte  formule  développée  revient  à 

/»  (in— 1)  (m  —  2)  (m — 3) (//i — n-f-i); 

c'est-à-dire  qti^elle  se  compose  du  produit  den  n  nombres  con^ 
sécuHfi  et  décroissons  j  qui  se  trouvent  compris  depuis  m  in-» 
elusiifem£nt  j  jusquà  m  —  (n  —  i)  ou  ni  —  n  -f-  '  j  inclw 
wement 

Cela  posé,  il  est  facile  de  déduire  de  cette  formule  dévelop- 
pée, la  formule  du  n"  précédent,  c'est  à-dire  la  valeur  de  Qx  «' 
aussi  développée. 

En  effet,  on  a  vu  (n**  147)  que  les  arrangemens  deviennent 
des  permutations,  lorsqu'on  suppose  le  nombre  des  lettres  qui 
entrent  dans  chaque  arrangomout,  égal  au  nombre  total  des 
lettres  considérées. 

Ainsi ,  pour  passer  du  nombre  total  d'arrangemcns  de  Jtt 
lettres  nà  n,  au  nombre  de  permutations  de  n  lettres,  il  n'y  a 
qu'à  faire  dans  le  développement  ci-dessus,  tti  = /i  j  ce  qui 
donne 

n  (n  —  1  )  («  —  2)  ('i  —  3) I . 

Renversant  l*ordre  des  facteurs  et  observant  que  le  dernier  fac- 
teur étant  I ,  l'avant-  dernier  est  2,  le  précédent  3...,  on  obtient 

1.2.3.4 (/z  —  2)  (a — i)  n 

pour  le  développement  de  Q  X  n. 

Ce  n*cst  autre  chose  que  la  suite  naturelle  des  nombres,  com- 
pris depuis  I  inclusivement  jusqu'à  71  inclusivement. 

i5o.  TroisiIme  problème.  Déterminer  le  nombre  tot^l 
de  combinaisons  différentes  n  à  n  que  Von  peut  former  avec 
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Dcsîgiions  par  X  id  uonibrc  total  des  anxingemena  nh  n  que 
Voa  peut  fornicr  avec  m  lettres,  par  Y  le  nombre  de  permu- 
tations dont  n  lettres  sont  susceptibles,  enfin  >  par  Z  le  nombre 
total  des  comhincùsons  différentes  nkny  nombre  qu'il  s'agit  de 
déterminer. 

Il  est  évident  que ,  poar  obtenir  tous  les  arrangemens  pos- 
sibles de  m  lettres  n  k  n,  il  suffît  de  faire  subir  aux  n  lettres 
de  chacune  des  Z  combinaisons j  toutes  les  permutations  dont  ces 
lettres  sont  susceptibles.  Or,  une  seule  combinaison  de/»  lettres 
donne,  par  bjpotbëseï  Y  permutations*,  donc,  Z  combinaisons 
de  n  lettres  doivent  donner  Y  X  Z  arrangemens  i»  a  n;  et 
comme  on  a  d'ailleurs  désigné  par  X  le  nombre  total  des  ar- 
rangemens, il  s'ensuit  que  les  trois  quantités  X,  Y,  Z  sont  liées 

X 

entre  elles  par  la  relation  X = Y  X  Z  *,  d'où  l'on  déduit  Z  =  ^  • 

Mais  on  a  trouvé  (n^  149) 

X=P(/»  — 11+0, 
et(n«i48)  Y=QXi». 

Donc  enfin,     Z= p-— î  =  — X = — . 

QX»  Q  n 

Comme  P  exprime  le  nombre  total  d'arrangemens  1»  «—  1  i 
7»  —  I ,  que  Q  exprime  le  nombre  total  de  permutations  de 

P 

n  —  I  lettres,  il  s^ensuit  que  -tz  exprime  le  nombre  des  combi- 
naisons différentes  de  m  lettres  n  —  i  ii  n  —  i. 

D'aprës  cela,  soient  demandés,  comme  cas  particuliers,  les 
nombres  de  combinaisons  2a2,3à3,  4à4--* 

P 
Faisons  n  =  2 ,  auquel  cas  jr  exprime  le  nondire  des  combi- 
naisons a —  là  2 —  t ,  ou   I  à  I ,  et  est  égal  à  m  ;  la  formule 

ci*dessus  devient  m  X on  — ^ -. 

a  1  .a  , 

p 

Faisons  nsi3,  auquel  cas    ^  exprim?  le  nombre  des  corn- 
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la  formule  détient 


Vinaisons  a  a  a^  ou  est  égal  à 

mjm^i)  (<i  — a) 
i.a.3 

^    ^  •*  j       A      '»(''»  —  i)  (h*  —  a)  (n»  —  3)  , 

On  trouTerait  de  même  — ^ — — ^   /  '  pour  le 

i.a.3.4  ' 

nombre  des  combinaisons  4^  4>  c^c*-*  î  ^^  ^^^  général ,  pour  le 

nombre  des  combinaisons  n  à  n  ^  on  a 

iii(iii— 0  (/»  —  a)  (m — 3).,  ..(m— ;>-h  i)^ 

I. a. 3. 4*5 /»— -I  /»  ' 

c^ert  Fezpression        ^ — ^t_J  déreloppée. 

i5l.  Démonstration  de  la  JbrmuU  du  binôme.  Pour  découvrir 
pins  aîsément  la  loi  du  développement  de  la  puissance  m''"' 
du  binôme  x  +  ^9  nous  commencerons  par  observer  la  loi  du 
produit  de  plusieurs  binômes  x~\--afX+b,x  +  CyX  +  d. .. 
ayant  un  premier  terme  commun ,  et  dont  les  seconds  termes 
sont  différens. 

X  -^  a 

X  +  b 
i*'  produit. .  .  X'  +  a     x  -i^  ab 


x'+  a 
X  4*  c 


+  * 
X  +  d 


x^+  ab 
+  bc 


x  +  aie 


3-. 


x^+  a 

aH+  ai 

X'+  abc 

+  b 

-|-  flC 

+  abd 

4.  c 

H-  arf 

+  acd 

+  d 

+  bc 
+  bd 
+  cd 

+  ècd 

X  +  abcd. 


Ces  multiplipations  étant  effectuées  d'après  les  règles  ordi- 
naires de  la  multiplication  a]gél>rique,  on  reconnaît;  sur  les 
trois  produits  qui  précèdent^  la  loi  suivante  : 


5k46  binoxs  dx  ^swTOlr. 

i^  Par  rapport  aux  exposans»  l'exposant  de  xest  d'abord  égal 
au  nombre  des  binômes  multipliés.  Cet  exposant  dim  in  ne  ensuite 
d'une  unité  d'un  terme  au  suivant,  jusqu'au  dernier  terme,  où 
il  est  égal  à  zéro. 

2^  Par  rapport  aux  coeffîciens  des  diverses  puissances  de  x, 
le  coelTicient  du  premier  terme  est  l'unité;  le  coefficient  du  se^ 
Gond  terme  est  égal  à  la  somme  des  seconds  termes  des  bi- 
nômes; le  cocHicient  du  troisième  terme  est  égal  à  la  somme 
des  produits  différens  de  ces  mêmes  seconds  termes,  multi- 
pliés deux  à  deux;  le  coefficient  du  quatrième  terme  est  égal 
à  la  somme  des  produits  différens  trois  à  trois.  En  nous  lais- 
sant conduire  par  Vanalogie,  nous  pouvons  dire  que  le  coefiR- 
oient  d'un  terme,  qui  en  a  /»  avant  lui,  est  égal  à  la  somme  des 
produits  di€ercns na  n  des  seconds  termes  des  biuomes.  Enfin, 
le  dernier  terme  est  égal  au  produit  des  seconds  termes  des  bi- 
nômes. 

Pour  nous  assurer  si  cette  loi  de  composition  est  générale  y 
supposons  qu'elle  soit  déjà  reconnue  vraie  pour  le  produit  d'un 
nombre  m  de  binômes,  et  vo}ons  si  elle  a  lieu  lorsqu'on  intro- 
duit un  nouveau  facteur  dans  le  produit. 

Soit  donc 

x"*+Ajt:'"-'+Bj;^-*-l-Cx'"-3^...Ma:'"-«+'-f-Nj:"=-"+ .  .,+1], 

le  produit  de  m  facteurs  binômes  (Nx"""*  représenter  un  terme 
qui  eu  a  n  avant  lui,  et  Mx"^""*"'  celui  qui  le  précède  immé- 
diatement). 

Soit  d'ailleurs  .c  +  K  le  nouveau  facteur  inli  /duît;  on  a  pour 
le  produit  ordonn«'^. 


,.mH-i 


+A 


x'"+B     [x-^-'-fC    |x'"-^-h...-f-N     |x"-"-^«-|-.. 


-1-AK!         -f-BK|  -f-MK|  -l-UK. 


Déjà ,  la  loi  des  exposans  est  évidemment  la  même. 

Quant  aux  coeiFiciens,  i**.  celui  du  premier  terme  est  l* unité, 
1^,  A-f-  K,  ou  le  coefficient  de  z"*,  est  aussi  la  somme  des  se- 
conds  fermes  des  m  +  i  binômes. 

3'.  15  es!,    pitr  nypothrsp,  rgal  à  la  somme  des  produits  diflc- 


rens  a  à  a  des  seconds  termes  des  m  premiers  Lîooines;  ÀK'ex- 

prime  la  somme  des  produits  de  chacun  des  seconds  termes  des 

m  premiers  binômes,  multiplié  par  le  nouveau  second  terme  K  ; 

donc  j  B  +  AK  est  encore  la  somme  des  produits  dijfértns  deux 

à  dêUiS  des  seconds  termes  des  m  +  i  binômes. 

En  général,  puisque  N  exprime  la  somme  des  produits  nk  n 

des  seconds  termes  ùts  m  premiers  binômes  >  et  que  MK  repr<^'- 

lentela  somme  des  produits  n — i  à  n — i  de  ces  seconds  termes, 

multipliés  par   ie    nouveau  second  terme  R,   il   s'ensuit  que 

M  +MK,  ou  le  coefficient  qui,  dans  le  poljnome  de  degré  m+i  > 

eo  a  »  aérant  lui,  est  égal  à  la  somme  des  produits  différens 

nàfk  des   seconds   termes  des  m  -|*  '   binômes.  Le  dernier 

terme  U  X  K ,  est  d'ailleurs  égal  au  produit  des  m  +  i  seconde 

termes* 

Ainsi  la  loi  de  composition,  supposée  vraie  pour  le  produit. 

d'un  nombre  m  de  binômes ,  l'est  aussi  pour  un  uond^re  m-f-i  ; 

donc,  elle  est  générale. 

Concevons  actuellement  que,  dans  le  produit  effectué  de  m 

facteurs  binômes,  x  +a^  x+b,  x  +  c,  x+d ,  on  fassr 

0 ^6=  c  =  d...., l'expression  indiquée  de  ce  produit 

(x  +  a)  (x  +  6)  (x  +  0  (Jî  +  ^.—  se  change  en  (x  +  a)"- 

Quant  à  son  développement ,  les  coeiBciens  étant 

a  +  ft  +  c  +  ^+.  • .,  ai  +  Gc  +  <i^  +•.  • ,  abc  +  abd  +  acd  -f-... , 

1*.  le  coefficient  de x*"^* ,  ou  a  +  b-^-c  -{-d  + ,  devient 

a  -|-  a  +  A  +  ^  +•••  >  c'est-à-dire  a  pris  autant  de  fois  qu'il 

j  a  de  lettres  a,  6,  r... ,  et  se  réduit,  par  conséquent,  k  ma, 

2*.  Le  coefficient  de  x"*"^,  ou  a6+ûc+".,  se  réduit  à  a*+a*+fl*.. . 

ou  bien,  à  autant  de  fois  a*  que  l'on  peut  former  de  combinaisons 

dififcrentes  avec  m  lettres,  multipliées  2 à  2,  ou  bien  enfîn  (n^  1 5o), 

m-^  I    . 

a  m. o'. 

2 

3®.  Le  coefficient  de  x"*"^  se  réduit  au  produit  de  a^,  multi- 
plié par  le  nombre  de  combinaisons  différentes  de  m  lettres  prises 

•k«o         !•       ^        wi"^!/'*-"— 2..     .... 

3  a  3,  ou  bien,  à  m. .  — r —  .a^ieHainsi  de  suite. 

2  5 

En  général,  si  l'on  désigne  par  Nx"*""  le  terme  qui  en  a  v\\ 
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nombre  n  ayant  lui  ^  le  cocilicient  K  qui ,  dans  l'hypotliëse  o& 
les  seconds  termes  des  binômes  sont  di£Fércns»  est  égal  à  la 
somme  de  leurs  produits  /»  à  r*^  se  réduit ,  lorsqu'on  les  suppose 
tous  égaux  y  à  a"  multiplié  par  le  nombre  des  combinaisons  dîf« 
iérentesique  peuvent  donner  m  lettres  prises  nii  n*  Ainsi, 
(n«i5o) 

QX» 
Donc  enfin ,  Fon  a  la  formule 

(r  +  a)"  =  a:- +  ii»ax»-«  +  j»  ^ni  fl«:c""^ 

,       TO«^i     m — 2   s,-^-      ,  P(m  —  »+i)    -   -  -  >  ■    « 
2  o  Q.n 

i52.  Pour  pen  que  l'on  jette  les  yeux  sur  les  différens  termes 
de  ce  développement,  on  reconnaît  une  loi  simple^  d'après  la- 
quelle  un  coefficient  de  rang  quelconque  se  forme  au  moyen  du 
coefficient  précédent. 

Le  coefficient  dfun  terme  de  rang  quelconque j  ee  forme  en 
multipliant  le  coejjficien  t  du  terme  précédent  par  V exposant  de  x 
dans  ce  terme ,  et  diuisant  le  produit  par  le  nombre  des  termes 
qui  précèdent  celui  que  Von  considère. 

En  effet,  prenons  le  terme  général^  — — ^ — î — i  a^jJ^^* 

(on  l'appelle  terme  général^-parc^  qu'eu  faisant  successiTement 

n  =  2 ,  3 , 4"*  o^  pcu^  en  déduire  tous  les  autres)  ;  le  terme  qui 

p 
le  précède  d'un  rang  est  évidemment -pr  a"^' x""""**' ,    puisque 

P         . 
(n^%i5o)  ~  exprime  le  nombre  de  combinaisons  71.—  t  à  /s*-  i. 

Or  on  voit  que  le  coefficient  -^ est  égal  au  coef- 

P      . 

ficient  jT  qui  le  précède ,  multiplié  par  m  —  n  +  '  >  exposant  de 

X  dans  ce  terme,  et  divisé  par  n,  nombre  des  termes  qui  pré-- 
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obdeDt  œloi  que  l'on  considère.  C'est  dans  cette  loi|  doe  a  Newton, 
que  consiste  principalement  la  formule  du  binôme*  Elle  sert  à 
défelopper  une  puissance  particulière ,  sans  qu'on  soit  même 
obligé  d'eToir  recours  à  la  formule  générale. 

Soit  y  par  exemple  ^  proposé  de  déyelopper  {x  +  cif*  On  troo- 
^efa  »  d'après  celte  loi  I 

Après  «Toir  formé  les  deux  premiers  termes  «  ce  qui  n'offre 
aucune  diflBcuIté,  d'après  les  termes  de  la  formule  générale 
2*+i'Mi'"~''+-**.*>on  ihulUplie  6 ,  coefficient  du  second  terme^ 
ptr  S,  exposant  de  x  dans  ce  terme»  puis  on  divise  le  produit  par 
â|Oe  qui  donne  1 5  pour  coefficient  du  troisième  terme.  Pour 
obtenir  celui  du  quatrième,  on  multiplie  i5  par  4i  exposant  de 
X  dans  le  troisième  terme>eton  dÎTÎse  le  produit  par  3,  nombre 
des  termes  qui  précèdent  le  quatrième,  ce  qui  donne  2o;  çt 
ainsi  de  suite,  pour  tous  les  autres  termes. 

On  trouTcrait  pareillement, 

(s + ay  =  4c**  + 1  oa»9  +  45a  V  +  i2oa3«'+ 2 1  oa^x^ , 
-f-  aSao^x* + 2 1  oa^x^  + 1  noa^x^  -J-  45a V  + 1  oa»*  -f-  a'*  • 

Nous  rcTiendrons  plus  loin  sur  la  manière  de  développer  les 
puissances  des  expressions  algébriques. 

Coméquenceê  de  la  formule  du  binôme  et  de  la  théorie  des 
combiuaieons, 

i53.  Première  cgjuéquence*  L'expression  (*  +  a)"  étant 
composée  de  la  même  manière  en  a  et  x,  il  doit  en  être  ainsi 
de  son  développement;  donc,  si  ce  développement  renferme  un 
terme  de  la  forme  Kq"j;'"'~"  ,  il  doit  en  avoir  un  autre  égal  à 
Kjr"a"^"  ou  Ka^'^x^,  Ces  deux  termes  sont  évidemment  à 
^ale  distance  des  deux  extrêmes,  dans  le  développement  ;  car 
le  nombre  des  termes  qui  précèdent  un  terme  quelconque, 
étant  marqué  par  l'exposant  de  a  dans  ce  terme ,  il  s'ensuit 
que  le  terme  Ka*«'**'"  en  a  n  avant  lui,  que  le  terme  KaT'x*^ 


en  a  un  nombre  m  —  n  a?ant  lut,  et  par  conséquent^  n  après' 
lui  (puisque  le  nombre  total  des  termes  est  tt»  +  i). 

Ainsi,  dans  le  développement  de  toute  puissance  d^un  binôme, 
les  coefficiens  à  égale  distance  des  deux  extrêmes  sont  égaux 
entre  eux, 

N.  B.  Dans  les  termes  Ka^ar"*""*,  Ka"*""jf",  les  deux  coeffi- 
ciens expriment  les  nombres  de  combinaisons  diflcrentes  nk  n 
et  m — n  à  m — /i,  que  l'on  peut  former  aTec  m  quantités;  ainsi, 
Pon  peut  encore  conclure  que  le  nombre  de  combinaisons  diffé- 
rentes de  m  quantités  n  à  n,  est  égal  au  nombre  de  combinai- 
sons m  —  n  à  m  —  n  de  ces  mêmes  quantités. 

Fat  enem^le,  douze  quantités  combinées  5  à  5,  donnent  le 
même  nombre  de  combinaisons  que  ces  douze  quantités  combi- 
nées 12  —  5  à  12  —  5,  ou  7  a  7.  Cinq  quantités  combinées  2  à 
2 ,  donnent  le  même  nombre  de  combinaisons  que  cinq  quantités 
combinées  5  —  2  a  5  —  2,  ou  3  à  3. 

i54*  Seconde  cons,équence.  Si^  dans  la  formule  généi*a1e 

(x  +  a)*  =  x^  +  max^^^  +  //^ a**"*"*  +  etc. , 

on  suppose    a;  =  1  y  a  =  i ,     elle  devient 

("  +  0    ou  2'"  =  i  -{-m  +  m \-m .  — = |-ctc., 

2  2  c> 

c'est-à-dire  que  la  somme  des  coefficiens  des  différens  termes  de 
informulé  du  binôme  j  est  égale  à  une  puissance  de  2 ,  d'un  degré 
marqué  par  m. 

Ainsi,  dans  la  formule  particulière 

(jc  +  o)3  r=  r*  +  5fl*^  +  1  oaV  +  I  oa  V  +  5a^x  +  aS 

la  somme  i  +5+  10+  10 +  5  +  »  des  coelUciens,  égale 
2^  ou  82.  Dans  la  dixième  puissance  développée  n"  iSi^  la 
^omme  des  coeflîciens  est  égalc-à  2'®  ou  1024* 

i55.  Troisième  conséquence.  Si  l'on  a  une  suite  de  nom- 
bres décroissant  d^ une  unité  d^un  terme  à  Vautre  j  dont  le  pre- 
mier 6oit  m  et  le  dernier  m  —  p  (m  et  /)  «ont  des  nombres 
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eatiers) ,  fue  l'on  fa»ue  un  seul  produit  de  tous  ces  nombres^ 
ce  produit  est  divisible  par  le  produit  de  tous  les  nonUfres 
noÊurele  depuis  i  jusqu'à  p  +  <•  C'est-à-dire  que  l'on  a 

m(m''^  i)  (m — 2)  (/y^— 3)...(/n  —  p) 

1.2.        3       .     4 P  +  ï 

éfjal  k  nu  nombre  entier.  En  effet ^  il  résulte  de  ce  qui  a  été 
dit  j[n*  i5o),  que  cette  expression  représente  le  nombre  des 
oombinaisoDS  différentes  />  +  >  ^  P+^9  qu'on  peut  former 
avec  m  lettres.  Or ,  ce  nombre  de  combinaisons  doit  être,  par 
M  nature,  nn  nombre  entier;  donc  l'expression  ci-dessus  est 
Décessairement  un  nombre  entier. 

Nous  engageons  les  élèves  à  rechercher ,  de  cette  propriété, 
une  démonstration  indépendante  de  la  Théorie  des  combinai- 
sons ou  de  la  formule  du  binôme,  en  les  prévenant  toutefois 
que  la  question ,  assez  facile  à  traiter  pour  les  premières  ex- 

pressions  —  , = ,  ollre  plus  de  diffi- 

'^  1.2  1.2.3  ' 

culte  dans  le  cas  général. 

S II.  Extraction  des  racines  des  nombres  paHiculiers. 

Quoique  nous  ajons  exposé^  dans  notre  Arithmétique,  les 
principes  de  l'extraction  de  la  racine  cubique j  nous  croyons  de- 
voir reproduire  ici  cette  \\ïèoT\e\  première  ment j  parce  qu'après 
l'extraction  de  la  racine  carrée,  c'est  l'opération  la  plus  usitée, 
secondement,  parce  que  les  mêmes  raisonnenicns  pourront  s'ap- 
pliquer à  l'extraction  de  la  racine  4''"'>  5'"" n^"", 

i56.  On  appelle  cu^^  ou  troisième  puissance  d'un  nombre, 
le  produit  de  ce  nombre  multiplié  deux  fois  par  lui-même,  et 
racine  troisième  ou  cubique j  le  nombre  qui,  élevé  au  cube,  peut 
produire  le  nombre  proposé. 

Les  dix  premiers  nombres 

éUnl 1,2,3,4,    5,    6,    7,    8,    9,     10, 

on  a  pour  leurs  cuIk^s,      1,8,27,64,1 25,2 i6;343,5i2,«j 29,100a. 
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Réciproquement^  les  nombres  de  la  seconde  ligne  ont  pour  ra- 
cines cubiques  les  nombres  de  la  première  ligne. 

On  reconnaît,  à  Tinspection  de  ces  lignes,  que,  parmi  les 
nombres  d'un ,  de  deux  ou  trois  cbiffres ,  il  n'y  en  a  que  neuf 
qui  soient  des  cubes  parfaits;  chacun  des  autres  a  pour  ra- 
cine cubique  un  nombre  entier,  plus,  une  fraction  qui  ne  peut 
s'exprimer  exactement  au  moyen  de  l'unité.  En  effet,  admet- 
tons,  pour  un  instant,  que  7 ^  nombre  fractionnaire  irréduc- 
tible, soit  la  racine  d'un  nombre  entier  N;  il  s'ensuiyrait  que 
le  cube  de  t>  on  p,  derrait  être  égal  à  N.  Or,  cela  est  im- 
possible, car  a  et  6  étant  premiers  entre  eux,  il  en  est  de  même 
de  a?  et  b^'^  donc  p  ne  peut  être  égal  à  un  nombreentier. 

157.  La  différence  de  deux  cubes  parfaits  consécutifs  est 
d'autant  plus  grande,  que  les  deux  racines  sont  plus  grandes, 
et  cette  difilérence  peut  être  évaluée  aisément. 

£n  effet ,  soient  a  et  a  -(-  i  deux  nombres  entiers  consécu- 
tifs; on  a  (n«  iSa)     (a+ i)'  =  a5 -f  3a»+3a  + i; 
d'où  (a+i)3  — a3  =  3a*+3a+i; 

c'est-à-dire  que  la  différence  de  deux  cubes  consécutifs  est  ^le 
au  triple  du  carré  de  la  plus  petite  racine^  plus  le  triple  de  cette 
même  racine^  plus  i. 

Ainsi ,  la  difi^ârence  entre  le  cube  de  go  et  le  cube  de  89  est 
égale  à  3(89)»  +  3  X  89  +  i  =  24o3i. 

i58.  Recherchons  maintenant  un  procédé  pour  extraire  la 
racine  cubique  d'un  nombre  entier. 

D'abord,  si  le  nombre  n'a  que  trois  chiffres  au  plus,  sa  ra^ 
cine  s'obtient  immédiatement j  d'après  l'inspection  des  cubes 
des  neuf  premiers  nombres.  Ainsi,  la  racine  cubique  de  isS 
est  5;  la  racine  cubique  de  72  est  4  pl^i^  une  fraction,  ou 
est  4 9  à  une  unité  près;  la  racine  cubique  de  841  est  9,  à  une 
unité  près,  puisque  841  tombe  entre  729  ou  le  cube  de  9,  et 
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iooo  OU  le  cube  de  lo.  G)nsîdéron8  donc  un  nombre  de  plus 
de  trois  chiffres. 
Scilj  par  exemple  i  io3823  le  nombre  proposé. 


io3.8a3 

47 

64 

48 
,  48 

398. 

23 

47 

48 

47 

384 

329 

..... 

192 
23o4 

i88 
2209 

^ 

48 

18432 
9216 

47 
1S463 
8836 

II 0592  103823 

Ce  nombre  étant  compris  entre  looo,  qui  est  le  cube  de  lo, 
et  looboooy  qui  est  le  cube  de  too,  sa  racine  est  nécessaire- 
ment composée  de  deux  chifireS|  ou  de  dizaines  et  d'unités. 
Désignons  par  a  les  dixaines  et  par  b  les  unités,  on  a  (n*^  4^) 

(a  +  i)3  =  a^  +  3a»i  +  3ai*  +  6^. 

lyoii  il  suit  que  le  cube  d'un  nombre  composé  de  dixaines 
et  d'unités ,  contient  le  cube  des  dixaines j  le  triple  produit  du 
carré  des  dixaines  par  les  unités ^  le  triple  produit  du  carré  des 
unités  par  les  dixaines j  plus  le  cube  des  unités • 

Gela  posé  »  le  cube  des  dixaines  donnant  au  moins  des  mille^ 
les  trois  derniers  chiffres  à  droite  n'en  peuvent  faire  partie , 
et  c^est  dans  la  partie  io3  (que  l'on  sépare  des  trois  derniers 
chiffres  par  un  point }  que  se  trouve  le  cube  des  dixaines.  Or, 
la  racine  du  plus  grand  cube  contenu  dans  io3  étant  4  P^ur 
64 1  4  ^^  le  chiff're  des  dixaines  de  la  racine  cherchée  \  car 
io3823  est  évidemment  compris  entre  (4^)^  <>u  64ooo,  et 
(5o)^  ou  i25ooo;  donc  la  racine  cherchée  est  composée  de 
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43.725.658 

352 

27 

.67 
43725 

42  875 

27.. 

3675 

35          352 
35        ,  352 
175          704 
I  o5         1 760 

85o6 

1225        io56 
35        123904 

43725658 

6125          352 

43614208 

f 

3675        247808 

.  111450 

42875       619520 
371712 

Reste.. 


43614208 
Qaelle  que  8oit  la  raciDe  cherchée  >  elle  a  nécessairement  pins 
d'un  chiffre,  et  on  peut  la  regarder  comme  composée  d'anités 
et  de  dixaînes  seulement  (les  dizaines  pouvant  être  exprimées 
par  un  ou  plusieurs  chiffres  ). 

Or,  le  cube  des  dixaines  donne  au  moins  des  mille;  ainsi;  il  se 
trouve  nécessairement  dans  la  partie  à  gauche  des  trois  derniers 
chiffres  658.  Je  dis  maintenant  que^  si  l'on  extrait  la  racine  du 
plus  grand  cube  contenu  dans  cette  partie  à  gauche,  4^725, 
considérée  avec  sa  valeur  absolue,  on  aura  le  nombre  total 
des  dixaines  de  la  racine;  en  effet,  soit  a  la  racine  de  43726, 
à  une  unité  près,  c'est  dire  que  a^  et  (a-f- 1)^  comprennent 
43726^  donc  aussi  43725ooo'  est  compris  entre  d^  X  1000  et 
(a  +  i)^X  1000;  et  comme  ces  deux  derniers  nombres  dîf-* 
firent  entre  eux  de  plus  de  1000,  il  s'ensuit  que  le  nombre 
proposé  lui-même,  ou  43725658, est  compris  entre  a^X  1000 
et  (a  +  i)^  X  1000;  ainsi  la  racine  cherchée  est  comprise  entre 
celles  de  a^X  1 000  et  de  (a+i  )^X  1 000 ,  c'est-a-dire  entre  aX  1  o 
et  (a  +  i)X  10.  Donc  enfîn,  elle  est  composée  de  a  dixaines» 
plus  d'un  certain  nombre  d'unités  moindre  que  dix. 

La  question  est  donc  ramenée  à  extraire  la  racine  cubique 
de  43726;  mais  ce  nouveau  nombre  ayant  plus  de  trois  chiffres  t 
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sa  racine  en  a  plu«  d'un ,  c'est-à-dire  renferme  des  dizaines  et 
lies  anités.  Pour  obtenir  les  dixaines,  il  fiiut  séfiarer  les  ti-ois 
derniers  cbififfs  726 ,  et  extraire  la  racine  du  plus  grand  cube 
contena  dans  43*  (On  voit  assez  œ  qu'il  faudrait  faire  si  ce  nou- 
veau nombre  avait  plus  de  trois  chiffres.) 

Le  plua  grand  cube  contenu  dans  43  est  27,  dont  la  racine  est 
3,  et  ce  chiffre  exprime  alors  les  dixaines  de  la  racine  de  4372$ 
(ou  le  chiffre  des  centaines  de  la  racine  totale).  Retranchant  le 
cube  de  3 ,  ou  917,  de  43 ,  on  obtient  16  pour  reste,  à  cOté  duquel 
il  faut  abaisser  le  premier  chiffre  7  de  la  tranclie  726,  ce  qui 
donne  167. 

Formant  le  triple  carré  des  clixaînes  3 ,  on  trpuve  27  -,  et  si  Ton 
divine  167  par  27,  le  quotient  6  est  le  chiffre  des  unités  de  la 
racine  de  4^^^^}  ou  un  chiffre  trop  fort.  Tl  est  aisé  de  prévoir 
que  œ  chiffre  est  en  effet  trop  grand;  ainsi  il  faut  essayer  5,  et 
pour  ceUi  élevons  35  au  cube;  il  vient  pour  résultai  ^28']5j 
nombi-e  qui ,  retranché  de  43726 ,  donne  pour  reste  85o ,  noniJu-e 
évidemment  plus  petit  que  3  X  (35)'+  3  X  35+1.  Ainsi  35  est 
la  racine  du  plus  grand  cube  contenu  dans  43726;  c'est  donc  le 
nombre  des  dixaines  de  la  racine  cherchée. 

Pour  obtenir  les  uni  tés ,  on  abaisse  à  cOté  du  reste  85o  le  pre- 
mier chiffre  6  de  la  dernière  tranche  658,  ce  qui  donne  85o6  ;  on 
forme  d'ailleurs  le  triple  carré  des  dixaines  35  (  cela  est  facile, 
puisque  I  dans  la  vérilication  précédente  j  on  a  déjà  formé  le  carré 
de  35);  puis  on  divise  85o6  par  ce  triple  carré,  3676;  le  quo- 
tient est  2|  que  l'on  essaie  en  élevant  352  au  cube  ;  ce  qui  dpnne 
43614^08,  résultat  plus  petit  que  le  nombre  proposé  *,  en  le  sous- 
trajant  de  celui-ci ,  on  obtient  pour  reste  1 1  i45o.  Ainsi  352  est 
la  racine  cubique  de  43725658,  à  une  unité  près. 

RÈOLB  oiiiiBALE.  Pour  extraire  la  racine  cubique  d^ un  nombre 
entier j  séparez  le  nombre  en  tra/ichea  de  trois  chiffres  chacune ^ 
à  partir  de  la  droite,  juHqu'à  ce  que  vous  parveniez  à  une 
tranche  d'un^  de  deux  ou  de  trois  chiffres  au  plus  (le  nombre  des 
tranches  est  égal  au  nombre  des  chiflVes  de  la  racine);  exlrayex 
la  racine  du  plus  grand  cube  contenu  dans  la  premirre  tranche 
à  gauche j  et  retmnchez  ce  cube  de  la  première  tranche;  ahais^ 

'7 
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jtez,  à  côté  du  resté  h  premier  chiffre  de  la  seconde  tranche,  et 
dipisee  U  nombre  ainsi  formé ^  paf  le  triple  carré  du  ckiffre 
déjà  irouifé  à  la  racine  ;  écrirez  le  quotient  à  la  droite  de  ce 
chiffre j  et  éleçez  l'ensemble  des  deux  chiffres  au  cube;  si  ce 
cube  est  plus  fort  que  F  ensemble  des  deux  premières  trancFiea, 
diminuez  le  quotient  d'une  ou  de  plusieurs  unités.  Jusqu'à  ce 
que  vous  obteniez  un  cube  qui  puisse  se  retrancher  de  Ven^ 
semble  des  deux  premières  tranches;  la  Soustraction  faite, 
abaissez  à  côté  du  reste  le  premier  chiffre  de  la  troisième 
tranche,  puis  dii^isez  le  nombre  ainsi  formé,  par  le  triple  carré 
de  l'ensemble  des  deux  chiffres  déjà  troupes;  le  quotient,  s^il 
n*estpaê  trop  fort,  doit  être  tel,  qu'en  l'écrivant  à  la  droite  des 
deux  premiers  chiffres  de  la  racine,  et  élepant  le  nombre  qui  en 
résulte^  ûu  cube,  on  puisse  retrancher  ce  produit  de  l'ensemble 
des  trois  premières  tranches.  Cette  noupell-e  soustraction  faite, 
affaissez  à  côté  du  resté  le  premier  chiffra  de  la  quatrième 
tranche,  et  continuez  la  même  série  d'opérations ,  fusqu^à  et 
que  vous  €^ez  abaissé  toutes  les  tranches. 

Remarqué.  SouTent,  dans  le  cours  des  opérations,  on  soup- 
çonne qu'un  des  quotiens  dont  nous  venons  de  parler  est  beau- 
coup trop  fort ,  et  alors  on  croît  pouvoir  le  diminuer  d*aTance 
de  deux  ou  plusieurs  unités;  mais  en  élevant  au  cube  Im  racine 
déjà  trouvée ,  suivie  de  ce  chiffre ,  et  retranchant'ce  cube  de  Fen- 
semble  des  tranches  déjà  considérées  dans  le  nombre  donné  ,  on 
peut  obtenir  un  reste  très  grand,  qui  laisse  à  penser  que  le  der- 
nier chiffre  obtenu  à  la  racine  est  trop  faible.  On  le  reconnaît 
(n**  157)  à  ce  signe ,  que  le  reste  égale  ou  surpasse  le  triple  carre 
de  la  jxicine  obtenue,  plus  le  triple  de  cette  même  racine,  plus 
un.  Dans  ce  cas,  on  nugîncntc  la  racine  d*une  ou  de  plu- 
sieurs unîtes  de  l'ordre  du  dernier  chiffre  obtenu. 

Voici  des  exemples  sur  lestiucls  on  peut  s'exercer  : 

.*? 

V/483249^=  7^  avec  le  reste  8^)97  j 


V/9iG3:i5o8G4i  =45o8  avic  le  reste  2oG44i2tr. 

î 

y  331977340?.  18432  =  3?.o68  exactement. 
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ï6o.  Piocêdi  de  la  racine  n"'""  d'un  nombre  eniier.  Pour 
généraliser  Is  procédé  de  Vextraction  dta  racines,  dcsiguons 
par  N  k  nombre  proposé,  et  par  n  le  degré  de  la  racine  ù 
extraire;  ai  M  n'a  pax  plus  de  n  chiflres,  sa  racine  n'a  qu'un 
seul  chiffre  »  et  on  peut  l'obtenir  immcdiatement,  en  formant 
la  ^H^*  puissance  de  chacun  des  nombres  entiers  compris  de- 
puis I  jusqu'à  lo^  dont  la  t»'^'"'  puissance  est  lo",  ou  le  plus 
petit  Bombre  de  n  +  i  cbilTrcs. 

Si  N  est  composé  de  plus  de  n  chifTrcsj  sa  racine  a  plus  d*un 
chiffre^  et  peut  alors  être  regardée  comme  renfermant  des 
dixaines  et  des. unités.  Désignant  ses  dixaines  par  a  et  ses  uni- 
tés par  6,  on  a  (n"»  l5i) 

N  =  (a  +  ft)«=a''  +  «a— '6  +  nî 

c'est-à-dire  que  le  nombre  proposé  contient  la  n'^'"^  puissance 
des  dixainesj  plus  n  Jbis  le  produit  de  /a  n  — ^  l""'  puissance 
des  dixaines  par  les  unités,  plus  une  suite  d'antres  parties  qu'il 
est  inutile  de  considérer. 

Or,  la  n'^'"'  puissance  des  dixaines  ne  pouvant  donnef  d'unités 
d'un  ordre  inférieur  à  l'unité  suivie  de  n  zéros ,  les  n  derniers 
chiffres  à  droite  n'en  peuvent  faire  partie.  Il  faut  donc  les  sépa- 
rer et  extraire  la  racine  de  la  plus  grande  tï'^*"'  puissance  conte- 
nue dans  la  partie  à  gauche;  cette  racine  exprimera  les  dixaines 
de  la  racine  cherchée. 

Si  cette  partie  à  gauche  renfermait  encore  plus  de  n  cliifTrcs  j 
on  serait  conduit  à  en  séparer  les  n  derniers  chiffres  «H  droite, 
lia  extraire  la  racine  de  la  plus  grande  /*"""  puissance  contenue 
dans  la  nouvelle  partie  à  gauche,  et  ainsi  de  suite. 

j4près  apoir  séparé j  de  cette  manière j  le  nombre  N  en  tran- 
cJies  de  n  chiffres  (la  dernière  tranche  à  gauche  n'ayant  que  n 
chiffres  au  plus  ) ,  on  extrait  la  racine  de  la  plus  grande  n''"" 
puissance  contenue  dans  cette  première  tranche  à  gauche^  ce 
qui  donne  le  chiffre  des  unités  les  plus  fortes  de  la  racine 
totale  y  ou  le  chiffre  des  dixaines  de  la  racine  du  nombre 
formé  par  les  deux  premières  tranches  à  gauclic.  Uetranchant 
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la  n''*'  puissance  de  ce  chiffre,  de  la  première  tranche  à 
gauche,  on  obtient  un  reste  qui^  suivi  de  la  seconde  tranclic, 
contient  encore  n  fois  le  produit  de  ia  i»  —  i^"'  puissanoe  du 
chiflfre  trouvé,  par  le  chiffre  suivant,  plus  une  suite  d'autfvs 
parties.  Mais  cette  première  partie  ne  peut  évidemment  donner 
d'unités  d'un  ordre  inférieur  k  lo*"~';  ainsi,  les  n  —  i  derniers 
chiffres  de  la  seconde  tranche  ne  peuvent  en  faire  partie.  Il 
suffit  doue  Rabaisser  à  côté  du  reste  correspondatU  à  ta  pre^ 
mière  tranche,  le  premier  chiffre  de  la  seconde  iranehe;  et  si, 
après  avoir  formé  a  fris  la  n-^  i''"**  puissance  du  premier 
chiffe  de  la  racine,  on  divise  par  ce  résultat  U  reste  suivi 
du  premier  chiffre  de  la  seconde  tranche,  le  quotient  exjprî» 
mera  le  second  chifire  de  la  racine ,  ou  sera  un  chiffre  trop 
fort  Pour  l'essayer,  on  l'écrira  k  la  droite  du  premier  citiflfre, 
et  l'on  élèvera  l'ensemble  de  ces  deux  chiffres  à  la  n''"'  puis^ 
sance;  puis  on  retranchera  le  produit  obtenu,  de  l'ensemble 
des  deux  premières  tranches,  ce  qui  donnera  un  nouveau  resté» 
h  côté  duquel  on  abaissera  le  premier  chiffre  de  la  troieième 
trancJie,  puis  on  divisera  le  nombre  ainsi  frrmé  par  n  fois  la 
n  — i*'""  puissance  de  l'ensemble  des  deux  chiffres  défà  trouvés 
à  la  racine. 

On  continuera  cette  série  d'opérations  jusqu'à  ce  qu'on  ait 
abaissé  toutes  les  tranches. 

Les  jeunes  gens  qui  auront  bien  saisi  la  marche  préoédenIC) 
pourront  en  faire  l'application  à  l'extraction  de  la'  racine  4'r 

5«,e« 

i6i.  Remarque.  Toutes  les  fois  que  le  degré  de  la  racine  à 
extraire  est  un  nombre  multiple  de  deux  ou  plusieurs  autrrs^ 
comme  4f  6-  •  •  •  9  ^  racine  peut  s^ob tenir  par  une  suite  d'ex' 
tractions  de  racines,  de  degré  plus  simple.  Pour  nous  rendre 
compte  de  ces  simplifications,  remarquons  que 

(a  *)4  =  a^  X  a»  X  a^  X  fl^  :^  a^+^+^s  .^  ^x  ^  --  ^..  ^ 
et  qu'en  général ,  (a")"=:a"X  a"  X  n"  X  «"...=  a»»,  (^o  jgj^ 
Donc,  la  u"""  puissance  de  la  m""'  puissance  d'un  nombre  est 
égale  à  la  mu'*'*'  puissance  de  ce  nombre. 
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Réciproquement,  la  racine  mn^"*'  cPun  nombre  est  igaU  à 

la  racine  n^^*  dm  la  racine  m""'  de  ce  nandtre^  oa  algébrique- 

«Mnt»jedî»qiieFona |/a  as  y  V^ 

EDreOstySoit \/î/a  =  £/; 

élefons  les  deax  membres  à  la  n^"'  puis- 

sanœ;  il  ▼ient |/azsa'«; 

[car.  f  après  la  définition  d'ane  racine 

(là*  a),  on  a  <l/K)"  =  K]. 

Êlerons  de  nouTcau  les  deux  membres 
à  la  m^'^  puissance;  ootbiient as:  (ô^*)*  =  a'"". 

•M 

Extrayantla racinem7i'''"de8a membres,  ^  a-zric!'^ 

u      

mm  M»  /  m 

maisonaJéji  V^|/a=a';  donc {/as  y  |/a. 

On  tronrera,  d'après  œ  principe, 

1/556=:  |/V^=  1/1B  =  4; 


1/2985984=  1/ 4/2985984  =  1/7^=12; 

6^ S  ■      , 

l/i77i56i  =  V/l/i77i56i  =  11; 
1/1670616=  l/T5^=  VVT^  =6. 

iV.  ^.  Quoique  les  racines  successives  puissent  s'extraire  dans 
un  ordre  quelconque ,  il  est  préférable  d'extraire  d'abord  la  ra- 
cine du  degré  le  plus  simple,  parce  qu'alors  l'extraction  de  la 
racine  du  degré  le  plus  fort,  qui  est  une  opération  plus  compli- 
quée 9  porte  sur  un  nombre  ayant  beaucoup  moins  de  cfaifiPres  que 
le  nombre  proposé.  C'est  ce  que  nous  avons  fisit  dans  le  second  et 
le  troisième  exemple  ci-  dessus. 
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Extraction  des  racines  par  approximation. 

i6a>  Lorsque  le  nombre  entier  dont  on  demande  la  racine 

y^wrn*  n*est  pas  une  puissance  parfaite ,  le  procédé  du  n"   i6o 

ne  donne  que  la  partie  entière  de  la  racine ,  ou  la  racine  à  une 

unité  près.  Quant  à  la  fraction  qui  doit  compléter  la  racine , 

elle  ne  peut  être  obtenue  exactement  ;  car  la  yi''"'  puissance 

a  fl* 

d'un  nombre  fractionnaire  irréductible  ti  étant -r;,  ce  nouveau 

b  b^^ 

nombre  ne  peut  se  réduire  à  un  nombre  entier.  Mais  on  peut 

déterminer  la  racine  avec  tel  degré  d'approximation  que  Fon 

veut 

Soit^en  général, proposé  d'extraire]|f  acine  nf*^'  d'un  nombre 

entiera,  à  une  fraction  prèS; -,  c'est-à-dire  de  manière  que 

l'erreur  commise  soit  moindre  que  -*. 

P 

Observons  que  a  peut  se  mettre  sous  la  forme T*^*  ^' 

Von  désigne  par  r  la  racine  de  a/^"  obtenue  à  une  unité  près  , 
le  nombre  - — -^  ou  a«  est  alors  compris  entre—  et  ^— i— i-  . 

donc  aussi,  (/a  est  compris  entre  les  racines  de  ces  deux  der- 
niers nombres,  c'est-à-dire  entre  -   et  .  Donc  enfin,  - 

P  P  P 

est  la  racine  demandée,  à  une  fraction  pràs,  -. 

Règle  générale.  Pour  extraire  la  racine  /»''"'  à^un  nombre 

entier  j  à  une  fraction  pris  ^  -,  muUipliea  le  nombreparp^  ;  «x- 

traytz  du  produit^  la  racine  n"""  à  une  uniU  prèSj  puis  ditfisex 
le  résultat  par  p. 

i63.  Soit  en  second  lieu  -r  une  fraction  ou  un  nombre  frac- 
b 

tiounairc  dont  il  faut  cxti*airc  la  racine  n'*'"^ 
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Multiplions  les  UcuiL  tornios  de  la  fraction  par  &""*;  il  vient 

a       û4*"* 

7  =  — r- — .  Soît  r  la  racine  /t'**^  de  oA"""*,  a  une  unité  pris  ; 

0  o 

ût"*"*  a  r»        (r+  !)■     ,  «a 

-rj-,  ou  T>  est  compris  entre  y;  Ot  — t-, — ->  don<i^  V'r  cat 

loi-nème  oompriâ  çjitre  7  çt  — 7—.  Ainsii  <Vnt§  çLêiak  refufu 

U  dénominateur  de  la  fraction  une  n^^'  puissance  parfhitu  j 
il  fiuU  extraire  la  racine  /i'^"'  du  numérateur^  é  un»  unité 
prèi^  puis  divisep  Ut  résultat  par  la  rçuiine  4u  nQuveoM  déno^ 
mmateur. 
Si  l'on  ipeut  avoir  un  plus  grand  degr^  d'approximation  que 

cdai  qu'indique  la  fraction  t  >  00  extraira  la  raoloiç  d«  a&*^S  à 
\     une  fraction  quiJcpnquQ  près ,  -  ;  aoit  r^  +  -^  cette  racine^  alors 


1 1  m 


*  .   ■  désignera  la  racine  demandée  à  \xnç fraction  près,  mar- 
!     quéepw^. 

Tels  sont  les  principes  de  l'extraction  des  racines  par  approxi- 
mation, que  nous  allons  appliquer  au  cas  particulier  de  la  racine 
cabique ,  parce  que  c'est  l'opération  la  plus  usitée. 

164*  Soit  proposé  d'extraire  la  racine  troisième  de  lij  à  — 

près, 

OnaiSxia'raiSx  1728=335920.  Or,  la  radne  cubique 
de  25gaQ,  à  une  unité  près,  est  29*,  donc ,  la  racine  demandée  est 

-5  ou  a  — ,  iVoyeiM  n®  i6a.) 
12  la        "^  ' 

S0II& extraire  la  taoh\c  tKolsîdme  de  47>  S  —  \a^ 

On  a  47  X2tT^  =  47  X  8000^^=376000.  Or  la  racine  eut iquc 


304  EXTAAGTlOfl   UC!»  nÂCÎHtH   EN    dinlllAl. 

de  376000  h  une  unité  près  ^  Êët  7:1  j  tlonc  ^/  4?  ^^       "^  ^ 


^ô 


5i^ 


à   —  yrhs^ 


Soît  pro|x»3é  tl'éTaluer  l/a5  à  a^oôi  prèi, 
[  i  faut  mtthi  plier  aS  par  [e  cubo  de  1  ooOf  oa  par  1 
m  qui  donne  âSoqooooooo.  Qr,  la  raottiecaliî^ui!  dts  «e 

est  a  cjaojdoDc  t/ ^5^=9,920  à  0^001  près»  {#^a^*«ii*  iQl,] 

£11  gL'néral ,  pour  ê  m  traire  la  raeln*  troiêUms  d'un  fmmht 
ttitUrj,  à  une  tmità  décirruiU  pri$^  il  faut  ajouivr  troiëjtmm* 
iant  dû  zéroë^^  à  la  droite  du  notn^re^  qu9  Vqh  tmmt  mn/irét 
chiff'rm  décimaux  à  Ja  racine j  €Miraire  la  racine  du  fmmtfftt 
nombre j  à  une  uni£é  prèe^  puié  sépartr  vers  la  droiiê  d§  dfll 
rucitWj  £&  noinifrs  ds  chiffres  déeiiuauje  demandé* 
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lion  est  alors  ramenée  a  extraire  la  racine  cabîqne  d*uDe  frac- 
tion décimale. 

i€6.  Soit  enfin  proposé  d'e:straire  la  racine  sixième  de  33  à 
0,01  prës. 

En  appliquant  k  cet  exemple  la  règle  da  n*  iGi^  il  Aint  mul- 
tiplîer  93  par  loo',  ou  ajouter  doitme  zéros  li  la  droite  de  aS, 
pub  extraire  la  raoine  sixième  du  nombre  résultant ,  à  une 
uité  près ,  et  diviser  cette  racine  par  i  oo ,  on  séparer  s  chiffres 
déeimanx  fers  la  droite. 


Mais  on  a  (n»  i6i)  i/a3x(ioo)8=  V/t/a3x  (ïoo)^  ; 
ainsi,  «près  avoir  extrait  la  racine  carrée  de  a3  X  (loo)^,  k  une 
voilé  près,  on  extraira  la  racine  cubique  du  résultat^puison 
divisera  le  nouveau  résultat  par  loo,  ou  Ton  séparera  deux 
diiffines  décimaux  vers  la  droite. 

6  

Oto  trouvera  par  ce  moyen,  V^a3  =  i,68y  à  o,oi  près. 
Ob  peut  s'exercer  sur  les  exemples  suivans  : 

3  i55     s 

V' 473  ^iV  près  =—î  i/79  à  0,0001=  4,2908 j 


V^  iSè  O9O1  près=i,53;  V^3yOo4i5à  0,0001=  i,4439> 
|/o,ooioi  il  0,01  près  =  0,10;  \/^^  0,001  =  o,8a4* 

§  ni.  Formation  des  puissances  et  extraction  des  ra- 
cinesdes  quantités  algébriques.  Calculdes  radicaux. 

Considérons  d'abord  les  quantités  monômes. 
167.  Soit  à  former  la  cinquième  puissance  de  2a^&*;  on  a 
(n'a) 

(20*40*==  2a***  X  M^b^  X  !ïa^b^X  aa^i*  x  ao^é*  ; 

d'où  l'on  voit  y  l**.  que  le  coefficient  2  doit  être  muliplié  par  lui- 
même  quatre  fois,  ou  doit  être  élevé  à  la  cinquième  puissance  ; 
^*'.  que  chacun  desexposans  des  lettres  doit  ^tre  ajouté  avec  lui- 
même  cpialrc  fois,  ou  multiplié  par  5. 
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Donc  enfin ,  (za*b*Y=2^.a^^^b^^^    =  Zaa'^b"^. 
De  même,   (8a'b'^cy=z8Ka^^^^b^^^c^=z5i^a^b9(^. 

Ainsi,  pour  élever  un  monôme  à  une  puissance  donnée^ il 
faut  èleyer  le  coejpjoient  à  cette  puissance  j  puis  multiplier  cha- 
cun des  exposons  des  lettres  par  l'exposant  de  la  puissance. 

Dotfc  réciproquement,  pour  extraire  une  racine  de  degré 
quelconque  d'une  quantité  monôme ^  il  faut,  \^.  extraire  la 
racine  du  coefficient^  2®.  diviser  Vexposant  d»  chaque  lettre 
par  V indicé  de  la  racine, 

3  4  

Ainsi ,  ■     v/64a95V = 4a^ic*  ;       V  1 6a»6"»ct  =»  aa^A'c. 

On  Toîty  d'après  cette  règle,  que  pour  qu'un  monôme  soit 
une  puissance  parfaite  du  degré  'de  la  racine  à  extraire ,  il  faut 
que  son  cocflîcient  soit  une  puissance  parfaite  de  ce  degré >  et 
que  les  exposans  des  lettres  soient  divisibles  par  l'exposant  on 
V indice  de  la  racine  à  extraire.  Nous  verrons  plus  loin  comment 
on  simplifie  l'expression  de  la  racinç  d'une  quantité  qui  n'est 
pas  une  puissance  parfaite. 

i68.  Jusqu'à  présent^nous  n'avons  pas  eu  égard  au  signe  dont 
peut  être  afFeclé  le  monôme;  mais  si  l'on  observe  que>  quel  que 
soit  le  signe  d'un  monôme  ,  son  cane  est  toujours  positif jeX. 
que  toute  puissance  dedegré  pair  2/1,  peut  être  regardée  comme 
égale  à  la  /i'*^'"'  puissance  du  carré,  ç'est-à-dire  que  a*»  =(a*)", 
on  peut  conclure  que  toute  puissance  de  degré  pair  ctune 
quantitéj,  soit  positiçê^  soit  négatitfe^  est  essentiellement  po^ 
sitive,  \ 

Ainsi  (d:afl*^*'c)^=5+l6û»i"c*. 

Comme  d'ailleurs ,  une  puissance  de  degré  impair  an  +  1»  est 
le  produit  d'une  puissance  de  degré  pair  an  y  pM*  la  première 
puissance,  il  s'ensuit  que  toute  puissance  de  degré  impair  d'un 
monôme  est  affectée  dûment  signe  que  le  mommie. 

Donc       (+  iia^by  =  +  G^a^b^  ;     (—  4a«^r)3-=,—  64a«5?. 

H  est  évident  d'après  c<;la,  i".  que  toitfe  racine  de  degré  im- 
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fMÎr. d* une  quantité  monôme j  doit  être  affectée  du  m4ime  signe 
que  lit  quantité. 


2*.   Qué  toute  racine   de  degré  pair  d'au   monôme  positif 
peut  être  affectée  indifféremment  du  signe  +  ou  du  signe  — . 

3^  Que  toute  racine  de  degré  pair  d'un  monôme  négatif, 
al  uae  racine  impossible;  car  il  n'existe  aucune  quantité  qui, 
élevée  à  une  puissance  de  degré  paîr^  puisse  donner  un  résul- 

tat  n^atif.  Ainsi,  y — a,  j/ —  A,  r  —  c,  sont  des  sym- 
boles d'opérations  inexécutables;  ce  sont  des  expressions  imagi^ 
noires  comme  V^— a,   \/—b, . , .  ÇVoye»  n**  85.) 

Passons  maintenant  aux  polynômes. 

i6g.  Nous  avons  déjà  ru  comment  on  élève  un  binôme  x  +  a 
à  une  puissance  de  degré  quelconque;  mais  il  peut  arriver 
que  les  termes  du  binôme  soient  affectés  de  coefiiciens  et  d*ex-- 
posans. 

Soit  proposé ,  pour  exemple,  de  développer  (2a*  +  ^abf*\ 
\     posons  pour  le  moment ,  2a*  =  x ,  Zab  =  jf  ;  il  vient 

Remettant  actuellement  2a^  et  Zab  au  lieu  de  x  et  de  y^ 

(2a>+3aô)3=  (2a»)'+  3(2a*)*,  {Zab)  +3(2a') .  {Zaby+{^Zabf  ; 

00 ,  efTectuant  les  calculs  d'après  les  règles  du  n°  167  et  de  la 
^  'multiplication  des  monômes, 

(2a*+3û6)3=8a«+ 360**4. 54a4i^+a7a3à?; 

on  trouvera  de  même 

{^^b—Zabcyz=:i{x+yY=zx^+^x'y  +  &x^y^+^f+y^ 
=(4a-i)*+4(4a'»i)'(— 3fl6c)  +  6(4a»A)X—  ZabcY 

+  4(40^^6)  {—Zabcf+  (—  Zabcy 
=  a56a«&4_,68a7fric+864a66^c'—  432a^6V+  8irtiA>r^. 

(Les  signes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs.) 
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Soît  lïiaînteitant  h  déveîopppr  (r+y +  *)';  |Kison«  lî'abîrl 
jr  +  r  ^ Wj  ii  vient 

iMi  »  remplûçant  i*  par  ia  valeur  Je  +  j^, 

uu  ,  dtiveloppaat  de  oiruveau  Iq&  calculs  îitdiqué&« 

;  ji  +  j  +  ^Y=  jr'+  3x*  y+  3  Jr  y*+/+  3  ir-^  +aFjri  +  3yi 

Cf^tté  expression  se  oomposo  des  cut^s  des  irvis  t^TTtmêsfJt»*. 
if  en  tripUa  carrés  de  chaque  ierms  par  le»  premières  ptuâtaimè' 
di'H  deux  aulreSj  plus  di*  êêsiMplë  prûdmi  des  £roif  tef^ 
CeUe  /ot  serait  (ii"  86)  facile  à  Térifier  poar  tout  poljQOia£f    j 

ti  I'  1.     r- I.        _f.y|.^& X  '. S —  '  *■  *-* 


réduire  avec  les  autres;  ce  sont  le  cube  du  premier  terme  et 
le  triple  carré  du  premier  terme  par  le  second  ;  car  il  est  évi- 
dent que  oes)ieux  parties  renferment  la  lettre  a  avec  un  exposant 
plus  grand  que  dans  le  triple  carré  du  second  terme  par  le  pre- 
mier, dans  le  cube  du  second  terme ,  dans  le  triple  carré  du  pre- 
mier terme  par  le  troisième,  etc.  Donc  ces  deux  prties  forment 
Béoessaûrement  le  premier  et  le  second  terme  de  V.  Ainsi  »  en 
ialrayan$  la  racine  cubique  du  premier  terme  de'^^  on  a  U 
prtmier  terme  de  B;  dipisani  ensuite  le  second  terme  de  K  par 
b  tripie  carré dupretnier  terme  (/«  R  (  triple  carré  que  l'on  peut 
fixrmer  aieémient  ),,  on  a  ie  stcond  terme  de  H*  Connaissant  les 
dna  premiers  termes  de  B>  on  peut  former  le  cule  de  ce  bi- 
nôme^ et  le  retrancher  (/s  N.  Le  reste  H'  contient  encore  le  pro- 
dait  du  triple  carré  du  premier  terme  do  R  par  le  troisième, 
pins  une  suite  d*autres  parties  renfermant  a  avec  un  exposant 
moindre  que  celui  qui  entre  dans  ce  produit,  lequel  est  par 
conséquent  le  premier  terme  du  reste  N'.  Donc,  si  l'on  divise 
le  premier  terme  de  W  par  le  triple  carré  du  premier  terme  de 
B«  on  a  nécessairement  le  troisième  terme  de  B.  Formant  le 
cube  du  trinôme  déjà  trompé  à  la  racine^  et  retranchant  c^  cube 
de  N^  on  a  un  nouveau  rente  W^  sur  lequel  on  peut  opérer  comme 
on  a  opéré  sur  le  reste  M'y  et  ainsi  de  suite ^ 

Si  maintenant  on  rapproche  toutes  les  parties  du  raisonne- 
ment précédent,  qui  sont  marquées  en  lettres  italiques^  on  en 
conclura  le  procéilé  général  de  l'extraction  de  la  racine  cubique 
d'un  polynôme  quelconque,  et  on  pourra  l'appliquer  aux  poly- 
nômes déreloppés  n°  169. 

Mous  nous  contenterons  d'indiquer  k  ceux  qui  voudraient 
découvrir  le  procédé  d'extraction  de  la  racine  n'^"',  que,  si 
i'on  désigne  par  0:4- J'  +  *  +  "••••  ^es  diiTérens  termes  d'une 
racine,  l'expression  de  sa  n'^'"'  puissance  renferme  entre  autn^s 
parties,  x*  +  nx*"*)'....  +  wx"~'«  + . . .  •i-nx^'^^u  ;  et  ee  sont 
ces  parties  qui,  mises  successivement  en  évidence  dans  le  poly- 
nôme proposé,  servent  à  faire  retrouver  les  différens  termes  de 
la  racine. 


a'JO  CALCUL   Drs   RADICAUX. 

Calcul  des  radicaux. 

'  i^i.  Lorsque  la  quantité  monôme  ou  polynôme ,  dont  on  de 
mande  une  racine  d'un  œrtain  degré ,  n'est  pas  une  puissance 
parfaite I  on  ne  peut  qu'indiquer  l'opération^  en  faisant  (n*  7) 
précéder  la  quantité  proposée  du  signe  \/,  et  plaçant  en  dedans 
de  ce  signe,  le  nombre  qui  marque  le  degré  de  la  racine  k  ex- 
traire. Ce  nombre  s'appelle  V indice  du  radical. 

Souvent ,  on  peut  faire  subir  k  Vexpression  radicale  quelques 
simplifications  fondées  sur  un  principe  analogue  &  celui  da 
n®  84  ;  c'est  que  la  ixicine  n""*'  d^un  produit  est  égale  au  jproduit 
des  racines  n*^"***  des  dij^érens  /acteurs» 

En  termes  algébriques  : 

)/Zbcd. . .  =\/aX,yb  X  i/c  X  \/d. . . 

£n  cflct,  élevons  cbacune  de  ces  deux  expressions  à  la  n^^' 
puissance^  on  trouve  pour  la  première, 

(\/âïc3...)»=a6cd..., 
et  pour  la  seconde, 

(ï/û  X  l/i  X  \/c^.y^{\^ aY .{y/by .(\/c)\...z=zabcd.... 

Donc,  puisque  les  /z'^'"''  puissances  de  ces  expressions  sont 
égales,  elles  doivent  l'être  ellcs-inémes.  [Vqyezn^  176.) 

:t  . 

Cela  posé,  soit  l'expression  \y  S^a^b^c^^  qui  ne  peut  être 
remplacée  par  un  monôme  rationnel,  puisque  54  t)'est  pas  un 
cube  parfait ,  et  que  d'ailleurs  les  exposans  de  a  et  c  ne  sont  pas 
divisibles  par  3  ^  on  a 
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De  même»  i/8a*  =!i  V/Vj    V^48a^ÂV=2ai»c  |/3ac% 

6      6  6  R     

3     3    _  A  

Dans  les  expressions ,  Saiv/^i^^*»  2V^«%  2a6*cV^3ac%  les 
quantités  qui  sont  en  avant  du  radical,  en  signe  de  muliiplica^ 
tion^  sont  appelées  les  coefficient  du  radical. 

17a.  Le  principe  démontré  n°  i6i  donne  lieu  à  une  autre 

espèce  de  simplification. 

g 
Que  l'on  oit,   par  exemple,  l'expression  radicale  ï/4a*; 

3  

comme,  en  vertu  de  ce  principe,  v/4^'  =  V  1^4^* >  et  que  la 

a 

quantité  soumise  au  radical  ^,  est  un  carré  parfait ,  on  petit  ef- 
fectuer cette  contraction  de  racine  carrée  ,  ce  qui  donne 

6   3    

V/4a*  =5  l/aa. 


De  même,  v/36a*^*  —  \/ V  ^^  —  V^^^ 

m 
nm  A    /  "  "* 

£n  général,  l/a'^  =z  y  V/^*  ==  i^^î  c'est- à*-dire  lorsque 
rindioe  d'un  radical  est  multiple  d'un  certain  nombre  n,  et  que 
la  quantité  sous  le  signe  radical  est  une  puissance  n^^"*'  exacte , 
on  peutj  sans  changer  la  valeur  du  radical ^  diyiser  son  in^ 
dice  par  n^  et  extraire  la  racine  n*^'"'  de  la  quaiUitè  sous  le 
signe. 

Cette  proposition  est  Vinversc  d'une  autre  non  moins  Impor- 
tante, qui  consiste  en  ce  que  l'on  peut  multiplier  l'indice  d'un 
radical  par  un  certain  nombre j  poun^'u  que  Von  élève  la  quan- 
tUi  sous  le  signe  à  une  puissance  d'un  degré  marqué  par  ce 
nombre. 

m  mn  n 

Ainsi,  V/fl=  v/""-.  En  cIFcl,  a  est  la  même  chose  ([ue  \/a"; 
donc  ^a  =  \    {/a"  =  y'a". 
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Ce  dernier  principe  sert  à  ramener  deux  ou  plusieurs  radi- 
paax  k  aroir  le  méiue  indice,  œ  qui  est  souvent  utile. 

s    4    ■ 

Soient»  par  exemple ,  lesdenx  radicaux  V^aa  et  l/(a  H-  6), 
que  l'on  veut  réduire  au  même  indicé. 

Si  l'on  multiplie  l'indice  dn  premier  par  4»  indice  du  second, 
et  que  l'on  élëve  la  quantité  2a  à  la  quatrième  puissance;  si, 
de  même,  on  multiplie  l'indice  du  second  par  3,  indice  du 
premier,  et  qnc  l'on  élère  a-f-&  au  cube,  on  ne  changera 
point  les  râleurs  des  deux  radicaux;  et  il  viendra,  par  œs 
opérations, 

V/aa=  |/2»a^=  i/TSô»;    i/a  +  i  =  l/(a  +  A)\ 

BioLS  oéNia  ALB.  Pour  réduire  deux  ou  plusieura  radicaux  au 
même  indicé^  muUipliest  l^ indice  de  chaque  radical  par  le  pro- 
duit de  tous  les  autres  indices j  et  élevez  la  quantité  sous  le  signe 
à  une  puissance  d'un  degré  marqué  par  ce  produit 

Cette  règle,  qui  a  beaucoup  d'analogie  avec  la  réduction  des 
fractions  an  même  dénominateur,  eat  aasceptible  des  mêmes 
modifications. 

4    .         6  


Soient,  par  exemple,  les  radicaux  yâ,   V/56,   ^a*  +  b*j 

que  l'on  veut  ramener  au  même  indice. 

0>mme  les  nombres  4»  6, 8,  ont  des  facteurs  communs,  et  que 
24  est  le  multiple  le  plus  simple  de  ces  trois  nombres,  il  suffit 
évidemment  de  multiplier  le  premier  par  6 ,  le  second  par  4 1  et 
le  troisième  par  3,  pourvu  que  l'on  élève  les  quantités  sous 
chaque  signe  radical,  aux  puissances  de  degrés  marqués  respec- 
tivement par  6,  4  ^  3 ,  ce  qui  donne 

Ces  notions  établies,  proposons^nous  d'exécuter  sur  les  radi- 
caux les  opérations  de  l'Arithmétique ,  qui  sont  maintenant  au 
nombre  de  sixj  en  j  comprenant  la  formation  des  puissances  et 
l'extraction  des  racines. 


OAtjCITI.   DES   RADICAUX.  Sn} 

t^Sr  Addition  et  soustraction  des  radicaux.  Deux  radicaux 
sont  ditf  9€mbiablesj  lorsqu'ils  ont  le  même  indice i  et  que  la 
q!iant!té  sous  le  signe  est  aussi  la  même. 

Cela  posé;  pour  ajouter  ou  soustraire  deux  radicaux  sembla- 
bles,  il.  faut  ajouter  ou  soustraire  leurs  coefficiens^  et  placer  la 
r  ou  la  dijféfnce,  comme  coefficient,  en  at^ant  du  radical 


Ainsi,    3^^i4-aV'A  — Sv'ô,  3</i  — aV^icsi|/i, 

Za\/b±Likc^b  =  (3a  it 2c)v'&. 

SouTent,  deux  radicaux  ne  sont  pas  semblables  au  premier 
abord,  et  pev^ent  le  devenir,  lorsqu'on  leur  a  fait  subir  les  sim- 
plifications des  n"  171  et  172.  Par  exempte, 

Vlfiab^  -f  b  1/760  =4*  \/3a  +  5i  V^Sasaïgô  V^3a; 


V^8a^6+  i6a^— V^A*+  2fl6^=2a  \/ b  -f-  la—b  \/b  +  2a 

=  (2a  —  b)  y/b+na  ; 

6  3  3  3  3 

3  |/4a*  +  2V^2â=3  V^aâ+a  v/2â  =  5  l/zâ. 

sa  les  radicaux  ne  sont  pas  semblables,  on  ne  peut  qu'in- 
diqœr  l'addition  ou  la  soustraction,  en  interposant  les  signes 
+  et-. 

174*  Multiplication  et  division.  Considérons  d'abord  le  cas 
o&  les  radicaux  ont  le  même  indice. 

»      -  ■ 

Soit  V^a  b  multiplier  ou  à  diviser  par  ^b.  Je  dis  que  Pon  a  . 

n 
»  n  * ■  n  /fl 

{/a'X\/b=Vab  et    \/a:{/b=  \/  y 

n  n  m   

En  effet,  si  Ton  élève  V^  a.  ^b  et  \/ ab  à  la^i""'  puissance, 
ou  trouve  paiement  pour  résultat,  ab  \  donc  «  ces  deux  expres- 
sions sont  égales. 

18 
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m  m 

De  même,      ^--  «^  l/r  élevées  à  la  n*'"'  puissance ,  don 

\/J>        ^   ^ 

nent  t  >  ainsi  ces  deux  expressions  sont  égales. 

D'oà  l'on  voit  que, />oi^r  multiplier  ou  dipiaer  deux  radicau 
de  même  indice  ^  Ufaut  multiplier  ou  diviser  l'une  par  fauir 
les  deux  quantités  ^sous  le  signe j  et  affecter  le  produit  du  sign 
radical  commun.  S'il  y  a  des  coefiieions ,  on  commence  par  le 
multiplier  ou  les  diviser  séparément. 

Ainsi  y 


s 


ou  simplifiant,    s=  f . 

A. 4. 1  4 

3ay8a^  X  a*  yJia''c  =  6ab  y3'ia^c=  ï2a^b  {/ne; 

3   3      3     

Si  les  radicaux  n'ont  pas  le  même  indice,  il  faut  les  y  rédutr 
(n**  1 72) ,  et  opérer  comme  il  vient  d*ètre  dit 

6  8    "•  «4  

Par  exemple,          BnV'i  X  5*  K  2c  =  i5ab  v/SAv. 
1 7S.  Formation  des  puissances  et  extraction  des  racines. 
Soit  d'abord  j/a  à  élever  à  la  w*^'**  puissance  j  on  a 


(^^0)'=  \/a  X  V^a  X  v/a....=  [/a'^,  d'après  la  ^^gle  qu 
vient  d'être  établie  pour  la  multiplication. 

Donc,  pour  éiet^er  une  quantité  radicale  à  une  puisscfnc^ 
donnée  ^  il  faut  élever  la  quantité  sous  le  signe  à  cette  puissance 
et  affecter  le  résultat  j  du  signe  radical  at*ec  son  indice  primitif 
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SWj  a  un  coefficient,  on  élève  séparément  ce  coefficient  à  la 
paissanœ  donnée. 

Ainsi    (»/4?>=  i/(4^=  i/TS7=  2fl  i/o*; 

t 3  3 s 

(3i/M>  =  3*.  v/{2a)«=  243 v/3;?=  486a ^/4a^ 

Lorsque  l'indice  du  radical  est  un  multiple  de  l'exposant  de  - 

la  puiasayoe  que  l'on  reut  former ,  on  peut  simplifier^ 

4. 

Soit ^  par  exemple,  V^2a  à  élever  au  carré}  remarquons  que 

(n^i6i)y  V/2a  =  VV/2a.  Or,  pour  élever  cette  quantité  au 
carré»  il  suffit  de  supprimer  le  premier  signe  radical  ^  ainsi  l'on 

6 

Soit  encore  |/3Z>  à  élever  au  carré,  cette  expression  revient 

/  a  6  3  

à  V  i/3^jdonc(v/36)*=  \/3b.  C'est-à-dire  que,  si  ^in- 
dice du  radical  est  dU*isibIe  par  r exposant  de  la  puissance  j  on 
peut  effectuer  cette  division^  en  laissant  la  quantité  sous  le 
radical  telle  qu'elle  était. 

Quant  à  l'extraction  des  racines ,  il  faut  multiplier  l'indice  du 
radical  par  l'ifidice  de  la  racine  à  extraire  ,  et  laisser  la  quan- 
Hlé  sous  le  signe  telle  qu'elle  était, 

s -a 

Ainsi     \/  »/ 3?  =  P  3?;  v/yS?  =  y/'Ei' 

Cette  règle  n'est  autre  chose  que  le  principe  du  ti®  i6i,  énoncé 
dans  un  ordre  inverse. 

Si  la  quantité  sous  le  signe  est  une  puissance  parfaite^  de  même 
degré  que  la  racine  à  extraire,  il  y  a  lieu  à  simplification. 


Ainsi,  V  V^8a^  étant  égal  à  V  V^8a^,  se  réduit  à  v/2a. 
De  même,      V  V^9?  =  V  l/gô^  =  V/3â. 

n  m  

Il  est  évident  d'ailleurs  que  l'on  a  y  \/^  =  V  \/«;  c**"  ^'"«e 

m 

et  l'autre  expressions  sont  (n°  i6i)  égales  à  y/a. 
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1 76.  Les  règles  qui  yiennent  d'être  établies  pour  le  calcul 
des  radicanx  »  sont  fondées  principalement  sur  le  principe  que 
la  racine  n^^"**  du  produit  de  plusieurs  facteurs  est  égale  au  pro- 
duit  des  racines  /i^'*"  de  ces  diflPérens  facteurs;  et  la  démons- 
tration de  ce  principe  repose  (  .1®  171  )  sur  ce  que,  si  les  puis- 
sauces  de  mêniê  degré  de  deux  expressions  sont  égales ^  Us  eX" 
pressions  sont  aussi  égales.  Or,  cette  dernière  proposition,  qui 
est  vraie ,  en  tant  que  Ton  ne  considère  que  des  nombres»  absolus. 
ne  Test  pas  toujours  pour  les  diverses  expressions  auxquelles 
peut  conduire  TAlgèbre. 

Pour  véritîer  l'exactitude  de  .cette  assertion ,  nous  prouverons 
qu'nn  mèine  nombre  peut  avoir,  algébriquement^  plusieurs  ra^ 
cines  carrées,  plusieurs  racines  cubiques j  plusieurs  racines  qua^ 
trièmesj  etc. 

Désignons ,  en  effet,  par  a: l'expression  générale  de  la  racine 
carrée  d'un  nombre  a,  et  par  p  la  valeur  numérique  ou  arith" 
!né tique  de  cette  racine  carrée;  on  a  l'équation  jc*  =  a,  ou 
x'^  =  />* ,  de  laquelle  on  tire  x=  ±p.  D'où  l'on  voit  que  ,  de 
quelque  signe  qu'on  affecte  la  valeur  arithmétique  p  delà  racine 
carrée  de  a,  son  carré  donne  également  a,  résultat  conforme  à 
ce  qui  a  été  dit  (n®  85). 

Soit,  en  second  lieu,  x  Fexpression  générale  de  la  racine 
cubique  de  a,  et  désignons  par/?  la  valeur  numérique  de  cette' 

racine  cubique;  on  a  l'équation  x^=za  ou  a^zrzjf?. 

Cette  équation  est  d'abord  satisfaite  par  x  =/>. 

Observons  maintenant  que  l'on  peut  mettre  x^-^zjfl  sous  la 
forme  x^ — je>'  =  o. 

Or ,  on  a  vu  (n®  3i)  que  l'expression  x' — p'^  est  divisible  par 
X — /?,  et  donne  pour  quotient  exact,  x^  +P^'{'P^\  l'équation 
ci-dessus  peut  donc  être  transformée  ainsi  : 

(x— p)  (x'+zix-l-p*)  -  o, 

équation  à  laquelle  on  satisfait, 

soit  en  posant         x — /?=o,  d'où  x=jd, 


ou  men , ^ *,..>,,     ^"^^.p  i — =—  )• 

On  Toitdmic  cpie  £cï  rucÎTie  cuhiquû  de  a  admet  trois  valears 
é^hriquéê  diffère titês  j  savoir  : 

Sûtt  euccireà  fésotidre  Féquition  ^=sp*  (p  désignant  la  Ta- 

bar  arithmétique  de  ^a).  Celte  équation  peut  se  mettre  sous 
;     h  forme  x^  — p^  i:£=  o.  Or,  rexpreiisîon  jt*  — />♦  revient  (n?  19) 
*  C-e* — f^}i^  +p*)-   Donc  Téquation  revient  elle -même  à 
{^ — />•)  (J?*  -f-/>*)  =  o,  et  l'on  peut  y  satisfaire  , 

soit  en  posant  x*  — p*  =  o ,  d'où  x  =  ±:/>, 

soit  en  posant  x*  +  ;7*=o,  d'où  r  =  it:  v/ — />*^=  =t/?  V^^. 

On   obtient  donc  ainsi  ^quatre  expressions  algèbriqueitient 
renies  j  pour  la  racine  quatrième  du  nombre  a. 


Proposons-nous  de  résoudre  la  nouvelle  équation     x^  ==/'^> 
qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  x^  —  jo^  =  o . 

Or,  x«— p8  revient  (n**  19)  à       (x^— /)  (x3+/?^)=r  o. 
Ainsi  l'équation  devient  (jx? — /?i^)  {x^  +i?^)  =  o. 

Déjà,  l'équation  x^ — p^=0|  résolue  précédemment,  a  donné 

x=/>    et    x=/>^ ^ j. 

Considérons  actuellement  l'équation  x^+/i^  =  o,  et  observons 
que,  si  l'on  remplace,  pour  le  moment, />  par  — p\  elle  devient 

£'^f/^=o ,  d'où  l'on  déduit  x^p'  et  x=p  ^=l!.^*^l=l?^  . 
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00,  remettant  à  la  place  ie  p'  sa  Taleur  —  p, 

«  =  — p    et    x:=—p[^ J. 

Ainsi,  Péquation  x^  — />*=o,  et  par  conséquent,  la  racine  &^ 
de  a  admet  êix  yaleurs  :  />,  «p,  mp,  — />,  "~*!P>  ""*/^ 
en  posant,  pour  simplifier, 


Nous  pouTons  conclure ,  par  analogie  (ce  qui  sera  dèmontr 
d'ailleurs  par  la  suite,  d'une  manière  plus  complète) ,  que  tout 
équation  de  la  forme  x"  —  a  =  o ,  ou  x"» — p"»  ==  o ,  est  susoe[ 
tible  de  m  Taleurs  différentes;  c'est-à-dire  que  la  racine  m*^ 
d'un  nombre  admet  m  valeurs^  algébriquement  différentes. 

177.  Conséquence.  Si  dans  les  équations  précédentes ^^  et  h 

résultats  qui  leur  correspondent ,  on  suppose  comme  cas  parti 

Gulier,  a  =  I ,  d'oiip=  i  ,  on  obtiendra  les  racines  carrées 

cubiques,  quatrièmes,  etc. ,  de  l'unité.  Ainsi,  +  1  et  «—  i  soi 

les  deux  racines  carrées  de  tunitéj  car  l'équation  x*  -^  i  = 

donne  x  C3  :±  i . 

....          ,       — i+l/— 3     —1—1^—3         ^, 
De  même,  + 1, --^ ,  • — ,  «ont  les  troi 

rachiea  Qubiques  de  Punité,  ou  les  racines  de  x^  —  i  =3  o. 

-f- I,  —  J^,  +V^— I,  — V^— i>  sont  les  quatre  racine 
quatrièmes  de  l'unité,  ou  les  racines  de  x^ —  i  e=:  o. 

X'}8>  Il  résulte  de  l'analyse  précédente,  que  les  règles  d 
oalcul  des  radicaux,  qui  sont  exactes,  en  tant  que  l'on  opër 
&ur  des  nombres  absolus,  peuvent  être  susceptibles  de  quel 
ques  modificatioiis  j  lorsqu'on  opère  sur  des  expressions  o. 
symboles  purement  algébriques  ^  c'est  surtout  quand  on  ap 
pliqueces  règles  aux  expressions  imaginaires^  que  ces  inodi 
fications  sont  nécessaires,  et  elles  sont  une  suite  de  ce  qui  a  et 
ditn*'i76w 

On  demanda,  par  exemple,  le  produit  de  V^^  par  |/- 
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la  règle  da  n^  17}  donne 

^  Or,  t/o*  est  égal  à  ±:  a  (n®  1 76)  ;  il  7  a  donc  icî  y  en  appa- 
lence,  moerlitade  sor  le  signe  dont  a  doit  être  affecté,  pour 
répondre  à  la  question.  Cependant,  la  véritable  réponse  est 
—  a,  par  la  raison  qu'en  général,  pour  éleTer  i/7?i  au  carré, 
il  suffit  de  supprimer  le  radical;  or,  V — «XV^ — a  revient 
i(V^— â)%  et,  par  conséquent,  est  égal  à  —a. 

Soit,  en  second  lieu,  à  former  le  produit  V^ — a  X  V^ — b\ 
onaorait,  d'après  la  règle  du  n®  174* 

i/— âx  i/^=rÂ'=i/+ïïî. 

Or,  l/a6s=±:/>  (n**  176),  p  désignant  la  Taleur  arithmé- 
tique de  la  racine  carrée  de  ab  ;  mais  je  dis  que  le  véritable 
résultat  doit  être  — p  ou  —  ^ab ,  en  tant  que  l'on  considère 
les  deux  radicaux  V^ — a  et  ï/  —  6  comme  précédés  l'un  et 
Taotre  du  signe  +• 
En  effet  I  on  a 

^'^^=\/^a.\>^^^i  et   v/~T=i/A.V^^7; 
donc 

V^=âxV^=5=v/a.  v/HTxv/*.  i/^=V^^.(V/— 0^ 

On  trouvera,  d'après  ces  principes,  pour  les  diverses  puis- 
sances de  V^ —  I , 

(V/— i)4=(v/_,y.(v/-ir=^-ix-i^+i. 

G)mme  les  quatre  puissances  suivantes  s'obtiendraient  cii 
multipliant  la  quatrième  -f- 1 ,  par  la  première,  la  seconde.,  la 
troisième  et  la  quatrième,  on  retrouverait  encore  pour  ces 
quatre  nouvelles  puissances,  +  ^ —  i ,  —  i ,  — \/ —  i ,  + 1  ; 
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donc,  en  général,  toutes  les  puissances  de  l/^-^r  ibrmenty  ih 

quatre  en  quatre ^yxne  période  égaie  à  V/ — i, — i, — V^ — *>+ï 

4. 

Soît  encore  proposé  de  déterminer  le  produit  de  V^— a  pai 

y/^-^by  qai;  d'après  la  r^le,  serait  l/-+-<z^  y^t  par  oonscqaeBl 
(u**  1^6)  donnerait  les  quatre  valeurs 

4  4.  4  'A.  y 

+  V/«i,  — -V/ûft,  +\/ab.\/ — ij—^ab.y  —  i. 
'    Pour  déterminer  le  reritable  produit,  obserTons  que 

A . 4         4  4        ,  ^  »      ^ 

y  —  a^=i\/a.\/—\j     y—bz=z]/b.\/—ii 
mais     V/— iXV/~i=(^— iy=(t/V^^>  =  \/— M 

4        .  4    4  ^ 

donc     V^— aXV^— ^:?=V/flA.l/— I. 

Appliquons  les  calculs  précédens  à  la  Térifjcatioa  de  Teipres- 

sion  « ,  comme  racine  de'  l'équation  x^  —  i's=,o, 

c'est-à-dire  comme  racine  cubique  de    i.  {F'qjnz  n*    177O 
D'après  la  formule  (a  +-  ô)^  =  o^  +  Za*b  +  3aA»  +  i*, 


on  a 


(=^^7 


(-,y+3(-i)'.  t/-3+3(-i)  ■  (  ^/II5)^+(  y/— 3)- 


4.3V/_3_3X  — 3  — 3V/— 3      8 


's  =1. 


On  vérifierait  de  même  la  seconde  valeur ,  — . 

§  rV.   Théorie  des  exposons  de  nature  quelconque. 
Notions  générales  sur  les  séries. 

179.  Cest  ici  le  lieu  de  faire  connaître  deujc  nouvelles  nota* 
tiôns ,  d'ttû  usage  très  commode  dans  les  calculs  algébriques 
ce  sont  les  eûLposans  fractiotmaires  et  les  eiposans  né^fatîfs;  il: 
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tirent  lent  origine  des  r^les  établies  pour  Pextraction  des  ra- 
cines et  la  dtTÎsion  des  monômes. 

Que  l'on  ait  à  extraire  la  racine  /i"""  d^^une  quantité  telle  que 
a".  On  a  vu  (n®  167)  que,  si  m  est  multiple  de  n,  il  faut 
dÎTiser  l'exposant  m  par  rindice  tz  de  la  racine.  Mais  si  m  n'est 
pas  diTÎsible  par  n,  auquel  cas  l'extraction  de  la  racine  n'est 
pas  possible  algébriquement ,  on  peut  convenir  d'indiquer 
eette  opération ,  en  indiquant  la  division  des  deux  exposans. 

m 
n  — 

Donc  ^a"  =  a* ,  d'après  un€  convention  fondée  sur  la  règle 
des  exposajUj  pour  textrcusiion  des  racines  des  quantités  mo- 
nômes» 

s  »  4  I 

Ainsi,  |/a»  =  a  *  ;       {/à'  =  a\ 

De  même 9  que  l'on  ait  à  diviser  a^  par  a".  On  sait  qu'il  faut 
(q^  23)  retrancber  l'exposant  du  diviseur  de  celui  du  divi- 

dende,  toutes  les  fois  que  l'on  a  7»>n,  ce  qui  donne  —  =  a"*"". 

Mais  si  m  est  <C  n,  auquel  cas  la  division  n'est  pas  possible 
algébriquement  y  on  peut  convenir  d'indiquer  cette  division, -en 
soustrayant  toujours  l'exposant  du  diviseur  de  celui  du  divi- 
dende. Soit  p  la  différence  absolue  entre  n  ei  m\  on  a  alors 

nz=zm  +/>,  d'où  -j;j^-  =  a'"'  ;  d'ailleurs,  -jj^  se  réduit  à  —  , 

parla  suppression  du  facteur  a"*  commun  aux  deux  termes.  Donc 

a' 

JJexpression  û"^  est  donc  le  symbole  d'une  division  qui  n'a 
pu  s'effectuer  ;  et  sa  vraie  valeur  est  le  quotient  de  l^ unité  di- 
visée par  la  même  lettre  a^  affectée  de  l'exposant  p  pris  positive^ 

menL  Ainsi  a  ^  =  -r,  ;  a"^  =s  -r, 
a^  a^ 

La  notation  de  l'exposant  négatif  a  l'avantage  de  conserver 

une  forme  entière  aux  expressions  fractionnaires. 

De  la  combinaison  d'une  extraction  de  racine  e\  d'une  divi- 


!i9ak  .  thAoris  hms  sxposans 

sion  impossibles,  de  quantité»  uionones,  résulte  une  autre  no 

tation,  C*est  V exposant  fractionnaire  négatif. 

Soit  à  extraire  la  racine  n*'"'  de  -—. 

a" 

11 

lyabordyona  --  =  û"^;  donc  1/ —  =  \/or^ :=:a  "  j    ei 

Or*  jf  a 

ranplaçant  le  signe  ordinaire  du  radical  par  un  exposant  frac- 
tionnaire. 

m  m 

Les  expressions  a",    a'^j  a  "  sont  donc,  d'après  dès  con 
i^entions  fondées  sur  les   règles  précédemment  établies,  de 

notations  équivalentes  à  V/a",  --,   i/-;;«  Ainsi,  l'on  peut 

suiyant  les  circonstances ,  remplacer  les  premières  par  celles-ci 
et  réciproquement. 

G>mme  dans  le  discours ,  af  s'énonce  a  puissance  p ,  p  étan 

m 

un  nombre  entier  positif,  de  même,  par  analogie,  a"  ,  a"^ 
a  "  s^énonoent  a  puissance —* ,    a  puissance  —  p,    a  puis 

sanoe  —  —  ;  ce  qui  a  engagé  les  algébristes  k  généraliser  1 
mot  puissance.  Mais  il  serait  peut-être  plus  conyenable  de  n'en 
ployer  que  les  dénominations  a  exposant  —  ,  exposant  —  f 

exposant ,  en  consacrant  uniquement  le  mot  puissance 

n 

désigner  le  produit  d'un  nombre  multiplié  plusieurs  fois  par  lu 

même.  (^Foyez  n**  2.) 

180.  Ces  notions  sur  l'origine  et  la  signification  des  quantit 

affectées  d'exposaos  quelconques'étant  établies,  yojons  coinmei 

on  peut  effectuer  sur  elles  les  opérations  de  l'Arithmétique , 

partir  de  la  multiplication. 

3  » 

Multiplication,   Soit  d'abord  c?  à  multiplier  par  a^*,  je  c 
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'  '  qn^il  suffit  SajouUr  Us  deux  exposons j  et  que  l'on  a 
£a  effisty  on  a  tu  (n^  179)  que 

OQbien,efiBBCtuant  la  multiplication  d'après  la  règle  du  n®  174» 
Soit  encore  à  multiplier  a  ^  par  a^;  fe  dis  que  l'on  a 


en  effet 


,  donc 


Soit  plus  généralement,  a  "  à  multiplier  par  a*  ;  on  a 

.  «  p  m    p  np-'intf 

a'"  X  0^=0'"^=  (T^  ; 

m  n  p 

"~V/^'     û^=V^û'';     donc 


car     a 


a  "Xa^=-  /— 


■■»^=a 


Donc,  règle  générale^  pour  multiplier  deux  monômes  affec- 
tés d'exposans  quelconques ,  il  faut  ajouter  les  deux  exposan» 
d^une  méine  lettre;  c'est  la  règle  déjà  établie  n**  16;  pour  le» 
quantités  affectées  d'exposans  entiers. 

On  irouvera,  d'après  cette  règle, 
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Dwision.  Pour  dîyiser  deux  quantités  monômes  aflectées 
d*exposans  quelconques,  Pune  par  Pautre^  il  faut  «uivre  la  règle 
qui  a  été  établie  (n^  22)  pour  les  quantités  affectées  d'exposaas 
entiers  et  positifs,  c'est-à-dire  qu'il  faut,  pour  chaque  lett»} 
retrancher  V exposant  du  diçiseàr  de  celui  du  dividende. 

£n  efiPet ,  l'exposant  de  chaque  lettre  dans  le  quotient  doit 

être  tel,  qu'ajouté  à  celui  de  la  même  lettre  dans  le  diviseur,  la 

somme  soit  égale  à  Pexposant  du  dividende;  donc  l'exposant  da 

quotient  est  égal  à  la  difiërence  entre  l'exposant  du  dividemi» 

"^et  celui  du  diviseur. 

On  trouvera,  d'après  cette  règle, 

3         \  A^  L        »         1  » 

a^:a^  =  a*  ^  =  û  '^',  a^  l  a' ^a"^-. 

Formation  des  puissances.  Pour  élever  un  monôme  affecté 
d'exposans  quelconques  à  la  /i""*'  puissance,  il  faut,  conformé' 
ment  à  la  règle  du  n*^  167,  multiplier  VexpoBant  de  chaque 
lettre  par  l'exposant  va  de  la  puissance;  car  élever  la  quantité 
a  la  T/i'*'""  puissance, c'est  la  multiplier  m —  i  fois  par  elle-même; 
donc ,  d'après  la  règle  de  la  multiplication,  il  faut  ajouter  m —  1 
fois  à  lui-même  l'exposant  de  chaque  lettre,  ou  le  multiplier 
par  m. 

Ainsi,  r  lY        "i-       (  sV         5         . 

\a  )  =a     ;     Kja,  )  =a   =  a», 

Extraction  des  racines.  Pour  extraire  la  racine  n""'  d'uD 
monôme,  il  faut,  en  suivant  la  règle  du  n®  167 ,  dipiser  V expo- 
sant de  chaque  lettre  par  Pindice  n  de  la  racine. 

En  effet,  l'ex|K>sant  de  chaque  lettre  dans  le  résultat ,  doil 
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itre  tel  i|ae,  multiplié  par  l'indice  n  de  la  racine  à  extraire  ,  il 
reproduise  Fexposant  dont  la  lettre  eat  affectée  dans  le  moooaie 
proposé;  donc  les  cxposans,  dans  le  résultat,  doivent  être  res- 
pectîyement  égaux  aux  quotiens  de  la  diyisîon  des  exposans,  dans 
kraoBome  proposé;  par  l'indice  n  de  la  racine.    * 

3  4   •  _^ 

Les  trois  derniëres  règles  ont  été  facilement  déduites  de  la 
rè^e  relaliTe  à  la  multiplication  ;  mais  on  pourrait  les  démon- 
trer directement,  en  remontant  à  l'origine  &q%  quantités  afiec- 
tées  d'exposans  quelconques. 

Nous  terminerons  par  une  opération  qui  renferme  implicite- 
ment  les  deux  précédentes,  quant  à  la  démonstration. 

m 

""  r 

Soit^"  à  élever  a  la  puissance  -^-;   il  faut   prouver  que 


(m  /  m  r  mr 

a  j      =  a  =a 


En  eflet ,  si  Ton  remonte  à  l'origine  de  ces  notations,  on 
trouve  que 


(.^)"'= 


9  s  s 


*  n 


=  y/a"'^'  •=rà' 


L'avantage  que  présente  l'eiuploi  des  exposans  de  nature  quel- 
conque, consiste  principalement  en  ce  que  le  calcul  de  ces  sortes 
d'expressions  n'exige  pas  d'autres  règles  que  celles  qui  ont  été 
établies  poiu"  le  calcul  des  quautitcs  afiei:lé(«  d'expoisans  entiers. 
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En  outrp,  ces  calculs  m  réduisent  h  dû  slmplm  o|iéi^liiiii> i 

les  fractioîiâ,  opérations  âTec  Lestiuelles  do»»  samtne»  ilé|^  Ivi 

familiers. 

i8t.  Remarque,  Nous  sefons,  daDâ  la  $uUe^  conduits  pfir  i 
résolution  Je  certaines  qucâtionSi  a  considérer  dex  qtiaatil 
aHectues  à^ exposant  incommrnsurahle&.  Or,  les  règles  f|ii€  I101I 
venons  d'établir  pour  le  Câs  oii  les  e?Lpû!îdns  soat  comi 
lablcs,  sembleraient  tlcToir  être  aussi  démontrées  dans  I0  < 
trexpos4uis  iDcom  mens  arables;  mais  observons  cju'tin 

ineonimensurable  j  tel  que  |/3 ,  |/f  t,  est,  par  sa  nature  »  t 
posé  d'une  partie  entière  et  d^une  fractinn  qui  vie  peul  éti 
esj*rimÙL'  ciaclemenl,  mais  dont  il  fsi  pavâiùi^ 
aiAiiint  que  l'on  vetit;  en  sorte  que  l'on  peut  toujours  oanaTToifl 
le  nomijro  incommensurabîe  remplacé  par  itn  nombtw 
tionnaîrc  exact,  qui  n'eu  liiflere  que  d'une  qditntîté  mointtffl 
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exposant  quelconque.  C'est,  en  effet,  ce  que  les  analystes  ont 
reconnu,  et  ils  ont  déduit  de  là  des  conséquences  importantes , 
tuït  pour  l^ extraction  des  racines  par  approximation^  qu£  pour 
le  développement  des  expressions  algébriques  en  séries. 

IVons  donnerons  la  démonstration  d'Ëuler  (un  peu  modîGée)» 
qui  est ,  sans  contredit,  la  plus  remarquable  par  son  élégance  et 
par  la  simplicité  des  calculs  qu'elle  exige. 

ATant  tout,  remarquons  que  le  binôme  x-^-a  peut  être  mis 

sous  la  forine. ...  a:  r»+ -)  >  d'oi  il  résulte 

14--J  s=x*(i  +  s)",  en  faisant  -=«. 
Si  dono  l'exactitude  de  la  formule 
(i+«)'»=i  +  mz  +  '^ a*-f-"» • — 5 — *  +  etc., 

peut  être  constatée,  quel  que  soit  m,  comme  en  y  remplaçant 
ft  par  -* ,  et  multipliant  par  x"*,  on  obtient 

/(x+a)*=  x«^i  +  m  1 4.7»^r:i.  1  4.  etc. j, 
M  bien,  effectuant  les  calculs , 

Ml  pourra  regarder  cette  dernière  formule  comme  démontrée 
généralement. 

Gda  posé ,  lorsque  m  est  entier,  il  est  reconnu  que  l'on  a 
^p+*)"s=si  +  ms  +  ?» «■4-m . — 5— «^  +  etc...; 

iMus,  m  étant  un  nombre  fractionnaire  positif -,  on  ignore  de 
lodle  expression  algébrique  proyient  le  déyeloppement 
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I  +  ^^  "h  ?** 


-*+. 


Dusignon*)  cette  expression  inconnue  par  y^^nm  réquattOû 


j^=r  i  +  ^^H"'^-  = 


-1  m- 


-I    iri'-^s 


i^  +  eiC.  ••.(!}♦ 


Soit  m   un  autre  esposatit  frac Uoti nuire  positirî  od  AQftJÉ 

mênuî 

M  ni ti plions  maÎDtenaDt  le»  égaillés  (i)  et  (a)  tncuibre  i 
mrmlirp  ;  on  aura  cFabordj)^'  pour  le  pi^mîer  raeœbrr'*  Qiiaiil 
nu  spconcl,  il  serait  très  dinieilc  d'eu  obtenir  la  véritable  fbrjBt» 
iPapres  la  rcgle  ordinaire  de  la  multiplication  des  polvnoineSjB 
Ton  ii'observi^it  qoe  la  forme  d'^un  prodaii  (n*  20)  ne  dépendait' 
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^ît  m'  un  troisîënie  exposant^  fractionnaire  positif,  et  posoiLs 


m  — I 


[altipliant  cette  éqnation  par  la  précédante  ^  on  trouve  de 
éme, 


yy 


'==,+(m4m'+«0M'»+^+»')^î2±2jt2l:i)^+.. 


En  général^  soit  u»  rr  -^  et  considérons  un  nombre  q  d'expo- 
ans  m  9  m',  m",  m*,  de  même  espèce;  on  a ,  en  faisant ,  pour  plus 
e  simplicité,  r=  m  +  m'  +  "**  +  ^"'•«  • ,  on  a,  di»-je^ 

^yy'.^.^i+n+r/-^  z*  +  r/^  .  ^•Ipz^+....  (4). 

Supposons  actuellement  m:=zm'^=i  m^ssi  m*...  ;  d'oii  r^s^mq  \ 
équation  (4)  derient 

^r,par hypothèse, m  =f,   d*oii  mq=p'f  donc 

laisp  est  un  nombre  entier;  ainsi  le  second  membre  de  cette 
Joation  est  le  déreloppement  de(i+2)^ee  qui  donneJa  re- 

p 
ation  j^=(i  +t,y,  d'où  ^=(i  +  z)i  =(i  +  a)«  ; 

'cmc  enfin 

'^  étant  un  nombre  fractionnaire  positif  quelconque. 

'9 


1^*  Jll 


AFPI^lCATiOKS 


roui'  tlLiuûiitrer  cette  fonnule^  dans  le  cas  où  rn  est  négatif, 
rniiL'i-  nu  frâctionnaîre,  il  sufllt  de  poser  àûns  Véquatioo  (3], 
tiljlriiur  ,in  moyen  tic*  uijiiations  (i)  et  (2}, de  poser,  dî^^' 
m'^=  —  nij  ce  fini ,  à  cause  de  la  relation  m  +  m' 3=  o,  réduit 

lV(liuilSnii  (3)  a  jy=  I  ;    cl*oii  IW  tire  j^  =-?. 

ÎM.ib  puisque;  par  hypolbëse^  m  est  négatif^  m*  ou  — nt«st 

ijtJC(  ssiiit  i^jiiriit  positif,  et  FoiJ  a 

y=f.+.)-'';  d'où  ^-  =  ^^-^=(1 +*)—==(,+<)-, 

ri  jiiH'  eo;Hifi[uriit ,  ^ 


(  1  +  3)'"  =  1  +m£  H~  m 
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flemment  de  maltîplier  le  quatrième  par — 7 et  par  -  ,    puis 

4e  diànger  le  signe ,  et  ainsi  de  suite.) 

Cela  posé  y  soit  à  extraire  la  racine  cubique  de  3 1.  Le  plus 
grand  cube  contenu  dans  3i  étant  27,  faisons,  dans  la  formule 
ci-dessnsy  n  =  3,  x=27,  et  a  =  4 1  ce  qui  donne 

ilneot 
*,,/■!    4       1    I    16        I    I   5       64  \ 

k3l=s3(  l+â-        "^ô'â- •+-â-5~  •       iêoô  —etc..  1; 

\       3  27      3  3  729  *   3  3  9    19683  /* 

00 bien,  eSectaant  les  calculs , 


^  27      2187      53i44i 

Le  terme  suivant  s'obtiendrait ,  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci- 

j  ,  .  ,.     .      320  3/1  — I     a         2      4       ^ 

dessus •  en  moUi pliant  êôr->7"  P^^  — 7 .  -,ou  x  .  --^,  et 

'  ^  53i44ï  4^*         *         3     27 

,  ,     .  .  ,  ..  256o 

changeant  le  signe,  ce  qui  donnerait —  /6   /c 

On  trouverait  de  même,  pour  le  terme  qui  suit  ce  dernier, 

^      256o        4^ — '  ? a56o         11       4 112640 

43046721       6n     x    43^4^72^*     *^  '27      17433922006' 

et  ainsi  de  suite. 

Mais  ne  considérons  que  les  cinq  premiers  termes  de  la  série, 
et  réduisons  en  décimales;  on  obtient  d'abord ,  pour  les  termes 

3  =  3^00000 


additifs. 


.'  o  ==  ô^ooooo    -j 

<         ^7  ;  -  3,14875, 


53i44 
et  pour  la  somme  des  termes  soustractifs , 
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=   —  0,00787 


^5-  =:  —  0,00731 

2187  ' 


256o        ,  ^ 

Donc  V^3i   :£=        3,i4i38; 

nous  prouverons  tout  à  l'heure  que  ce  résultat  est  exact  a 
O9OO001  près. 

i84«  Remarque.  Lorsque  l'expression  d'un  nombre  est  dé^ 
veloppée  en  une  suite  de  termes  dont  les  Taleurs  namériques 
vont  en  décroissant  continuellement ,  on  confoit  qu'en  gé- 
néral ,  plus  on  prend  de  termes  dans  la  série ,  plus  on  ap-^ 
proche  de  la  vraie  valeur  du  nombre  proposé.  Si,  en  outre, 
on  suppose  que  lesiermes soient  alternativement posUift  et  n^jga^ 
tifsj  on  peut,  en  s' arrêtant  à  un  terme  de  rang  quelconque, 
déterminer' d'une  manière  précise  le  degré  (T approximation 
obtenu. 

En  effet ,  soit  une  suite  indéfinie  de  termes,a— J+c — d+e— 3^+^.., 
dans  laquelle  on  suppose  que  a,  ù  yC,  d, .,  sont  des  quantités 
absolues  de  plus  en  plus  petites*,  et  désignons  par  x  le  nombre 
représenté  par  cette  série. 

Jedis  d'abord  que  la  valeur  numérique  de  xcst  comprise  entre 
deux  sommes  consécutives  quelconques  de  termei  de  la  aiiie. 
Car  prenons  au  hasard  les  deux  sommes  consécutives 

a-— &-f* ^ — d+« — fi  et  a— ^  +  c — J+e — f+g\ 
considérons  la  première,  et  observons  que  les  termes  qui  suivent 
— /î  sont  4-g* —  A+A— /+...J  mais  puisque  la  série  est 
décroissante,  les  différences  partielles  g— h ,  A  — -  /. . .  sont  des 
nombres  positifs^  d'où  il  suit  que,  pour  obtenir  la  valeur  com- 
plète de  a: ,  il  faut  ajouter  à  la  somme  «— 6  +  c— ci+e  — f,  un 
certain  nombre  absolu.  On  a  donc  déjà 

a  — ft  +  c — d+e — f<,x. 

Quant  à  la  seconde,  les  termes  qui  suivent -f-p:,  sont 

—  h  +  k —  /+^'  •  •;  or,  les  différences  partielles  —  A  +*, 
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^^l-^-m,..  sont  négatives  ;  d'où  Ton  Toit  que  y  pour  avoir  la  vraie 
Taleur  de  a;,  il  faut  ajouter  à  lasommeo— 6+<î — d+^^f-i^g 
une  quantité  négative,  c'est-a-dii'e  diminuer  cette  somme.  On  a 
donc  0 

û  — 6  +  c  — d+tf— /+^>a?. 

Donc  s  est  compris  entre  ces  deux  sommes. 
Conséquence.  G>mme  la  valeur  numérique  de  la  dilTérence 
entre  ces  deux  sommes  est  évidemment  ^>  il  s'ensuit  que 
l'erreur  commise j  lorsqu'on  prend  un  certain  nombre  de  termes 
a— b+c— d  +  e — f,  pour  la  valeur  de  x,  est  numériquement 
moimdre  que  le  terme  qui  suit  immédiatement  celui  auquel  on 
s'e9i  arrêté, 

Ainsii  dans  l'application  du  numéro  précédent,  tous  les  termes 
étant  alternativement  positifs  et  négatifs,  à  partir  du  second^ 
on  peut  conclure  que  la  valeur  numérique  de  la  somme  des  cinq 
premiers  termes, 

4  16     .       320  2S60 

'^^     ^  "^  53T44T  ~  43046721  » 

diffère  de  }/Zi  d'une  quantité  moindre  que  la  valeur  du 
&•  terme,  que  l'on  a  trouvé  (n»  i83)  égal  à  — —JL'l— j  or, 
cette  fraction  est,  d'aprës  sa  seule  inspection,  au-dessous  de 
;  donc  |/3i  =  3,i4i38  à  0,00001  prh,  ce  que  roii 


I 00000 

pourrait  vérifier  par  le  procédé  (n*  16a)  ,  mais  par  des  calculs 

plus  laborieux  que  les  précédens. 

i85.  Voici  en  quoi  consiste  le  procédé  pour  extraire  approxi- 
mativement la  racine  n^"**  d*un  nombre  N,  parle  moyen  des 
séries.  Décomposez  N  en  deux  parties  p*  -f~  ^  >  P  ^^«^'z^  la 
racine  de  N  obtenue  à  une  unité  près  (it"  1,60) ,  et  faites  dans  le 

*  ........ 

déi^eloppement  de  V/x  +  a  (n®  i83),  x=:p",  a=:q.  Effectuez 

les  calculs,  en  vous  arrêtant  au  terme  dof^t  le  suH^anù soit j  d'a- 
près son  inspection,  au-dessous  de  l'unité  de  l'ordre  décimal  qui 
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détermine  l'approximation  ;  conpertissez  en  décimales  tous  les 
termes  dont  vous  apez  tenu  compte^  et  opérez  la  réduction  des 
termes  additifs  et  sous  trac  tifi. 

Cette  méthode  n'est  bien  aTanflfgense  qu'autant  que  ^  est 

une  fraction  assez  petite;  car  autrement^  les  termes  delà  série 
ne  diminueraient  pas  très  rapidement,  et  il  faudrait  un  grand 
nombre  de  ternies  pour  donner  le  degré  d'approximation  dé- 
siré, ce  qui  entraînerait  dans  des  calculs  extrêmement  labo- 
rieux. 

Il  y  a  même  un  cas  où  l'on  est  obligé  de  modifier  la  marche 

précédente,  c'est  celui  où  l'on  a />"<</;  car  alors  -  ou  -^  est 

plus  grand  que  Tunité^  ainsi  que  toutes  les  puissances  de  -  qui 

augmentent  de  plus  en  plus,  numériquement,  à  mesure  que  le 
degré  de  la  puissance  augmente. 

Soit,  par  exemple,  56  le  nombre  dont  on  demande  la  racine 
S*""*';  27  étant  le  plus  grand  cube  contenu  dans  56,  ou  aurait 

a;  =  27,     0  =  29;     doit     -=:-^j 


X       2 


et  les  termes  de  la  série  augmenteraient  au  lieu  de  diminuer  (nous 
ne  parlerons  pas  des  cocfficiens,  qui  sont  des  fractions  peu  diffé- 
rentes de  l'unité).  Maïs  observons  que  l'on  peut  aussi  décomposer 

56  en  64 — 8,  ou  4' — 8;  or,  tw  ou  5 ,  est  une  très  petite  fractioQ' 

04       o 


D'un  autre  côté,  si  dans  l'expression  de  {^x+a  (n**  i83),on 
met  —  a  à  la  place  de  a,  il  vient 

-/ ]./        ta       1  n — 1  a*       i  n-^i  2/1 — i  a^         \ 

\       nx      n^2n    x'      n    un  .     on     x^         J 

Posant  doncx=649  a=8,  ou  obtiendra  une  série  de  Icrmcs 
qui  décroîtront  très  rapidement. 


DE   LA  ^FORMULE   DU    BfNOME.  2qS 

A  la  yérité,  tous  les  termes^  à  Pexception  da  premier»  sont 
n^atifs^et  l'on  ne  peut  appliquer  à  la  série  ce  qui  a  été  dit 
(n^  184)  sur  la  manière  de  fixer  le  degré  d'approximation  que 
donne  la  somme  d'un  certain  nombre  de  termes.  Mais  alors  »  on 
tient  compte  d'un  nombre  de  termes  tel  ^  que  le  suivant  soit, 
par  exemple,  au-dessous  du  dixième  de  l'unité  décimale  à  la- 
quelle on  veut  arrêter  l'approximation. 

On  pourra  s'exercer  sur  les  exemples  suivans  : 


^39    =  V^Sa     -|-  7  =  2,0807     à  0,0001     prfesj 


y 65    =  V/64    +  I  =  4*02073  à  OyOoooi  près; 

|/a6o  =  \/256  +  4  =  4>oi553  k  0,00001  près; 

,  i  

|/io8  =:  1/128  — 20  =  1,95204  à  0,00001  près. 

186.  La  formule  du  binbme  sert  aussi  à  développer  les  ex- 
pressions algébriques  eu  séries. 

Soit,  pour  premier  exemple ,  l'expression *,  on  a 

Posons  dans  la  formule     (i  +»)•"=  i  '{-mz  +  etc. , 
jfft  =  —  I ,     et  changeons  s  en  — s;     il  vient 

(i— *)-«==  i-i.(-z)-i.=i^.(-*y 
—  i — I  — 1 — 2  ,     ., 

OU  effectuant  les  calculs  et  observant  que  chaque  terme  se  corn- 
pose  d'un  nombre  pair  de  facteurs  aflfectés  dn  signe  -^ , 

I  ~~"  2» 

On  parviendrait  au  même  résultat,  en  appliquant  le  procédé 
de  la  division  algébrique  (n^  26). 


996  MiTaODB 

Voici  k  tableau  des  calcuk  : 


i"  reste. ..  +  * 

a» +  i* 

....  +*? 

....  +t,* 


I  —  » 


I +«  +  »•  +  «'  +  «♦+»*  +  •.'.• 


3». 

4*. 


(7=1? 


OU    2(1—*)^, 


Soit  encore  l'expression 
On  a 

ou  efiectuant  les  calcuk  et  réduisant , 

Prenons  pour  dernier  exemple,  la  quantité  }/2z —  z^f  qui 

reyient  à     V^a*  T  i \  . 

On  a  d  abord  Ti  —  -  J  = 

donc,    t/2,-*-=v/2z(i-iz-^^--gp^3-etc,) 

§  V.  Méthode  des  coeffîciens  indéterminés.  Notions 
sur  les  séries  récurrentes, 

187.  Les  algébristcs  ont  invente  une  autre  méthode  pour  dc- 
velopper  les  expressions  a1g<^.briqucs  eu  séries,  qui  est  en  général 
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plus  ample  que  celles  dont  nous  yenons  de  parler ,  et  qui  d'ail- 
leurs est  beaucoup  plus  féconde  «  eu  ce  qu'elle  s'applique  à  des 
expressions  algébriques  d'une  nature  quelconque. 
Pour  donner  une  première  idée  de  cette  méthode ,  nous  nous 

proposerons  de  développer  l'expression     ,      i,    »  en  une  série 

qni  procède  suiyant  les  puissances  ascendantes  de  x.  II  est  yi- 

sible  que  ce  déreloppement  est  possible;  car  ^        ^  ■   rerient  k 

û(a'+  i'x)"*  ;  et ,  en  appliquant  la  formule  du  binôme ,  on  ob- 
tiendrait évidemment  une  suite  de  termes  procédant  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  x.  Posons  donc 

^rp^==A+lLc  +  Cx«  +  Da:'  +  Ex4+Fj^+..  .  .  (i), 

A,  fiy  C,  D. . .  étant  des  coelHclena,  fonctions  de  a,  a\  V y 
mais  indépendans  de  Xj  coeiHciens  qu'il  s'agit  d'ailleurs  de  dé- 
terminer, et  que,  par  cette  raison,  l'on  appelle  coejficiens  in- 
déterminés.  (Cette  dénomination  est  impropre ,  d'après  le  sens 
altribué  jusqu'ici  au  mot  indéterminé  ;  il  vaudrait  mieux 
dire  coejficiens  à  déterminer;  mais  nous  nous  conformerons 
ï  l'usage.  ) 

Pour  parvenir  à  la  détermination  de  ces  coefficiens,  multi- 
plions les  deux  membres  de  l'équation  (i)  par  a'+b'x)  on  trouve, 
en  ordonnant  par  rapport  à  x,  et  transpostdSt  le  terme  a , 


0 


-  l  —a+Ab'  I     +By  I       +C6'   I      +D6'  I 


Remarquons  maintenant  que,  si  l'on  suppose  les  valeurs  de 
A,  By  Cy  D...  convenablement  déterminées,  l'équation  (i) 
doit  se  vérifier,  quelque  valeur  que  l'on  donne  à  x;  ainsi  il  eu 
est  de  même  de  l'équation  (2). 

Or,  lorsqu'on  suppose  x  =  o,  celle-ci  devient  o  =  Aa'  —  a , 


a 


d'où  l'on  déduit  la  valeur  do  A ,  A  r=: 


agS 


METHODE 


A  étant  égal  à  -7,  quand  on  a  x=:o,  doit  conscrTcr  la  même 

valeur  lorsque  £  est  quelconque,  puisque ,  par  hypothèse ,  A  est 
Indépendant  de  x  ;  ainsi ,  quel  que  soit  x,  l'équation  (2)  se  ré- 
duit à 

_  f     Ba'  I  x+Ca'  j  *'+Da   1  :r'+. ...,  ou  divisant  par  *, 
^  — l+Ai'  I     +B6'  I      +cy  I 

_i     Ba'        +Ca'  I  a: +Da'  I  a:'+ (3). 

^  — t+A^       +W   I      +Cy  I 

Cette  équatioii  devant  encore  se  vérifier  pour  toute  valeur  de  x, 

faisons  jf=o;  il  en  résulte  Ba'+Ai'=o, 

d*oii  Ton  tire 

A6'  ,.  1,       a  A'  ai' 

B  = ;-,     oubien,     B  =  -7X 7  = r;- 

a    '  '  al  a  a* 

Comme  B  doit  conserver  celle  même  valeur,  quel  que  soit  x, 
supprimons  dans  (3)  le  premier  terme  Ba'+AA',  qui  s'anéanlil 
par  cette  valeur  de  B,  et  divisons  par  x;  il  vient 

_  r      Ca'4-  Da'  I  jir  +  Ea    I  ar*  + 

^— l4.Bi'+C6'  I     +Dy  r 

Faisons  de  nouveau  x  =  o;  il  en  résulte    Ca'-|-  Bi'=o, 

1,  1  „      wj  .  ^  *       B/^'         , .      ^  ay  A'      «&'• 

clou  Ion  déduit  C= p,  ou  bien  C= 7-X 7=— 77* 

a  a  a        a^ 


Ou  trouverait  de  même, 

d'oii  D  =  -^',         ou 


D=- 


Da'4.C*'=o, 

€l  ainsi  de  suite. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  qu'un  coellicîont  quploonqne  se 
forme  au  moyen  de  celui  qui  le  précède ,  eu  le  multipliant  par 

b'  .  .., 

;!  ainsi  Ion  a 

a 

a        _a       ab'         ab'»    ,      ab'^    ,,"'''* 
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188.  En  réfléchissant  sur  les  raîsonnemens  qui  précèdent,  on 
t(Nt  que  le  principe  fondamental  de  la  méthode  des  coeffîclens 
indéterminés  consiste  en  ce  que ,  si  une  équation  de  la  forme 
0= M  +  Nx  +  Px»  +  Qr'  +....  (  M ,  N ,  P....  étant  des  cœffi* 
ciens  indépendans  de  x) ,  doit  se  vérifier  quelque  valeur  que  ton 
donne  à  Xjil  est  nécessaire  que  chacun  des  cœjficiens  soit  sépa^ 
riment  égal  à  o. 

£n  effet j  puisque  ces'coefilcîens  sont  indépendans  de  x,  si 
l'on  parvient  à  les  déterminer  d'après  des  hypothèses  particu- 
lières faites  sur  X,  ces  yaleurs  serontcelles  qui  leur  conviennent^ 
lorsqu'on  suppose  x  quelconque.  Or,  en  faisant  xc=o,  on  trouve 
M=:Oy  et  l'équation  se  réduit,  après  la  division  par  x,  à 

ot=N  +  Px  +  Q^+.  .  .    -, 

faisant ,  dans  cette  nouvelle  équation ,  x  =  o ,  on  trouve  N  =  o , 
et  l'équation  se  réduit,  lorsqu'on  a  divisé  par  x,  à  o=P+Qx+..., 
et  ainsi  de  suite.  On  a  donc  séparément 

M— o,  N  =  o,  P  =  o,  Q  =  o.*.  .; 

on  obtient  par  ce  moyen  autant  d'équations  qu'il  y  a  de  coeffi- 
ciens  A,  B,  C,  D. .  .  .  à  déterminer. 

Ce  principe  s'énonce  encore  d'une  autre  manière  : 

Si  une  équation  de  la  forme 

a  +  Ax  +  cx*  +  Jx*^  +  .  .=  a'-f  ^'oc  +  cV  +  rf  x\  . . . 

doit  se  vérifier j  quelque  valeur  que  l'on  donne  à  n,  les  termes 
affectés  d'une  même  puissance  j  dans  les  deux  membres^  sont 
respective  nunt  égaux  ;  car,  après  la  transposition  de  tous  les 
termes  dans  le  second  membre,  rc([uation  est  de  même  forme 
que  ci -dessus,  d'où  l'on  peut  conclure  ensuite 

a' — a  =:  o ,     b' —  &  =s  o ,     c  —  c  =  o.  .  , , 
et  par  conséquent , 

a'z=a,     b'=b,     c'=c,     d'^d.  .  . 
On  donne  (n**  ^2.)  le  nom  ^équation  identique  a  toute  équa-' 


i. 
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lion  dont  les  termes  sont  ordonnés  par  rapport  à  une  certaine 
lettre,  et  qui  doit  se  Tériiier  pour  toutes  les  valeurs  attribuées 
à  cette  lettre»  afin  de  la  distinguer  d'une  équation  ordinairej 
c'est-à-dire  .d'une  équation  qui  ne  peut  être  satisfaite  que  par 
certaines  valeurs  attribuées  n  cette  lettre. 

189.  La  méthode  des  coefficient  indéterminée  exige  encore 
que  l'on  connaisse  à  priori  la  forme  du  développement  par 
rapport  aux  exposans  de  x.  Oi*dinairement,  on  suppose  que  le 
développement  procède  suivant  les  diverses  puissances  ascen- 
dantes de  J?;  à  partir  de  la  puissance  a:^;  mais  quelquefois  cette 
forme  n'est  pas  convenable,  et  la  suite  des  calculs  le  fait  re- 
connaître. 

Soit,  par  exemple,  à  développer  l'expression  s — — — j. 

Posons       = — î =  A+  Rr  -f  Cx*+  Djc»+.  . . , 

6x —  X 

d'où,  chassant  les  dénominateurs  et  ordonnant, 

o=— i  +  slr-f  3B  I  x*+3C  1  a:^+3D  \x^  +  .... 


_  A  I       —   B  I       —CI 
d'oi  Fon  devrait  conclure  (n**  188) 

— 1=0,     3A  =  o,     3B  — A  =  o. ... 

Or  la  première  équation  —  i  ==  o  est  absurde,  et  indique  que 
la  forme  ci-dessus  ne  convient  pas  à  l'expression   r ~\) 

ÔX  ""^  x> 

maïs  si  l'on  met  cette  expression  sous  la  forme  -  X  , •  *^ 

que  Ton  pose 

ixj-i-^  =  i(A  +  Br  +  Cx«  +  Dx»  +  ...), 

il  viendra,  toute  réduction  faite, 

_  )  3A+3B  I  X  +  3C  1  x»+3D  1  x'-H-î 
""  \  — i—A  I      _   B  I       —    C  ! 


IC 
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ui  donne  les  équations 

3A— 1=0,     3B— A  =  o,     3C— B  =  o..., 
i  Pon  tire  suceessiTement 

A=i,     B  =  -,     ^^  rz    ï^=5-».«. 
3'  9  37  oi 

it-à-dîre  que  le  développement  renferme  dans  8on  expression 
terme  affecté  d'un  exposant  négatif. 

[go.  Démonsiralion  de  la  formule  du  binôme  par  la  méthode 
coefficient  indéterminés, 

i^oar  faire  )ager  de  la  fécondité  de  la  méthode  des  coefBciens 
éterminés,  nous  allons  donner  une  démonstration  complète 
la  formule  du  binôme ,  fondée  sur  cette  méthode, 
ixnnmençons  par  observer  que  (x  +  a)*"  peut  se  mettre  sous 

orme    x"  f  i  +  -  J  ,  ou  x*"(i  +  yY ,  en  faisant  j^  =  2  ; 

si,  il  Mi£Bt  de  développer  (i  +^)"*,  quel  que  soit  m, 

^eci  admis,  soit  d'abord  m  égal  à  un  nombre  positif  -  (^pou- 

itètre  égal  à  i ,  auquel  cas  l'exposant  serait  entier). 

>osoaa     (i+^)'  =  i+Ay-f.By.fCy+Dy  +  ....  (,), 

On  est  conduit  à  donner  cette  forme  au  développement  par 
brmation  des  premières  puissances  entières,  et  en  observant 
\  pour^  =:  o,  te  premier  membre  se  réduit  à  i ,  d'où  il  suit 
\  la  partie  indépendante  de  y ,  dans  le^^second  membre,  doit 
e  égale  ai.] 

*our  déterminer  les  coefEciens  A ,  B ,  C,  D . .  • ,  remplaçons , 
19  l'équation  (i) ,  ^  par  z',  il  vient 
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P 


(i  +z)^=.i  +  A*  +  Bz*  +  Cl3  +  Dz»  +. . .  (2). 

A ,  B,  €• . .  ont  ici  évidemment  les  mêmes  valeurs^  puisqu'ils 
sont  indépendans  de  toute  yaleur  attribuée  à  y. 

Retranchant  ces  deux  équations  l'une  de  l'autre,  on  obtient 

t  t 

B  I 

Faisons  pour  le  moment  (1  +  yy=u,  (1  +  z)  *  =  </  ;  îl  en 
résulte  i  +  j*  =  i*^ j  i  +  zz=  i/^;  d'où  y  —  2  =  uf  —  i/* ,  et 
l'éq  nation  (3)  deyient 

f/P— ,;/^A(y-z)+B(y-z»)+C(y-*3)+D(y4«z4)+...^4), 

ou ,  dÎTisant  le  premier  membre  par  u^  —  i^ ,  et  le  second  par 
y  —6 ,  qui  est  égal  à  u'  — i^, 

uP-^,P_A(y— z)4-B(j^*— z«)+C(y^— 2;3)+D(y4— g<)+. 
i^ç iW  j^  —  z 

Or,  d'après  le  tbéorème  (n®  3i),  uf'  —  f^'^est  dWisible  pari*— r, 
et  donne  pour  quotient, 

«p-«  +  4,mP-»  +  i^^uT-^  + . . .  +  f^"*. 

De  même,  u^  — i^^lu —  adonne 

14Î-»  +  w«-»  +  ♦'•m*-^  + . . .  +  ^"*. 

D'un  autre  côté ,  j^  —  *>  ^*  —  **>  ^  —  «\  y  —  £* . . .  divises 
par^  —  «,  donnent  pour  quotiens, 

ï  »  y  +  « I  y  +  j'*  +  «%y  ^-^'^^  +  >'*  +  ^^ . .  ; 

ainsi,  l'équation  (4)  revient  à 
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Faisons  maintenaat,  dans  cette  dernière  équation,    yz=zz, 

d'où  l'on  déduit  u=zVf  d'après  les  équations  (i  +y)''  =  u , 
(!+*)?  =  >';  le  premier  membre  devient    ■  *    ,    ,  ou -.  —  . 

P 
Si  l'on  remet  à  la  place  de  uPy  sa  valeur  (i  +  J^)^  >  ^**'  •  •• 
i+kj'^hy^+Cy  +  •  •  •  >  et  à  la  place  de  u?  sa  valeur  i  +^,  ce 

premier  membre  devient  encore,  -  . =- , 

D'ailleurs ,  le  second  membre  se  réduit  à 

A+2Br  +  3Cj.*  4-4Dj^+. . . .  i 
on  a  donc  la  nouvelle  équation 

Chassant  le  dénominateur  i  +^,  et  effectuant  les  calculs^ 

g      q  q  q  q 

+   A  j     +2B  I      +3C  I      +4D  I 

OHuparant  (a"  i88)  les  deux  membres  de  c«tte  équation  iJen- 
lique,  terme  à  terme,  on  obtient  les  équations  suivantes 

£  =  A,    d'où    A=^. 
î  q 

^AssaB+A,      2B  =  A(^  — ihdonc  B=:— ^? 1, 

g  \q       /  2        ' 

B  (-—2) 
5b  =  3C  +  2B,      3C=B(e-2)}doncC=-^^g_/, 

cf?— 3") 

^  C  =  4D+3C,      4D=C  (?  -  3);  donc  D=  —\~^: 
et  ainsi  de  suite. 


3o4  KOtlONS 

La  loi  de  formatîoa  dci  cocfTicîcns,  les  uns  au  moyeti  de 
autres,  est  manifeste.  So!t  N  le  ooe£Scieiit  qui  en  a  is  aTant  loi 
et  M  celui  qui  le  précède;  on  aurait  évidemment 

^M=N/i  +  (/»-.i)M>    d'où    N=:_^2 1. 

q  n 

En  reprenant  la  démonstration  précédente ,  on  s^assurerait  faci- 
lement qu'elle  s'applique  au  cas  où  l'on  a  ;  =  i  »  c'est-à-dire 
au  cas  où  l'exposant  est  entier. 

Quant  au  cas  où  m  est  ^al  à  un  nombre  fractionnaire  né- 
gatif, —  ' ,  on  suit  absolument  la  même  marche  que  précédem- 
ment; mais  ,  parvenu  à  l'équation  qui  correspond  à  l'équation 
(4),  savoir, 

u-P-  ^-P= ACr-a)  +  B(y*— £«)  +  C(y-*^)  4- .... , 

l  1  i^ — uf  I/P  — f^ 

on  remarque  que  u  ^ — v  ''=  --  —  --= =r— : 

ainsi,  en  divisant  le  premier  membre  par  n*  —  i^ ,  et  le  second 
par  y — 9,  qui  est  égal  à  m^  —  f'^,  on  a 

ou ,  supprimant  le  facteur  u  —  p  et  le  facteur  y^  * , 
faisant  ensuite  y=^^f  d*où  u=ffj  on  obtient 

-i-/^^.=-'r'9-^+'^'^^y+ 

Le  reste  du  calcul  est  absolument  semblable  à  celui  du  cas  pré- 
cédent. 

191.  Dett  séries   récurrentes.  Le  développement  des  frac- 
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tîons  algébriques  rationnelles,  par  la  méthodo  tlci  ccotFiciens 
indéterminés  y  dunnc  lieu  à  d(?s  séries  d'une  nature  |)articuIicro, 
connues  sous  le  nom  de  stries  récurrentes. 


Nous  aTona  déjà  vu  (n®  187)  que  l'expression   i,,   ,  a  pour 
a 

«Uns  laquelle  on  forme  chaque  terme  au  moyen  du  prcccdent. 


dereloppement,  -7—  -77  x-j — F3-  x* tj-  jt  -(-... .  ,  série 


CQ  multipliant  celui-ci  par 7  x, 


a 


Cette  propriété  n'est  pas  particulière  à  la  fraction  propo^'e  \ 
elle  appartient  à  toutes  les  fractions  algébriques  rationnelles, 
et  elle  consiste  en  ce  que ,  toute  fraction  rationnelle  en  x 
réduite  en  séries  donne  lieu  à  une  suite  de  termes  dont  cJia^ 
cun  est  égal  à  la  somme  algébritjue  d'un  certain  nombre  de 
Urmes  précédensj  multipliés  respectii^e ment  par  certaines  quan- 
tités qui  sont  constamment  les  marnes  dans  toute  l'étendue  de 
b  sérié. 

L'eoaemble  des  quantités  constantes  par  lesquelles  on  doit 

Biiiltiplîer  un  certain  nombre  de  ternies  prccédens,  pour  for< 

mer  un  terme  quelconque^  s'appelle  Véchelle  de  relation  do^ 

It  série. 

b* 

Dans  la  série  précéJonlc,  Véchelle  de  relation  est i.x.ct 

a 

h  série  est  dite  une  série  récurrente  du  premier  ordre, 

c  •»  •   1  »     1                   »  •    1»              •            a  -^-bc  +  ex* 
ooit  a  deYeiopper  en  scnc  1  expression  -rj-p r-; — -jrz:^  * 

d'où,  cliassantles  dénominateurs  et  transposant, 


x<+., 


Aa'+Ba' 

x+Ca' 

r'+Do' 

x»+Efl' 

—a  4-A6' 

+  W 

+  Cb' 

+  D6' 

—  b 

+  At' 

+  Bc' 

+Ct' 

—  r 

+Ad' 

-}-Brf' 

3o6  NOTIONS 

ce  qui  donne  les  équations 


Aa  —  a  =  o, 


d'où     A  =  -,, 


C;a'+By+ Ac'— c=o,C= 7  B  —  ^  A  +  i;  c, 

a  o  a 


ou 


C: 


ab'*  -T.  Aa'i' — aa!c'  +ca* 


Da'  +  a'+Bc'+A£r=o,     D=— ^c— 4b— Ça, 

a  a  a 

Ea'+Dy  +  Cc'+B<r  =  o,       E=— ^D— ^C— ?B, 

a  a  a 


D'où  Ton  voit  que  les  trois  premiers  coeffîciens  s'obtien- 
nent 'd'abord  sans  aucune  loi  \  mais  à  partir  du  quatriëmet 
chaque  coefficient  se  forme  de  la  iK>mme  des  trois  coeffîciens 

V        d 
qui  le  précèdent,  multipliés  respectiTement  par 7, 71 

7,  savoir, 7  pour  le  coefficient  qui  précède  immédiate- 

ment, ;  pour  celui  qui  précède  de  deux  rangs,  et  —  -j 

pour  celui  qui  précède  de  trois  rangs;  ainsi  les  coeffîciens 
A,  B,  G,  D...  forment  déjà  entre  eux  une  série  récurrente 

dont  Véc/ieUe  de  relation  se  compose  de  T ?, 7, yj. 

Il  résulte  de  cette  loi  de  formation  des  coeffîciens,  que  le 
quatrième  terme  de  la  série ,  Dx^,  est  égal  à 

onbien,  — -yar.Cx*  — ^  x*,Bx yX^.A. 
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§  I*'.  Des  Progressions  par  différence  et  par  quotient. 

Progressions  par  différence. 

ig3.  On  appelle  progression  arithmétique  ou  par  différence, 
une  suite  de  termes  dont  cliacun  surpasse  celui  qui  le  précède  y 
ou  en  est  surpassé  d'une  quantité  constante ,  que  Ton  appelle 
raison  ou  différence  de  la  prc^ression. 

Ainsi ,  soient  les  deux  suites 

1,     4>     7>   'o>   »^>  »6>   »9^  ^^^  a6.  •  .  . 
60^  56,  52,  4^,  44 >  4<>9  ^^r  32,  a8 

La  première  est  dite  une  progression  croissante,  dont  la  raison 
est  3^  et  la  seconde  une  progression  décroissante,  dont  la  rai' 
son  est  4* 

Désignons  en  général  par  a,  bf  c,  d,  e^f,,..  les  termes  d'une 
progression  par  différence;  on  est  convena  de  l'écrire  ainsi: 

i  a.b.c,d,e,f.g.h.i.k 

et  on  l'énonce  de  cette  manière ^  di  est  àh  comme  h  esta  c, 
comme  c  est  à  Ay  comme  A  est  à  e,  .  ,y  OMy  pour  abréger^ 
tiestàh  est  à^c  est  à  Aestà  e.  .  .  .  C'est  une  suite  Xéquidif" 
férences  continues,  dans  laquelle  chaque  terme  est  à  la  fois 
conséquent  et  antécédent ,  à  l'exception  du  premier  terme, 
qui  n'est  qu* antécédent,  et  du  dernier,  qui  n'est  que  conséquent, 

194.  Appelons  r  la  raison  de  la  progression ,  que  nous  sup- 
poserons croissante,  dans  tout  ce  qui  va  8uivi*e.  (Si  elle  était 
décroissante,  il  suffirait  de  changer  r  en  —  r  dans  les  ré- 
sultats. ) 

Cela  posé,  on  a  évidemment,  d'après  la  définition  de  la 
progression, 

b^:^a'{'rj  c  =  4 -J- r  =  a  +  2r,  d  =  c -|-r=xa -f  3/-. ...  ; 

et, en  général,  un  terme  de  rang  quelconque  est  égal  au  pre- 
mer,  plus  autant  de  fois  la  raison  qu'il  y  a  de  termes  atmnt 


3  r  O  D£S^  PaOGB£SSION9 

celui  que  Von  considère.  Ainsi  ^  soient  l  ce  terme  et  n  le  nombre 
total  des  termes ,  jusqu'à  celui -ci  inclasÎTementj  on  a  pour 
l'expression  de  ce  terme  général^       /=  û  +  (/i  —  i  )  r. 

En  effet,  si  l'on  suppose  successivement  n=;  i ,  2,  3,  4 > 

on  retrouve  le  premier,  second,  troisième terme  de  la  pro- 
gression. 

Si  la  progression  était  décroissante,  on  aurait  au  contraire 

/  =  o  — (/»—  i)r. 

La  formule  l  =  a  +  (^a~^  i)r  sert  à  donner  l'expression  d'un 
terme  de  rang  quelconque,  sans  que  Ton  soit  obligé  de  détcr* 
miner  tons  ceux  qui  le  précèdent. 

Ainsi ,  que  l'on  demande  le  5o'  ternie  de  la  progression 

f  1.4.7* 10. i3. 16. 19.  *  *  - 
On  a,  en  faisant  /i=:5o,        /==  i  +  49* ^  =  *48' 

igS.  Utie  progression  jùir  différence  étant  donnée,  on  peut 
se  proposer  de  déterminer  la  somme  d'un  certain  nombre  de 
termes* 

Soit  la  progression  i  a.b.c.d.e.f,  ,  .  U.t.l,  prolongée  jus- 
qu'au terme  /  inclusivement ,  et  soient  n  le  nombre  des  termes ^ 
r  la  raison. 

Commençons  par  observer  que,  si  x  désigne  un  terme  qui 
en  a  /7  avant  lui,  et  ^  un  terme  qui  en  a  /?  après  lui ,  on  a, 

d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  les  égalités       x  =  a  +p  X  r, 

y  =  l—pXri 
d'oit  Von  déduit,  en  les  ajoutant x  +y  =  q  +/; 

ce  qui  démontre  que ,  dans  toute  progression ,  la  somme  de 
deux  termes  quelconques  pris  à  égale  distance  des  extrêmes 
est  égale  à  la  somme  des  extrêmes;  ou  bien  encore,  les  deux 
extréntesj  et  deux  termes  pris  à  égale  dislance  de  ces  ex— 
trSmeSj  forment  une  équidifférence  (  dans  l'ordre  oii  ils  sont 
ôcrits). 
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Ceci  admif ,  conceTons  que  l'on  ait  écrit  la  progression  au- 
dessous  d'dle-mème,  mais  dans  un  ordre  înTcrse,  en  sorte  que 
Ton  ait 

T  a.b.c.d.e.f.  .  .  .  ,i.kUy 

f  l.h.i. ci. a. 

Appelons  S  la  somme  des  ternies  de  la  première  progression , 
25  sera  la  somme  des  termes  des  deux  progressions;  et  l'on  aura , 
en  réunissant  les  termes,  par  colonne  verticale  y 

ou  bien ,  comme  toutes  les  parties  a+l^  b  +  k^  c-f-i. . . ,  sont 
égales  et  en  nombre  n  y 

2S  =  (a  +  /)/»;     doncenfin    Ss=^^^^; 

c'est-À-dire  que  la  somme  des  termes  d'une  progression  par  diffi'- 
Tence  est  égale  au  produit  de  la  somme  des  extrêmes  multipliée 
par  la  moitié  du  nombre  des  termes. 

Si  y danscette  formulcyon  remplace  /  par  sa  valeur  n  -|'(/i^— i)r^ 
oa  obtient  encore 

S ^ ; 

mais  la  première  expression  est  la  plus  usitée. 

Applications.  On  demande  la  somme  des  cinquante  premiers 
termes  de  la  progression     2.9.16. 23. 3o.  .  .? 

On  a  d'abord  pour  le  5o*''"'  le^me ,      /  =  2  +  49  •  7  =      ^45 ; 

donc  S=^i±i4Ë):l°  =  347Xt.5  =  86,5. 

On  trouverait  de  même  pour  le 
100'"*'  terme, /=2+99.7     :=:      696  ; 

et  pour  la  somme  des  100  premiers 

lermes, S=<i±Mi22=  3485o. 
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196.  Lc3  formules  /  =  a  + ('»  —  ')'*>     S=  -  ■   ,  reu- 

ferment  cinq  quantités,  a,  r,  n,  /  et  S^  et  par  conséquent, 
donnent  lieu  à  ce  problème  général  :  /Vom  quelconques  cU  ces 
cinq  quantités  étant  données^  déterminer  les  deux  autres.  Ce 
problème  se  subdivise  en  autant  de  problèmes  particuliers  que 
l'on  peut  avec  cinq  lettres  former  de  combinaisons  différentes 
trois  à  trois  on  deux  à  deux.  Or,  on  a  trouvé  (n*  i5o)  pour  les 
nombres  de  combinaisons  2  ^l  9  et  3  à  3  , 

m(m — 1)     ^  m(^m — 1)  (m  —  at) 

et  k .  ^ 

a  a .  3 

5x4 

Faisant  dans  ces  formules  m  =  5,  on  trouve ou  10 et 

a 

r —  ou  10;  d'où  Pon  voit  que  5  lettres,  combinées  3  à  3, 

donnent  le  même  nombre  de  combinaisons  que  5  lettres  combi- 
nées 2  à  a.  (Ce  résultat  s  accorde  avec  la  conséquence  du  n^  i53, 
en  vertu  de  laquelle  le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres 
p  Ik  Pf  est  égal  au  nombre  des  combinaisons  /»-— p  à  m^^p.) 
On  voit  donc  que  le  problème  ci -dessus  se  sulxlivise  en  10 
problèmes  particuliers,  dont  voici  les  énoncés  : 

Étant  donnés,     !*•  a,  r,  n,  trouver  /  et  S; 

a«>.  a,  r,  /,  /i  et  S; 

3".  o,   r,  S,  »  et  /; 

4**.  fl,  «,  l,  r  et  S'y 

5®.  a ,  71 ,  Sf, ;•  et  /  ; 

6*.  o,    /,  S,  r  et  n; 

■j*.  r,   ;*,  ly  a  et  S; 

8^  r,   uy  S,  a  et  /; 

9°-  '•>    ^  S>    a  tt  n'y 

10®.  Uy.    ly  S,    tt  et  r. 

Le  premier  problème  est  déjà  résolu,  car  les  deux  formules 
donnent  immédiatement  /  et  S  en  fonction  de  a,  r,  n.  Quant 
aux  autres  problèmes ,  leur  résolution  n'offre  aucune  difliculté; 
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ais  nous  engageons  les  comroençans  à  les  traiter  sucocssÎTe- 
cni ,  cet  exercice  étant  trcs  propre  à  les  familiariser  arec  la 
solution  des  équations  du  premier  et  du  second  degré  ;  car  il 
t  bon  de  remarquer  que ,  quoique  les  quantités  a  y  r^n,  l  et  S 
entrent  qu'au  premier  degré  dans  les  deux  formules  ^  on  est 
pendant  conduit  à  résoudre  une  équation  du  second  degré , 
rsque  a  et  ti,  ou  bien  /  et  n,  sont  inconnus,  parce  que  a  d  n 
1  /  et  n  entrent  à  la  fois  dans  les  deux  équations,  et  sont  mul* 
pliées  entre  elles  dans  la  seconde. 

197.  Nous  nous  bornerotis  à  résoudre  le  quatrième  problème; 
sst  le  cas  ou ,  connaUsan  tSL,rïet\fil  a  agit  de  déterminer  r  et  S. 

La  formule  /==  a  -4"  (»—  >)'*  donne    r  = , 

»—  i' 

la  formule.  S  = ^  ,  fait  connaître  immédiatement  la 

Jcur  de  S.  * 

De  la  première  expression,  r= ,  on  déduit  la  solution 

I  cette  question  :  insérer  entre  deux  nombres  donnée  a  e^  b  un 

^mbre  m  deytoYv^s  différentiels  (on  appelle  ainsi  des  nom- 

«s  compris  entre  a  et  ^,  et  formant  avec  ceux-ci  une  pro- 

ession  par  diiTcrence). 

Pour  résoudre  cette  dernicre  question ,  il  sufilt  de  déterminer 

raison;  or,  en  remplaçant,  dans  la  formule  ci-dessus ,  /  par 

et  n  par  m-(-2,  qui  exprime  actuellement  I8  nombre  total  des 

b  —  a  b  —  a        ,       . 

Tnes.on  trouTC     r= ; ,  ou  r= — : — ;     cest-a- 

•e  que  la  raison  de  la  progression  cbercliée  s'obtient  en  di- 
ont  la  différence  des  deux  nombres  donnés  a  et  h  par  le  nombre 
»  iêrmeê  à  iasirerj  plus  un, 

La  raison  une  fois  obtenue ,  on  forme  le  second  terme  de  la 
>gre86Îon ,  ou  le  premier  moyen  différentiel^  en  ajoutant  r,  ou 

—  ,  au  premier  terme  a\  le  second  moyen  s'obtient  en  aug 

ntant  celui-ci  de  r,  et  ainsi  de  suite. 

Soit,  par  exemple,  à  insérer  1?.  moyens  différentiels  entre  12 
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— S —  =  —  =5,     ce  qui  douue  la  pro- 
gression 7  12.17.22.27.32.37.  .  .  .72.77. 

Conséquence.  Si  entre  tous  les  termes  d*une  progression» 
considérés  deux  à  deuxj  on  insère  un  même  nombre  de  moyem 
différentiels j  ces  termes  et  les  mojrens  diff'érentiels  réunis  wê 
Jorment  qu'une  seule  et  mJme  progression. 

£d  efièt,  soit  ra.b.v.d.e./.  .  .  la  progression  proposée, et 
soit  m  le  nombre  des'moyens  que  l'on  veut  insérer  entre  a  eti, 
entre  b  et  c,  c  et  J,... 

La  raison  de  chaque  progression  partielle  sera ,  d*apràs  ce  qui 

.     .   p.-       ,..            ..           b  —  «c  —  b     d-^c  ] 

vient  d  être  dit ,  exprimée  par  ,   ,   , 

quantités  toutes  égales,  puique  a,  b,  c...  sont  en  progression; 
ain^i  la  raison  est  la  même  dans  chacune  des  progressions  pai^ 
tielles;  et  comme  d'ailleurs  le  dernier  terme  de  la  première 
forme  le  premier  terme  de  la  seconde,  et  ainsi  de  suite,  on 
peut  conclure  que  toutes  ces  progressions  partielles  constituent 
une  progression  unique. 

198.  Voici  les  énoncés  de  quelques  problèmes  : 
Première  question.  Déterminer  le  premier  et  le  nombre  des 
termes  d'une  progression  par  différence  ^  dont  la  raison  est  6  fie 
dernier  terme  i85  et  la  somme  2945? 

{Réponse.  Premier  terme  =  5,  nombre  des  termes  =:3i.) 
Seconde  question.  Inaérer  entre  tous  les  termes  de  la  progres- 
sion f  2.5.8. 1 1 .  i4»—  7  neuf  moyens  différentiels? 
{Réponse.  Raison  ou  r=  o,3.) 

Troisième  question.  Trouuer  le  nombre  d'hommes  contenus 
dans  un  bataillon  triangulaire  dont  le  premier  rang  e»t  i  »  ^1 
second  est  2 ,  le  troisième  est  ^  y  et  le  n''^'  est  n.  En  d'autres 
termes,  trouver  l'expression  de  la  somme  des  nombres   natt**- 
rels  1,2,  3....,  depuis  i  Jusqu'à  n? 


(   Réponse.      ^  = .    J 
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QuATfjàMM  QUJtSTiON.  Trouper  la  somme  dês  nprtmien  termes 
f  la  progression  deé  nombres  impairs ^  i,  3,  5,  7,9 

{Réponse.  S=n* ,  ou  le  carré  du  nombre  des  termes.) 

CiNQUiÀBCX  QUESTION.  Un  moncsau  de  sable  est  distant  cPune 
iUê  et  arbres  de  4o  mètres  y  elle  exige  j  pour  être  sablée,  1 00  t/oi- 
wres^  à  6  mètres  (tinterpalle  l^une  de  Vautre.  On  demande  le 
Jumin  que  le  voiturier  doit  faire ,  la  première  voiture  étant  dé^ 
posée  à  40  mètres  du  monceau  de  sable,  et  la  voiture  devant ,  à 
kl  fin,  revenir  à  Vendrait  cVoù  elle  est  partie  ? 

Réponse.  67400  mètres. 

Sixiiics  QVTBSTiON.  Un  fantassin  fait  10  lieues  par  jour  ;  un 
cavalier  part  en  même  temps,  et  ne  fait  que  3  lieues  le  premier 
jour,  mais,  chaque  Jour  suivant,  il  fait  2  lieues  de  plus  que 
le  précédent»  On  demande  en  combien  de  Jours  le  cavalier 
atteindra  le  fcmtassin,  et  combien  ils  cuiront  fait  de  chemin 
chacun? 
(Nombre  de  jours ^  8;  chemin ,  80  lieues.) 

Des  progressions  par  quotient, 

199*  On  appelle  progression  géométrique  ou  par  quotient , 
uoeiuite  d«  termes  dont  chacun  est  égal  au  produit  de  celui  qui 
.  w  précède,  par  un  nombre  constant  que  l'on  nomme  raison  de 
la  progression  j  ainsi  les  deux  suites 

3,     6,   12,  a4,  48,  96 , 

I      I 


64,  16,    4,    1,    7,  ^ 


dont  la  première  est  telle ^  que  chaque  terme  contient  celui  qui 
le  précède,  deux  fois,  ou  est  égal  au  double  de  celui  qui  le 
précède,  et  dont  la  seconde  est  telle,  que  chaque  termi  est 
contenu  dans  celui  qui  le  précède,  quatre  fois,  ou  est  égal 
au  quart  de  celui  qui  le  précède,  sont  dites  des  progressions 

par  quotient;  la  raison  'cst  ?.  pour  la  première  et  7  pour  la 

4 
seconde. 
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Soinnt  a,  bitifd,  Sjf......  cîes  ftoitibies  m  progression 

cjuolicnl;  ou  Fccrît  ainsi  ^  i-7  g  ',  ùl  l  l  d  l  e  l  f  l  ^.w 
on  renonce  eomme  line  progression  par  dilTcrent***^  qiiouju' 
ait  celte  clbtînctlon  h  faire  p  que  Tune  est  une  stiitf  JîifCTr 
égales,  cl  l'autre  une  suite  de  quoiîens  00  rtppor'  *f;aus.|  ( 
lesquels  chaque  Urmê  est  â  la  Jhh  anÉtcidêni  €i  cvns^ 
exc(^pté  iâ  premier  qui  nfeât  qu'aniédent^  ei  U  d&rnterq*^fi 
tpte  confisquent 

200,  Désignons  pur  q  la  raison  de  la  pvogreâ&îon» 
fi  il  :  Z?  :  c  :  £f.,„*,  q  dlant  >  I  j  lorsque  la  progrcsfît 
croksanté  j  et<^  I  p  si  la  progression  est  dtcminsif/itc;  oui 
do  la  dtjlioiUon  niéme^  la  série  des  égalités 

b^==^aq^      c=^bq^Qq*y      d:=cq^^aq^3      ei^dq'^afj 
vl  en  gcnoral ,  un  terme  de  rang  quelconque  n ,  c'est  •aMlîri 
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où  l'oncUduiti  çn  les  ajoutant  membre  a  membre  y^ 

1  bien  y  r«;^''  .^sentant  par  S  la  somme  demandée, 
S— a^  (S  — /)5r=%  — ^, 

1  S7  —  S=lq  —  ai       donc       S  =  2? . 

Ç  —  » 

est-à-dîre  que,  pour  obtenir  la  somme  d'un  nombre  détcr- 
liné  de  termes  d'une  progression  par  quotient,  il  faut  muld" 
^'ier  U  dernier  terme  par  Li  raison^  retranctier  du  produit  le 
tmier  terme  ^  et  diviser  la  différence  par  la  raison  diminuée 
une  uni  le. 

Lorsque  la  progression  est  décroissante,  on  a  ^<C'»  ^^^î 
il  convient  de  mettre  la  formule  ci-dessus  sous  la  forme 

sz -^,  aGn  que  les  deux  termes  de  la  fraction  soient  po« 

lies  deux  expressions  de  S  deviennent  encore,  par  lasubstt- 

itieii  de  ûw"-'  à  U  place  de  /,  S  =  ^-^^,  et  S=^'^^'. 
^  »^  q—l  I— y 

On  trouvera ,  d'aprës  les  formules  précédentes  ; 

1^  Pour  la  somme  des  8  premiers  termes  de  la  progression 

f^a:6:i8:54 — :ax3'  ou  4374, 

q  —  I  a 

af.  Pour  la  somme  des  la  premiers  termes  de  la  progression 

H64:.6:4:.:^:..  :64(J)"onggi^, 
I 


*»4  — Â«âÂ-7       »^ 


„       ^      65536  •4_ —      6Sg36      „«.   <>5535 

^=  7 3 =^+i56655- 

,'■"4  ■     '. 
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On  voit  que  la  difficulté  principale  consiste  à  déterminer  la 
valeur  numérique  du  dernier  terme,  opération  très  laborieuse, 
lorsque  le  nombre  des  termes  est  considérable. 

202.  Remarque.   Si  dans  la  formule  S  =    ^   ^ , 

on  suppose  g  =  i ,  elle  devient  S  =  - . 

Ce  résultat  y  qui  quelquefois  est  le  symbole  de  l'indétermina- 
tion, provient  souvent  aussi  (n**  72)  de  l'existence  d'un  facteur 
commun 9 qui  devient  nul,  par  une  hypothèse  particulière  faite 
sur  les  données  de  la  question.  C'est  en  effet  ce  qui  a  lieu  dans 
cette  circonstance;  car  on  sait  (n*3i)  que  l'expression  y" — i 

est  divisible   par  q  —  i ,  et  donne  pour   quotient, 

^«-«  +  ^•-•+^■-3+  . . .  +y  +  , .  si  l'on  effectue  cette  divi- 
sion ,  la  valeur  de  S  prend  la  forme 

d'où  faisant  maintenant    g=i,S=a'-|-a-|~0***  +  A= n^» 

On  peut  parvenir  au  même  résultat,  en  remontant  à  la  pro- 
gression proposée  ri  al  bl  cl  ...  t  /,  qui,  dans  le  cas  particulier 
de  q=i ,  se  réduit  à  fî  a  :  a  :  a  :  a  : ....  :  a,  série  dont  la  somme 
est  égale  à  na. 

Le  résultat  -  que  donne  la  formule ,  pourrait  encore  être  re- 
gardé comme  marquant  une  insuffisance  de  cette  formule,  pour 
donner  l'expression  de  la  somme,  dans  ce  cas  particulier.  En 
effet,  la  progression  se  composant  de  termes  tous  égaux  entre 
eux,  n'est  pas  plutôt  une  progression  par  quotient  qu'une  pro- 
gression par  différence.  Ainsi ,  en  cherchant  la  somme  d'un  cer- 
tain nombre  de  termes ,  il  n'y  a  pas  pins  de  raison  pour  se  servir 

de  la  formule  S =—2 que  de  la  formule  8=  ^ ^  , 

y— I        ^  2 

relatives  aux  progressions  par  différence. 

2o3.  Des  progressions  infinies  par  quotienU  Soit  une  pro- 
gression décroissante  t^  a  ib  l  c  l  d  l  e  ifl  ,,,.  d'un  nombre 
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îmlélîuî  de  lermes;  si  l*on  considère  la  formule  S  =  ^, 

qui  donne  !a  somme  d'un  nombre  n  de  termes,  elle  peat  être 

mise  sous  la  forme    S  = ^  . 

Or ,  puisque  la  progression  e^i  décroissante  ^  g  est  une  irai> 
tion;  ^"  est  aussi  une  fraction ,  qui  sera  d'autant  plus  petite  que 
n  sera  plus  grand ^  ainsi  y  plus  on  prendra  de  termes  dans  la 

progression^  p\u8 X  ^  diminuera;  plus,  par  conséquent, 

la  somme  partielle  de  ces  termes  approchera  de  devenir  égale  à 

la  première  partie  de  S,  c'est-à-dire  à .    Enfin ,  si  l'on 

prend  pour  n  un  nombre  plus  grand  qu'aucune  grandedÉ*  don- 
née, ou  si  Ton  suppose  i»^  oo, •  X  y*  sera  moindre  qu'au- 
cune grandeur  donnée ,  ou  deviendra  égale  à  o  ;  et  Tex pression 
représentera  la  yaleur  de  toute  la  série. 

lyoii  l'on  peut  conclure  que  la  êomme  des  termes  é^une 
progreêêion  décroiêsanta  à  l'infini^  a  pour  expression 

Cest ,  à  proprement  parler ,  la  limiU  vers  laquelle  tendent 
sans  cesse  toutes  les  sommes  partielles  que  l'on  obtient,  en 
prenant  un  nombre  de  termes  de  plus  en  plus  grand  dans  la 

progression.  La  différence  entre  ces  sommes  et ,  peut  de- 

▼enir  aussi  petite  que  Pon  veut,  et  ne  devient  tout-à-faib  nulle 
^  que  lofsque  Ion  prend  un  nombre  infini  de  termes. 

Aj^UicaUons.  Soit  la  progression  décroissante  à  Pinfini 

,  .  >  .1  .   ^    .  ï    . 
3    g     27    oi 

On  a,  pour  l'expression  de  la  somme  des  termes. 
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L'erreur  que  l'on  commet,  en  prenant  cette  expression  pour 
la  valeur  de  la  somme  des  n  premiers  termes ,  est  marquée  par 
a        ._3  /ly 

Soit  d'abord  «  =  5,  il  lient  l^ï)  =^,=-^- 

Pour«=:6,    ontrouTe?  .  (5)'  =  ^  •  î  =  pg. 

3 
D'olf  Ton  loit  que  V erreur  commise,  lorsqu'on  prend  -  pour 

la  somme  d'an  certain  nombre  de  termes,  est  d'autant  plus  pe- 
tite que  ce  nombre  est  plus  grand. 

Soît  encore  la  progression 

2 
L'expres^'on  S  = peut  être  obtenue  directement  d'a- 
près la  progression      tx  a  *blc\  d\  e  l/*gl  ... 

Reprenons  les  équations  bz=iaq  ^c-=bq^  d=cç^  es=  dç„, 
dont  le  nombre  est  ici   indéfini,  et  ajoutons-les  membre  a 

membre;  il  vient     b+c+d+e+».^={a'+-b+C'\-^+,„)q. 

Or ,  le  premier  membre  est  évidemment  la  série  proposée,  di- 
minuée du  premier  terme  a,  et^  par  conséquent,  il  a  pour  ex- 
pression S — a\  le  second  membre  est  égal  à  q  multiplié  par  la 
série  tout  entière,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  dernier  terme,  ou  que 
ce  dernier  terme  est  nul  ^  l'expression  de  ce  second  mcnibre  est 
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iloDC  ^S,  et  Pégalité  cî-dessus  devient 

S—a  =  qS,    d^oii  l'on  déduit     Sb=--^. 

En  eflbtp  ri  l'on  développe    ^    en  série  >  par  le  procédé  de  la 

division,  on  trouve  pour  résultat,  a-4-ay-Hiy*-|-a5r'+... ,  qui 
n'est  autre  chose  que  la  série  proposée ,  lorsqu'on  y  remplace 
bfCfd.,..  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  a. 
AutremêfU  encore  :  Soit  la  progression  H  n  I  o^  !  aq^  X  o^... 

et  posons     S  =  a +ay  +c^*  + a^' +  a^+ 07*+ ; 

d'oii,  multipliant  les  deux  membres  par  ^^ 

qS^=iaq^aq^  +  og' -+•  ûy  *  +  ^^  + 

Rélranchons  ces  deux  équations  membre  il  membre;  il  vient 

S— -flS^a:    donc  enfin,    S  = . 

I  —  <7  î" 

2o4*  Lorsque  la  série  est  croissante,  l'expression  S  = 

ne  peut  plus  être  regardée  comme  une  Umii$  des  sommes  par* 
tieÛes;  car  la  somme  d'un  nombre  déterminé  de  termes  étant 

Cn"aoi)S= ' — ,  la  seconde  partie  -—^ — auc- 

^  '  I — q       I— (/  "^  1— ç    ^^ 

mente  de  plus  en  plus  numériquement  à  mesure  que  n  aug- 
mente; c'est-à-dire  qu'au  contraire,  plus  on  prend  de  ternus, 
plus  l'expression  de  la  somme  de  ces  termes  di£f%re  numérique- 
ment de  —  • 

i—q 

La  formule  S  =  —  est  seulement,  dans  ce  cas,  l'expres- 
sion algébrique  qui ,  par  son  développement,  donne  lieu  à  la 
série  a  +  c^  -f-  aq*  +  aq^,.. 

Il  se  présente  ici  une  circonstance  fort  singulière  au  premier 

abord.  Puisque est  la  fraction  gcniîratrice  de  la  série  dont 

21 
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nous  Tenons  de  parler,  on  doit  avoir 

——z=za  +  aq'\'aq*  +  a<f  +  aq^+ 

Ofy  en  faisant  dans  cette  égalité,  a=i ,  ^=2,  on  trouve 

^-i^    ou    -.i  =  i+a  +  4  +  8+i6  +  324-..., 

équation  dont  le  premier  membre  est  négatif,  tandis  que  le  se- 
cond est  positif  et  d*autant  plus  grand,  que  q  est  lui-même  plus 
grand. 

Pour  interpréter  ce  résultat,  observons  que>  lorsque  dans  l'é- 
quation   =  a  +ag  +  û9'4"»  •  •  >  on  arrête  la  série  à  un 

certain  terme,  il  faut,  pour  que  l'égalité  subsiste 9  compléter  le 
quotient.  Ainsi,  en  s'arrêtant,  par  exemple,  au  quatrième 
terme,  aq'^, 


1 

— 

9 

a 

+ 

aq 

+ 

aq' 

+ 

aq^ 

+ 

aq 

i  — 

9 

1*'  reste  +  aq 
a*  4-  aq- 

3*  +af 

4-  +  aq^ 

il  faut  ajouter  au  quotient  obtenu  l'expression  fractionnaire 

■    **  ■  ^  ce  qui  donne  rigoureusement 

j.^  —  a+aq+aq*  +  aq^  +  '^^^. 

Si  maintenant ,  on  fait  dans  cette  équation  exacte,  a=i,  q^si, 

Uvient  — i  =  i+2+4  +  8+-i-  =  i4-a+4+8— i6j 

égalité  qui  se  vérifie  d'elle-même. 

En  général ,  lorsqu'une  expression  en  x,  que  nous  désigne- 
rons par/*(x),  et  qui  s^énonce  funclion  de  x,  est  développce 
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en  une  série  de  la  forme  a+  bx  -f-cje* -l-di:^  +  •  •  •  >  on  n'a 
rigoureuserncnt  f(x) T=za+  bx  +  ex* ^dLt^^.. . .  , *  qu'au- 
tant que  l'on  conçoit ,  en  s'arrètant  à  un  certain  ternie  dans  le 
second  membre,  la  série  complétée  par  une  certaine  expression 
en  X. 

Si,  dans  des  applications  particalières ,  la  série  est  ^^croû- 
sante,  cette  expression  ^  qui  sert  à  compléter,  peut  être  conçue 
aussi  petite  que  l'on  veut ,  lorsqu'on  prolonge  la  série  convena- 
blement; mais  le  coiitraire  a  lieu,  et  il  n'est  pas  permit  de  la 
négliger,  si  la  série  est  croiêsanU.  Voilà  pourquoi  les  séries 
croissantes  ne  peuvent  pas  servir  à  l'évaluation  approchée  des 
nombres.  Cest  encore  pour  cette  raison  que  les  algébristcs  s^i^- 
l^WenlconçergenUs  les  séries  dont  les  termes  vont  en  diminuant , 
et  (Uvergentêê  les  séries  dont  les  termes  vont  en  augmentant. 
Dans  les  premières,  plus  on  prend  de  termes  et  plus  la  somme 
approche  numériquement  de  l'expression  dont  la  série  est  le  dé- 
veloppement; tandis  qu'au  contraire,  dans  les  autres,  plus  on 
prend  de  termes  et  plus  leur  somme  diffère  de  la  valeur  numé^ 
rique  de  l'expression  réduite  en  série. 

ao5.  Remarque.  Nous  terminerons  les  principes  relatifs  aux 
progressions  infinies,  par  l'observation  suivante:  il  résulte  de 
la  définition  des  progressions  par  quotient  (n®  199),  qu'on 
peut  les  regarder  comme  des  séries  récurrentes  du  premier 
ordre ,  dont  Véchelle  de  relation  est  la  raison  de  la  propircssîon . 
{JToyez  n**  191.)  Ce  rapprochement  est  propre  à  faire  connaître 
l'origine  des  progressions  prolongées  k  Finfini.  Elles  doivent, 
comme  les  séries  récurrentes  en  général,  leur  naissance  au 
développement  d'une  fraction  algébrique  en  série.  Nous  avons 
donné  (n°'  ao2  et  2o3)  les  moyens  de  trouçer  celte  fraction  gé- 
nératrice pour  les  progressions  en  particulier.  Nous  verrons  plus 
loin  les  moyens  de  résoudre  la  même  question  pour  toutes  les 
séries  récurrentes. 

206.  La  considération  des  cinq  quantités ,  a ,  7 ,  71 ,  /  et  S , 

qui  entrent  dans  les  deux  formules  lz=zaq"''\  S=  — , 

obtenues  n^'  200  et  201,  donne  encore  lieu  a  dix  problèmes  par- 

21.. 
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tîcuUers  dont  les  ènoncét'ne  diflireat  des  énoncés  relatifs  am 

pfx>gre8s!on8  par  diffiSrenoe  (n**  ig6),  qu'en  ce  que  la  lettre  r  est 

i*emp1acée  par  q,  Alaû  nous  nous  proposerons,  comme  pour  les 

progressions  par  diffireoce,  de  déterminer  cet  S,  oonnaissant 

Ofletn. 


«—1 


Or,  ia  première  formule  donne  q^^^aez^^  d'ofc  9=1/  -; 

en  reportant  cette  yalenr  dans  la  seconde- formule ,  on  obtien- 
drait la  valeur  de  S. 

L'expression  ç  =r  w  -,  donne  le  moyen  de  résoudre  cette 
question:  iiur^/vrtfn/rv  déuxnombrw  donnés  a  et  h  un  nomùre 
m  d0MOXE3H8  PBuPORTioNNSL3,c'est-a-direim  nombre  mile  quan- 
tités qui  forment  apec  a  et  b^  considérés  comme  extrêmes^  une 
progression  par  quotient. 

Il  suffit,  pour  cela,  de  connaître  la  raison;  or,  le  nombre  des 
termes  à  insérer  étant  m ,  le  nombre  total  des  ternies  ^  n ,  est  égal 
à  /71+2*,  on  a  d'ailleors /  =  &,  ainsi  la  valeur  de  q  de\'ient 

iiH>i 

ç  =  l/-;  c*est-à-dire   qu'il   faut  diviser  les  deux  nombre» 

donnés  hetdi  If  un  par  l'autre  j  puis  extraire  du  quotient  une 
racine  d'un  degré  marqué  par  le  nombre  des  termes  à  insérer^ 
plus  un. 

La  progression  est  alors 

Ainsi, soit  à  insérer*»  moyeDspropoi-tioniieb entre  les  nomlNre* 
3  et  384. 

7    

Onam=6,  d'oi  q=.^^^  ï/T^=2; 
'.ï.  l'on  déduit  la  progression 

fj  3  : 6  :  la  :  a4  :  48  :  <j6  :  19a  :  364. 
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Nous  ferons  hicntôt  connaîtrcdes  moyens  plus  espéditift, dans 
les  appHcationB  numériques^  de  calculer  le  nombrs  exprimé  par 

■ui-i 

Nous  ne  nous  arrêterons  point  à  démontrer  que  êi^  entré  iouê 
les  Urmeê  d'une  progression  par  quoUeni,  oonêidiréê  deu»  à 
deux^  on  insère  un  même  nombre  de  moyens  pn^riùmnela^ 
toutes  Us  progressions  ainsi  formées  constituent  une  pro^ 
gression  unique.  La  démonstration  est  analogue  à  celle  du 
n*  197. 

207.  Des  dix  problëmçs  principaux  que  Ton  peut  se  proposer 
sur  les  progressions,  quatre  sont  susceptibles  d*ètre  résolus  faci- 
lement. £n  iroici  les  énoncés,  ayec  les  formules  qui  y  sont 
relatives  ï 

1^  a,  q,  n,  étant  donnés,  tronyer  /  et  S. 


._/(7— fl_fl(<y''— i) 
q  —  i         q 

2".  a,n,l,  étant  donnes ,  trouver  7  et  S. 


l  =  aq''"\     S: 

9  —  »  9—» 


3^.  7 ,  n ,  /,  étant  donnés ,  trouver  a  et  S. 

4^  9i  1»  s,  étant  donnés,  trouver  a  et  /• 

Stjq-i)  .     .Sqr'iq-i) 
7* — I  7* — I 

D^iMp  autres  problàmes  dépendent  de  la  résolution  d'équations 
dW  degré  supérieur  au  second  ;  ce  sont  ceux  où  l'on  suppose  in 
connues  les  quantités  a  et  q,  ou  bien  /  et  7. 
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En  effet,  de  la  seconde  formule  on  déduit  a  =  Z^—  S7  +  S  ; 
â'ob,8ttbftituAnt  cette  valeur  de  a  dans  la  premîërë  /so^""^'^ 

ou  bien ,  (S  ^ /  )y»—  S^— '  +  /  =  o, 

équation  du  degré  n  que  nous  n'avons  point  encore  appris  à 
i-ésoudre. 

11  en  serait  de  mèmei  si  l'on  voulait  déterminer  i  et  ^  -,  on 
parviendrait  k  réquation  aq*  —  %-fS-— a  =  o. 

208.  Enfin  I  les  quatre  autres  problèmes  conduisent  à  la  ré- 
aolution  d'éqnations  d'une  nature  toute  particulière;  ce  sont 
ceux  où  n  est  inconnaj  ainfti  que  Fune  des  quatre  autres 
quantités. 

D'abord ,  la  seconde  formule  donne  aisément  la  valeur  de  l'une 
des  quantités  a,ç ,  leiS,  en  fonction  des  trois  autres;  ainsi , 
tout    se  réduit  à   déterminer  n  au  moyen   de   la    formule 

Ofj  cette  égalité  revient  à  ^^  r=    ^ ,    équation  de   la  forme 

a'^=bfaetb  étant  des  quantités  connues.  On  appelle  ces  sortes 
d'équations^  équations  exponentielles^  pour  les  distinguer  de 
celles  que  nous  avons  considérées  jusqu'à  présent ,  et  dans  les- 
quelles l'inconnue  est  élevée  à  des  puissances  marquées  par  des 
nombres  connus. 

Occupons-nous  donc  de  la  résolution  de  ces  équations,  aux- 
quelles se  rattache  une  des  théories  les  plus  importantes  des  Ma- 
lliématiqucsy  la  théorie  des  logarithmes. 

§  IL    Théorie  des  quantités  exponentielles  et  des 
logarithmes. 

209.  Résolution  de  Véquation  a'  =  b.  La  question  consiste  à 
trouver  l'exposant  de  la  puissance  h.  laquelle  il  faut  élever  un 
nombre  donné  a,  pour  produire  un  autre  nombre  donné  b. 

Considérons  d'al)ord  quelques  cas  particuliers 
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Soît  k  résoudre  Péqaaiioii  2^=64.  En  âevant  a  à  ses  diffé- 
rentes pnîssancesy  on  reconnaît  bientôt ^oe  a^=64>  donc  JC— 6 
satisfait  à  l'équation. 

Soit  encore  l'équation  3'=:a43.  On  a  pour  solution,  x=5* 
En  un  mot ,  tant  que  le  second  membre  b  sera  une  puissance 
parfcUu  du  nombre  donné  a ,  x  sera  un  nombre  entier  que  l'on 
obtiendra  par  l'élévation  de  a  à  ses  puissances  suocessÎTes,  l 
partir  du  degré  o. 

Soit  maintenant  à  résoudre  Péquation  2*  =  6.  En  faisant 
x=a  et  x=  3 ,  on  trouve  2':^4  et  2^  =:  8  j  d'où  Pou  voit  que  x 
■  une  valeur  comprise  entre  2  et  3. 

Posons  donc    ar  =  2  +  —>... .  (j/  est  alors  >  i), 

i-X 


(hk  9l,  en  substituant  cette  valeur  dans  la  proposée, 

a+-  JL  i       3 

2      ''=6    o«    (n»  180)    2*X2''  =  6j  donc  a^'ss-, 

-j    =2. 

Pour  déterminer  x\  £ftîsons  successivement  a?'  s=  i ,  j/  ss.2  ^ 

(3vi      3 
-  J  =  -  ,  nombre  plus  petit  que  2 ,  et 


("j  =^^>  nombre  plus  grand  que  2;  ainsi ,  a/  est  compris 
entre  i  et  a. 


Posons  donc     ar'  =  1  -| — y . . . .  (x*  est  aussi  >  i). 


On  obtient ,  en  substituant  dans  l'équation  exponentielle  en  x'  y 

ou  i*éduisant ,  f  2  J    =  - . 

Les  deux  bypothc»es  x"=  i  et  x*  =  2,  donnent  T^  j  =  ^, 
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nombre  plus  petit  que  -,  et  (|  j  -^  —  s=s  i  +  -,  nombre  plus 

3 
graud  que  -;  ainsi,  x^  est  compris  entre  i  et  2. 

Soit  donc    o/'bs  i  4- -^i     il  en  résulte 

d'oJi  réduisant,  (|y''=|. 

Si  Pon  fait  successÎTement  x'ae  i,  2,  3,  on  troure,  pour 
les  deux  dernik'es  bypolhises,  \W)  =  ^  =  i  -f-  t^  t  noubrc 

<f +r,étf§j  =é;f  =i+^,nomhre>i+^;ain8i, 

ô  \o/  DI2  OI2  O 

r^  est  compris  entre  2  et  3. 
Soit  af'zxs^  «4-  "^  )  féquation  en  af  derient 


1 


kl;  -3'    ^"    64W      -3' 

^   /256V^      9 
et  par  conséquent,  ^^ j      =  |. 

En  opérant  sur  cette  équation  exponentielle  comme  sur  les 
précédentes,  on  trouverait  deux  nombres  entiers  k  et  k+if 

entre  lesquels  x*'  serait  compris.  Posant  a:**  =  it  -f-  — ; ,  on  dé- 
terminerait x^  comme  on  a  déterminé  x'^  ;  et  ainsi  de  suite. 
Rapprochons  actuellement  les  équations 
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00  obtient  h  Talenr  de  x  sous  la  fiwne  4'uiM  fractioa  continue 


.+i 


Or  on  mît  (An th.,  n^  17$)  que,  dans  une  fraction  continue, 
plus  on  prend  de  fractions  intégrantes ,  plus  on  approche  de  la 
Talenr  du  nombre  réduit  en  fraction  continue;  ainsi ,  Ton 
ponrm ,  par  ce  moyen  j  trouyer  la  valeur  de  x  propre  à  .^ifier 
l'équation  n'  =  6,  sinon  exactement ,  d^  moins  avec  tel  degré 
d'approximation  que  l'on  voudra. 

Ar  esemple ,  en  formant  les  quatre  premières  réduites  d'après 
la  loi  établie  {Arith.,  n®  169) ,  on  trouve 

2    3    5     i3 


et  la  réduite  -^  ne  difiïre  (  Arith.,  n^  174)  de  la  valeur  de  x 

que  d'une  quantité  moindre  que  j^  ou  -7.  Maïs  l'approxima* 
tion  est  encore  plus  grande;  car  si  l'on  calcule  la  valeur  de  x'*; 
d'Ilfaèt  Péquation  r^  j      =s|,  on  reoonnaitra  que  x'^  est 

eoriHgli  entre  a  et  3;  ainsi  x>*b=2 +-^;donclaS*réduiti^ 

j-:a!^o-h5       3i    ..    .    i3  -.-.      ,   ,      ,       , 
<^|;  M^v  "  1'     >  ^^  -r-  Amsi,  -^  diffère  de  la  valeur  de  x^ 

•f  .  _ 

d'une  quantité  moindre  que s,  ou  ^.  La  réduite  —  en 

diflire  de  moins  que  7 — -  ,  ou  —77 . 

(i2)«'       144 

Foici  la  méthode  générale:  Soito'si  l'équation  à  résoudre. 
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En  formant  I(?s  puissance»  successives  de  a^  on  trouve  que  h 
est  compris  eutrc  a"  et  a""*"*  ;  alors  on  fait  x  =  /»  -j — >  j  substi- 

X 

tuaut  cette  valeur  dans  l'équation ,  on  obtient  a  =  6»  équa- 
tion qui  revient  à  a*  X  a*  =  6  »  d'oà  (  —  J    =  a ,  ou  posant, 

pour  plus  de  simplicité ,  —  =  c, . . .  .c*'  =  a. 

Opérant  sur  cette  équation  comme  sur  la  proposée,  on  re- 
connallra  que  af  est  compris  entre  n'  et  //-|-  1 1  oe  qui  donnera 

x'=:7»'H — 7;  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  en  x', 

on  sera  encore  oonduit  à  résoudre  une  équation  de  la  ibriiic 

d'^^ssc-  {d  ayant  pour  valeur  -^),  et  ainsi  de  suite.  Donc 

enfin,  l'on  obtiendra  pour  la  valeur  de  x,une  expression  delà 
forme 

«•  +  .... 

En  poussant  la  suite  des  opérations  convenablement,  on  aura 
la  valeur  de  x  avec  tel  degré  d'approximation  que  Pon  voudra  ; 
et  ce  degré  pourra  toujours  s'estimer,  puisqu'il  est  muqué 
(Arilh.,  n®  174)  par  le  quotient  de  P unité  dipiaèe  par  le  carré 
dmdééwminateur  de  la  dernière  réduite  à  laquelle  oneerapaniÊau^ 

210.  Remarques,  1°.  Si  l'on  suppose ,  dans  l'équation  a^=s&, 
A<a,  comme  on  a  û*=  1  (n*  a^)  ^^  «*=«>  il  sfensuit  qâo 

X  est  compris  entre  o  et  i-,  il  faut  poser  alors  x  =  -^. 

?.°.  Si  b  est  une  fraction  et  que  a  soit  plus  grand  que  l'unité, 
il  faut  ])OScr  dans  l'équation  a*=:6,x^=: — y>ce  qui  donne 

a~y  =  6,  d'où  (n"  17g),  a^zn y*  et  comme  r  fist  >  i ,  on  dctgr- 
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minera ijr  d'après  la  méthode  ci-dessus,  et  la  valeur  oorrespon-* 
dante  de  x  sera  égale  à  celle  dey,  prise  négatwenunL 

Au  mojen  de  ces  remarques,  rapplicatiou  de  la  méthode 
n'offre  aucune  difficulté.  Seulement  les  calculs  ,  pour  obtenir 
OD  grand  degré  d'approximation,  sont  asses  laborieux. 

On  peut,  au  reste i  s*exercer  sur  les  exemples  suivans  : 

3^  =  i5 X  =      >946    ft  o,oi    .preS| 

lo*  =    3 X  =      o,477  «  o,ooi  près, 

5*  s=    5 x= — o,25    à  o,oi     près, 

3 

.r  =       o,53    à  o,oi     près. 


(ày= 


4' 

On  suppose  ici  que  l'ou  ait  converti  en  fractions  décimales, 
kl  réduites  fournies  par  la  métbode. 

ail.  On  peut  demander  si,  en  suivant  la  méthode  précé- 
dente, on  sera  conduit  à  une  fractiou  continue  d'un  nombre 
limité  de  fractions  intégrantes  ,  ce  qui  donnera  pour  x  un 
nombre  commensurable  et  ^al  à  la  dernière  réduite  de  la  frac- 
tion continue;  ou  bien,  si  le  nombre  des  fractions  intégrantes 
doit  être  illimité,  auquel  casx  sera  incommensurable. 

Pour  répondre  à  cette  question ,  supposons  dans  l'équation 

a'=:&,   X   égal  à  un   nombre  commensurable —  ,  et  voyons 

quelle  relation  il  doit  exister  entre  les  nombres  a  et  b,  pour 
que  cette  valeur  puisse  être  admise ,  c^est-à-dire  pour  que  x  soit 
commensurcUfle. 
Soient  en  premier  lieu  a  et  &  deux  nonrd>res  entiers;  on  a  Pé- 

m 

q^tion  a  "  ss  6,  que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme  n'"s=:6". 
^i  est  d'abord  évident  que  cette  égalité  ne  peut  subsister 
qi^autant  que  a  et  6  sont  composés  des  mêmes  factenfs  pre- 
mieTt;  car,  si  l'on  suppose  dans  b  un  fMteur  premier  qui  ne  se 
trouve  pas  dans  a,  et  qu'on  divise  les  deux  membres  par  ce  fac- 
teur, le  second  membre  sera  un  nombre  entier,  et  le  premier 
un  nombre  fractionnaire ,  ce  qui  est  absurde  ;  <louc  y  si  Ton  a , 
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par  eiemple,  as=«PCV^f 

on  doit  avoir  aussi  «      !}  =  y^f*\ 

Suksiituant  ces  valeura  dans  l'équation  0^=6",  on  la  change 

en  celle-cî,  <'"Pff«»^y"'J^»=A«P'C«fV''#«''. 

G;tte  nouvelle  égalité  ne  peut  évidemment  subsister  qu'autant 
que  les  paiaiBnces  d'un  même  facteur  premier  sont  égales  dans 
les  deux  membres;  car,  si  elles  étaient  inégales^  en  divisant  les 
deux  membres  par  la  plus  haute  puissance,  on  serait  encore 
conduit  à  ce  résultat  absurde  :  un  nombre  entier  égal  à  un 
nombre  fractionnaire. 

Ainsi  y  l'on  doit  avoir  séparément 

mp=zt^/j  mqzrznq'jmrssm^,  me=sn^, 

d'oàl'ondéduit        ^=2^  =  2-=:  î^  =  î'. 
n        p        q         r        8 

Donc,  pour  que  la  valeur  de  x  soit  commensurable ,  il  fant  et 
il  sufiil  que  h,  eih  eoient  composés  des  mimes  facteurs  premiers ^ 
eLque  les  exposons  de  ces  facteurs  fornunt  entre  eux  une  suite 
de  rapports  égaux.  Si  ces  deux  conditions  sont  satisfaites,  la 
v&leur  de  x  est  égale  au  rapport  constant  qui  existe  cntt^  les 
cxposans. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  a  et  b  soient  fractionnaires 

,    h      k 
e\  égaux  •  77  t  t7  ;  l'équation  a"*  i=  6*  devient 

Or,  h  et  h'  y  k  et  h'  pouvant  toujours  être  regardés  comme 
(iremiers  entre  eux,  il  en  est  de  même  de  A"  et  K^ ,  k^  et  ib'^; 
ainsi,  pour  que  V^alité  précédente  subsiste,  il  faut  que  l'on  ail 
séi»arément  A"*  =i^^  h'^  =:  it'"  ^  ce  qui  conduit  a  des  condition 
semblables  à  celles  ci-dessus ,  entre  les  numérateurs  et  les  déno- 
minateurs, res|>ectivement  comparés  entre  eux. 

212.  Cas  particulicfTs.  i^  Si  a  et  b,  étant  des  nombres  en- 
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liefi,  ne  reaiermeat  qu'un  seul  facteur  premier,  x  est  nôccssaî- 
renient  commensurable. 

Sott  Féqafttiou    4*  ^  ^^^     H"*  ''crient  à     3*'"  =  a*  j 

5 
ilenr^iulte      ar=s>5,  d'oïl     3:^=-, 

a 

n 

Sdit  encore     ^7*^2 187,     ou     3''*^3%   on  a    x=  ^. 

a*.  ^  À  n^eët  composé  que  de  fadeurs  premiers  élepés  à  la 
pHlmièn  puMance^  il  faut  que  b  loU  une  puissance  parfaite  de 
ff,  pcmr  que  x  soîl  com m ensu rallie^  en  sorte  que  x  est,  dans  ce 
mij  un  TWTiÈbre  entier^  ou  hien ,  Il  ai  incommensurable. 

En  effet,  soit  a^a€y^,  dou  A  ^  a^'C* V'J'' ;  Tcciua- 
lion    a"£=3i*     devient     <i«Ê'"^"l*»s=*'^"^'«^^'»/''»  ;     d'où 

Ton  déduit     m=:p'n  =  y';*  -=1  rn-=.  s'n \     ou  bien , 

/=y'  =  /  =  a'  ;     donc      *  =  ^CVyP'fP'  =  (-iC>iry"  =  a?' , 
et  par  conséquent    X'=p  , 

Ainsi,  soit  a  =  1  o  =  2  X  5;  il  faut  que  &  soit  une  puissance 
parfaite  de  to,  pour  que  x  puisse  être  commensurable. 

Théorie  dés  logarithmes, 

ai 3.  Introduction.  Si  l'on  suppose  que  dansl'équation  cf=yf 
a  oofiaerTaiit  toujours  la  même  valeur ,  on  remplace  y  par  tous 
les  nombres  absolus  possibles,  on  pourra,  pour  chaque  valeur 
dey, déterminer,  par  la  méthode  du  n**  aïo,  la  valeur  de  x, 
sinon  esiactement,  du  moins  avec  uu  aussi  grand  degré  d'ap- 
prosimation  que  l'on  voudra. 

Supposons  d'abord  a  ^  i . 

Si  Fon  fait  successivement    x  :^  o^  i,  2,  3,  4»  S»-**» 

ilenr^ulte  y  =  a*,oii  i^  a,<z%  a^  a^  o^....  ; 

donc  y  toutes  les  valeurs  de  j  plus*  grandes  que  l'unité  sont 
pndm/Ueê  par  des  puissaneês  de  sl^  dont  les  exposant  sont 
poncnvsi  entiers  ou  fractionnaires;  et  la  valeur  de  n  est  d'au" 
tant  plus  grande  que  oeile  de  j  est  elle-même  plus  grande. 
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Faimu ensuite    x-=so  ,  — i,  — a,  —3,  — 4» 

-5..., 

il  en  résulte  ^^1=  a»,  oo  I,       i,      ^,     ^,     J^, 

1 

donc  y  toutes  les  valeurs  de  y  y  plus  petites  que  r unité  ^  sont 
produites  par  des  puissances  de  a^  dont  les  exposans  sont  néga- 
tifs; et  la  valeur  de  x  est  d'autant  plus  grande j  négatitfement, 
que  la  valeur  de  y  se  rapproche  plus  de  o. 

Soit  au  contraire ,     ^  K,  ^      ^  ^^  ^  une  fraction  -7  ; 

en  faisant  xsso,       1,       2,       3>       4»       5.-*> 


ontrou«j^^J,  ou    i,      -^,     ^.,   ^.,    ^,   ^y 


1  I  I  I  I 

7 


et  y  si  l'on  fait  a?:=Oy  —1,-2, — 3, — 4» — 5..., 

on  obtient  jc=f-rj     ou    1,     a\     a'*,     a'^,     a'»,     a'*...; 

c^est-à-dire  que,  dans  Thypothëse  de  a  <^  i  ^  tous  les  nombres 
sont  engendrés  avec  les  diverses  puissances  de  a,  dans  un  ordre 
inverse  de  celui  oii  ils  le  sont  lorsqu'on  suppose  a  ^  i. 

Mais  il  n'en  résulte  pas  moins  cette  conséquence  géuéralc, 
que  tous  les  nombres  absolus  pçssibles  peui^ent  être  engendres 
aifsc  un  nombre  absolu  quelconque,  mais  constant,  en  télevani 
à  des  puissances  convenables. 

iV.  B,  Il  faut  toutefois  supposera  différent  de  l'unité,  car 
l'on  sait  que  toutes  les  puissances  de  i  sont  égales  à  i . 

214.  Cela  posé  y  concevons  que  l'on  ait  formé  une  table  ren- 
fermant, d'une  part^  tous  les  nombres  entiers ,  et  à  côlé  de  ces 
nombres  y  les  exposans  des  puissances  auxquelles  il  faudrait 
élever  un  nombre  im-'ariable ,  pour  former  tous  ces  nombres; 
on  aura  l'idée  d'une  table  de  logarithmes. 

On  appelle  en  général,  logarithme  dun  nombre,  P  exposant 
de  la  puissance  à  laquelle  ilajullu  élever  un  certain  ntunbre 
invariable  ,  pour  produire  le  premier  nombre* 
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Le  nombre  înTarîablc  peut  d'abord  èXre  pris  tout-à-fait  arbî- 
traîrement  (pourra  qu'il  soit  ^  ou  ^  i);  mais  une  fois  cboisi , 
il  doit  rester  le  même  pour  la  formation  de  tous  les  nombres, et 
porter  le  nom  de  base  du  système  de  logarithmes. 

Quelle  que  soit  la  base  que  l'on  a  choisie ,  le  logarithme  de 
la  base  est  Vuniiêj  et  le  logarithme  de  i  est  o. 

Ea  effei^  on  a  i^     a^=:iaf    d'où    log  a  =  i , 
a®.     c**=  1 ,    d'où    log  1=0. 

(Oa  désigne  ordinairement ,  pour  abr^er,  le  mot  logarithme 
par  les  trois  premières  lettres  log^  on  simplement  par  la  pre- 
mière lettre  U^  que  l'on  fait  suivre  i^ an  point  et  du  nombre  que 
l'on  considère.) 

Voyciis  actuellement  de  quelles  propriétés  jouit  une  table  de 
logarithmes  y  par  rapport  aux  calculs  nuiuériques. 

21 5.  Multiplication  etdii^ision  arithmétiques.  Soit  d'alK)nla 
une  suite  de  nombres^,  y',  y",  y".. . .  à  multiplier  entre  cux^ 
Désignons  par  a  la  base  d'un  système  de  logarithmes  (  qu'on 
sappose  déjà  calculés )9  et  par  x,  a/,  x",  x", , .  les  logarithmes 

On  a^  d'après  la  déllnîtion  (n**  21 4)  9  la  suite  d'équations 


y  =  a',     y  =  a'\     f  =  a-\     jy*  = 


a-* 


Multipliant  ces  équations  membre  à  membre^  et  appliquant  la 
règle  des  exposans  établie  u°  180  ^  on  tioute 

Donc,  Iogj7'/...=x4-^+^''+-=  ^ogy  +  log^'+  log/+ ..  ; 
c'est-à-dire  que  ie  logarithme  d'un  produit  est  égal  à  la  somme 
des  logarithmes  des  facteurs  de  ce  produit 

Soient  en  second  lieu  denx  nombres^  et  y'  à  diviser  l'un  par 
Pautre,  x  eix^  leurs  logarithmes,  on  a  encore  les  équations 

y  =  û',  y  =  a*'  ;    d'où  l'on  déduit  (n«  1 80)    -21  =  a^'\ 
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Donc ,  liïg  'ïj  ^  X  — V  ^  Iog3?  -i-  Iq^ 

c'est-à-dire  que  le  hgctriihme  du  quoiUni  (tunf  divisé 
égal  à  la  différence  entre  h  kgariihmt  du  di^4demd&  #1  h 
rit  h  me  du  dwis^ar* 

Conséquences  dû  ces  deux  propriéiéê*  Sî  Van  a  nne  t 
plicatjon  à  efTectucTi  eu  prenarit  dans  la  table  les  IngaH 
des  facteurs  et  faisant  la  mntme  df:  ces  logaritlimes^  oi 
le  logarithme  du  produit;  donc,  en  clicrcbant  ce  notir^mn 
rîtKme  daus  la  table  ^  et  prenant  le  nombre  qui  lui  corre^ 
on  obtiendra  le  produit  dêitiandé.  kin^i^parune  simple 
iicmj  on  Iroupe  le  r^êidtat  d'une  multiplicalion. 

De5  même  j  sî  Ton  a  à  diviser  un  nombre  par  un  mûÈ 
letrancbe  le  logarithme  du  diviseur  de  celui  du  dÎTidciidc 
on  cherche  à  quel  nombre  corresfKind  îa  diflcreuce;  ç'ett  II 
tîf>nt  f^berché.  Ainsi,  nar  un*  nimole  ftmmtmtiiifkn .  rta  * 
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Soit  maintenant  m=i  ^n  étant  quelconque^  il  en  résulte 

-  "  I 

logy  ou  log  v/y  =  -.log  y; 

c'est-à-dire  que  U  iogariehme  d'une  racine  de  degré  quelconqtie 
d^un  nombre  est  égal  au  quotient  du  logarithme  de  ce  nombre j 
dÎTÎsé  par  l'indice  de  la  racine. 

Coniéquence,  Pour  former  une  puissance  quelconque  d'un 
nombre,  il  suffit  de  prendre  le  logarithme  de  ce  nombre  dans  la 
table,  de  le  niultipHcr  par  Texposaut  de  la  puissance,  puis  de 
chercher  le  nombre  correspondant  à  ce  produit.  On  a  ainsi  la 
puissance  demandée. 

De  même,  pour  extraire  une  racine,  il  suffit  de  diviser  le  lo-« 
prilbme  du  nombre  propose  par  T indice  de  la  racine,  puis  de 
diercrher  k  quel  nombre  oorres])ond  le  quotient;  on  a  la  racine 
demandée.  Ainsi, /;ar  une  simple  multiplication  et  une  simple 
division j  on  trouve  le  résultat  d'une  formation  de  puissance  et 
d'une  extraction  de  racine j  opérations  dont  les  procédés  ordî- 
oaires  sont,  comme  on  Ta  vu,  très  laborieux. 

217.  Les  propriétés  que  l'on  vient  de  démontrer  sont  indé- 
pendantes de  toute  espèce  de  système  de  logarithmes  ;  mais  les 
conséquences  qui  en  ont  été  déduites ,  c'est-a-dire  Pusage  qu'on 
en  peut  faire  dans  les  calculs  numériques,  supposent  la  cons- 
truction d'une  table,  renfermant  d'un  côté  tous  les  nombres, 
et  de  l'autre  les  logarithmes  de  ces  nombres,  calculés  d'après  une 
haee  donnée. Or,  pour  former  cette  table,  il  faut,  comme  nous 
Favons  déjà  dit,  en  considérant  l'équation  a*  =  j^,  faire  passer 
y  par  tous  les  états  de  grandeur  possibles,  et  déterminer  la  va- 
leur de  X  correspondante  à  chacune  des  valeurs  de  y,  d'après  la 
méthode  du  n*»  209. 

Les  tables  dont  on  se  sert  ordinairement  sont  celles  dont  la 
base  est  ^ale  à  10 ,  et  leur  construction  se  réduit  à  la  résolution 
de  l'équation  10*=^.  En  faisant  successivement^  égal  à  la 
suite  des  nombres  naturels,  i ,  q,  3,  4,  5»  6... ,  on  a  à  résoudre 
les  équations 

io*=i,     10*  =2,     10*  =  3,     10' =  4-- 

22 
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Observons  cVailicurs  qu'il  sufliL  de  calculer  (îireclenient,  iVa- 
prcs  la  méthocleclu  n**  209,  leslogarîllimcsdrs  nombres  premiers 
1,2,3,5,7,  '*>  ^^f  ^7'*->  ^^^  ^^^^  '^  autres  nombres  entiers 
rosull<int  de  là  multiplication  de  ces  dififérens  facteurs,  leurs 
logaritbmes  peuvent  (p?  21 5)  s'obtenir  par  l'addition  des  loga" 
ritbmes  des  nombres  premiers. 

C'est  ainsi  que,  6  étant  décomposable  en  2  X 3,  on  a 

log  6  =  log  2  +  log  3^ 
de  même,  24  =  2^x3,  donc  log  24=3  log  2 -|- 1<^  3. 

Soit  encore  36o  =  2^x3*x5^     il  en  résulte 

log  36o  =  3*log  2  4"  ^  '^  3  -}-  log  5. 

Il  sulTisail  également  de  placer  dans  les  tables  les  logarithmes 
des  nom])rcs  tmticrs;  car,  en  vertu  de  la  propriété  (n®  21 5)  re- 
lnî.îteà  la  division,  ou  obtient  !e  logaritbmc  d'un  nombre  frac- 
tionnaire, en  rrlrancbant  le  logarilbmedu  diviseur  de  celui  du 
dividende. 

218.  En  supposant  déjà  construite  une  première  table  de  l(^a- 
ritbmes,  il  est  facile  d'en  construire  tant  d'autres  que  l'on  veut, 
au  moyen  de  celle-là. 

Soient  en  effet  a  la  base  d'un  premier  système  déjà  formé, 
b  la  base  d'un  nouveau  système  h  construire;  désîgnon»  par  N  un 
nombre  quelconque,  par  log  N  et  X ,  ses  deux  logarithmes  cal- 

X 
cuici  d'après  les  bases  a  et  &  ;  on  a  l'équation  6    =.  N. 
D'où,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres,  dans  le 

système  dont  la  base  est  a ,  X.  log  6= log  N. 

Donc  X  =  r"?  • 

log  b 

Ce  qui  prouve  que,  counaUsant  le  logarithme  d'un  nombre  dans 
un  premier  syslcmcj  pour  avoir  le  logarithme  du  même  nombre 
dans  un  second  système  j  il  faut  diviser  le  Logarithme  du  nombre 
calcule  dans  le  premier  sysiùnejpar  le  logarithme  de  la  nouvelle 
base,  calculé  au6si  dans  l'ancien  syjtùme. 
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Ain:»î  le  lof;arillinic  clo  4»  <Jan«  le  système  dont  la  hasn  csl  3, 
a  pour  valeur  p^,  'og  4  et  log  3  étant  deux  logarithmes  cal- 
culés dan.^  le  systt  me  connu  dont  la  I>asc  est  io. 

Soient  N,  N',  W....  une  suilc  de  nombres,  «  la  base  d'un 
système  déjà  formé,  b  c«?llc  d*un  système  à  construire;  on  a  la 
série  d'équations, 

(Voù  l'on  voit  qu'une  première  table  étant  dcjà  formée,  si 
Ton  veut  en  construire  une  nouvelle,  il  n'y  a  {[ult  muUipUtr 
les  logaril/unea  du  premier  sysiùitie  par  la  quantité  cowitastte 

j— ..  Cette  quantité  constante,  qui  sert  à  passer  d'une  table  à 

une  autre 9  s'appelle  module  de  îa  nouvclie  lablc  par  rapport  à 
ianciennc. 

§  111.  Dispos  1/ ion  et  usage  des  tables  ordinaires. 

Quoique^  dans  toutes  les  tables  connur«,  on  ait  placé  en  tclo 
tle  l'ouvrage  une  explication  sur  la  manière  dont  elles  sont  dis- 
posées,  et  sur  r usage  qu'on  peut  en  faire,  nous  croyons  devoir 
entrer  dans  quelques  détails  à  ce  sujet ,  parce  que  nous  nous 
sommes  aperçu,  dans  nos  cours,  que  les  élè\ei  qui  entendaient 
fort  bien  la  théorie  des  logarithmes,  étaient  néanmoins  embar- 
rassés dans  les  applications  les  plus  simples  de  celte  théorie, 
faute  de  secours  sulïîsans  pour  ofTectuer  ces  applications. 

Nous  supposerons  que  Ton  ait  entre  les  mains  les  tables  de 
Callct,  parce  qu'au  moyen  de  tables  moins  étendues,  il  est  im- 
possible d'obtenir  des  résultats  sulïisamment  exacts.  Les  prin- 
•ipes  qt:e  nous  allons  établir  n'en  seront  pas  moins  applica- 
bles à  ces  antres  tables. 

219.  On  a  déjà  ^u  (n"  '>a'i)  ([ue,  dans  le  svslrme  dont  la  b:is,î 
est  10,  il  n'y  a  que  les  puissances  (parfaites  de  lo,  t/*l!rs  fjf;e 
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loo  f  looo  y  loooo...  qui  puissent  avoir  des  logarithmes  comment 
surables.  Tous  les  autres  nombres  entiers  ont  des  logarithmes 
incommensurables^  ^ue  l'on  n'a  pn  obtenir  qu'arec  un  certain 
degré  d'approximation* 

Les  tables  de  Callet  donnent  ces  logarithmes  exprimés  en 
fractions  décimal^,  et  exact)  jusqu'au  7*  chi£Pre  décimal  in- 
clusivement 

Gela  j)osé9  voici  quelques  notions  importantes  sur  la  compo- 
sition des  logarithmes  ordinaires. 
.  Si  l'on  fait  dans  l'équation  10'  =>^9 

ar=o,  i,       2,       3,       4j       5....       n—i^n, 

il  en  résulte    y=^  >  *<>>  «oo,  1000,  loooo,  iooooo.,ao"""»,io". 

Posant  ensuite  :p=o, — i,  —2,  —3,     — 4-** — ('•"•0* — »» 


on  trouve        y=i> — > > > > — ;m"->  — ^• 

^  10    100    1000    10000    10"   *  lO" 

Donc^  i^.  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  plus  grands  q«e 
l'unité  sont  positifs  et  croissent  depuis  o  jusqu'à  l'infini^  les 
logarithmes  des  fractions  sont  négatifs^  mais  ils  ont  une  yalcu^ 
absolue  d'autant  plus  grande,  que  la  fraction  est  plus  petite ,  en 
sorte  que  >  si  l'on  considère  une  fraction  moindre  que  toute 
grandeur  donnée,  son  logarithme  est  négatif,  mais  sa  valeur 
absolue  est  infiniment  grande ,  ce  que  l'on  exprime  d'une  ma- 
^niëre  abrégée  »  en  disant  :  niro  a  pour  logarithm^  V infini  nêga» 
/(/iou  logo  =  «^co. 

2**.  £n  considérant  un  nombre  entier  d'un ,  de  deux ,  de  trois..., 
et  en  général  de  n  chiffres,  comme  ce  nombre  est  compris 
entre  i  et  10,  10  et  1000...,  100  et  1000,  et  en  général  entre 
10""'  et  io"y  il  s'ensuit  que  la  partie  entière  de  son  loga<- 
rithme  est  égale  ào,  1,2,  3..../»  —  1;  c'est-à-dire  que 
cette  partie  entière  renferme  autant  df unités  moins  une  qu'il 
y  a  de  chiffres  dans  le  nombre.  Ainsi  3749 >  par  excm])1e| 
étant  compris  entre  1000  et  loooo,  ou  10^  et  10^,  son  loga- 
rithme a  3  pour  partie  entière^  quant  à  la  fraction,  elle  est 9 
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comme  nous  l'ayons  déjà  dit,  rédaîte  ordinairement  en  dé- 
cimales. 

On  a  donné  le  nom  de  caractéristique  h  la  partie  entière  da 
logarithme  d'un  nombre ,  parce  que  l'on  Toit,  k  sa  seule  inspec- 
tion, entre  quels  ordres  d'uni tçs  tombe  le  nombre  qni  corres- 
pond à  ce  logarithme.  Par  exemple,  que  la  caractéristique  soit 
igale  à  5;  on  peut  conclure  que  le  nombre  correspondant  est 
compris  entre  lo^  et  lo^,  ou  est  composé  de  six  chiffres.  La  ca^ 
ractéristique  se  compose  d'autant  d'unités  hoims  uni  qu'il  y  a 
de  chiffres  dans  le  nombre, 

aao.  0>nnaissant  le  logarithme  d'un  nombre  quelconque, 
on  obtient,  par  l'addition  de  i ,  a,  3....  unités  ii  la  caractéris- 
tique seule,  )e  logarithme  d'un  nombre  lo,  loo,  looo...»  fois 
plus  grand.  En  elTet ,  on  a  (n^  2i5), 

log(aX  io*)=loga  +  log  io"  =  loga-|-7»; 

ce  qui  prouve  qu'il  snflit  d'ajouter  n  unités  ^  log  a ,  pour  avoir 
celui  d'un  nombre  lo*  (bis  plus  grand  que  o;  or,  cette  additiop. 
ne  peut  porter  que  sur  la  caractéristique. 
Réciproquement,  on  a  (n^  2i5) 

log  —  =log  a  —  log  io»=loga  — »; 

^insi,  il  suffit  de  retrancher  n  unités  de  log  a,  pour  avoir  celui 
d'un  nombre  lo"  fois  plus  petit  que  a;  et  celte  soustraction  peut 
se  faire  sur  la  caractéristique  sçule. 

Cest  la  ce  qui  rend  le  système  dont  la  base  est  vo  plus  avanta- 
geux que  tout  autre.  Comme  on  a  souvent  besoin  de  multiplier 
ou  diviser  par  lo,  loo,  looo. .  • . ,  ces  opérations  se  réduisent 
k  de  simples  additions  ou  soustractions  d'unités.  Les  logcf^ 
rithmes  des  fractions  décimales  sont,  à  la  caractéristique  près, 
les  mêmes  que  ceux  des  nombres  que  ton  obtient  en  faisant  abs^ 
traction  de  la  virgule. 
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Usase  des  tables. 


^^^ 


Comme  II  était  Impossible  Je  placer  clans  les  tables  les  loga- 
rithmes de  tous  les  uomLres,  on  y  a  inséré  seulement  les  l(^a- 
ritlmics  des  nombres  entiers  depuis  i  jusqu'à  une  certaine  li- 
mite (celles  de  Callet  vont  jusqu'à  108000)  ;  maïs  si ,  ptmr 
eOectuer  un  calcul  numérique,  on  veut  employer  le  secours 
des  logarithmes,  il  est  indispensable*  de  savoir  résoudre  ces 
deux  questions  :  1®.  un  nombre  quelconque  étant  donné,  déter- 
miner son  logarithme;  2**.  un  logarithme  étant  donné j  détenni- 
ner  le  nombre  qui  lui  appartient» 

Voici  le  moyen  de  résoudre  ces  deux  questions  : 

a2i.  Un  nombre  étant  dotu^é,  déterminer  son  logarithme? 

Considérons  d'abord  un  nombre  entier. 

Sx  le  nombre  proposé  n*exccde  pas  108000,  on  cberclie  ce 
nombre  dans  la  colonne  des  tables,  marquée  N,  et  l'on  trouve 
immédîatemcnl  à  côté  son  logarithme. 

Soit  maintenant  le  nombre  34735879,  qui  excède  les  limite'* 
des  laides. 

Ce  nombre  ayant  8  cbinTrcs,  In  caraclérîslîque  do  son  h^ 
garithme  est  égale  à  7  ;  ainsi  la  question  se  réduit  à  trouver 
la  partie  décimale  de  ce  logarithme. 

Or,  il  résulte  de  ce  qui  a  été  dît  n**  220 ,  que  cette  partie  dé- 
cimale est  la  même  que  celle  de  log  34735,879. 

Par  cette  préparation ,  qui  consiste  à  séparer  vers  la  droite 
du  nombre  assez  de  chiffres  pour  que  la  partie  à  gauche  se 
trouve  dans  la  table ^  on  obtient  un  nombre  compris  entre 
34735  et  3473G;  ainsi  son  logarithme  est  égal  à  log  34735 ,  plus 
une  partie  de  la  différence  qui  existe  entre  log  3473G  et  log 
34735.  Or,  on  a ,  d'après  la  table,  log  3:1735=5407673.  (Il  est 
inutile  de  conslucrcr  la  c*iractéristique.) 

La  table  donne  aus^i  pour  dillérence  entre  log  34736  et 
log  34735,....  125  unités  de  Voidre  du  7*  chiffre  décimal. 

Cela  posé  ,  ]»our  obtenir  la  partie  de  cette  différence  qui , 
ajoulée  à  54''7673  ,  donne   log  34735,879,  on   établit   cette 
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proportion  :  Sij  pour  une  unité  de  différence  entre  les  deux 
nombres  34736  et  34735,  on  a  laS  dix  "millionièmes  de 
différence  entre  leurs  logarithmes  ^  combien  pour  0,879  ^'^^^^ 
34735,879  et  34735^  aura^t^onde  différence  entre  leurs  loga- 
rithmes ?  oa  bien , 

I  :  loS  ::  0,879  •  ^  =  ï25x 0,879=  109,875; 

et  ce  produit  109,875,  ou  plutôt  110  dix-millionièmes,  eiprimc 
la  quantité  à  ajouter  à  5407673,  ce  qui  donne  5407783.  Donc 
enfin ,  le  logarithme  ilu  nombre  proposé  est  7 ,5407783. 
Dans  la  pratique,  on  dispose  ainsi  les  calculs: 

Nombre  proposé,  34735879; 
téparant  trois  chiffres  vers  la  droite,  34735,879 

log  34735=5407673. 

DiScrence  entre  les  deui  logarithmes 

oons&utifs 125 

Différence  des  nombres ^9^19 


Produit 109^875 

à  ajouter  à  tog  34735 110 

Somme  =  5407783  ; 

donc ,  log  34735879  =  7 ,  5407783. 

Soit,  pour  second  exemple,       7054039; 

féptrant  seulemen t  deux  chiffres ,  70540 ,  39 , 

Iog7o54e=:8484355i 

diffirence  de  la  table.  .  '  62 

différence  des  nombres..       o ,  39 


Proiluit.  ......     24,18 

à  ajouter  a  l'.»{^  •yoB/f'^ oj 

Somme  =  8484379. 


â  #»<» 
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mais  le  1  lumière  proposa  a  êepi  chiffres  «  donc 

log  7054039  ^6, 8484379, 

Oji  trouverai  de  luê me  ,       L  70004739=^7,8451^74* 

Rtmarquf,  Pour  résoudre  la  question  précédente  ,  on  aétalii 
nue  pruportioii  entré  Us  différences  des  nombres  et  les  diffé- 
trru'i',^  de  leurs  logarithmes,  JSous  déniontrerons  (n*  237)  que 
ccLlu  |iropf>i'lioii  [tV'ât  jamais  C3Lactej  nifiîs  die  approcbe  d^^a^ 
ttiTtt  jihiâ  clt;  rcxactltude,  que  les  nombres  pour  lesquels  cra 
TtlabliE:  snijt  jiliH  i;raii(îii.  î^ous  ferons  \oîr  que,  lorsqu'on  fait 
iisn^j^  des  laljlfA  de  Callet,  l'erreur  n'influe  pas  sur  le  7*  chîffit 
dticïnial  d\\  lti|;artthnie,  tant  que  les  nombres  sont  au-dessus 
de  itif;o*  \  tîilii  pourquoi,  quand  un  noud^re  excède  les  tifuitei 
des  ï^iii'is^  Q\v  duit  séparer  vers  sa  droite  le  moins  Je  cbiffits 
possHile. 

le  tiondïi 
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Si  le  nombre  est  un$fracUon  dMmaU  périodique ,  on  com- 
mence par  la  convertir  en  fraction  ordinaire,  et  çn  agit  comme 
ci-dessosî  ainsi  f 

ïog  37,375375..  .=  log 37 -2-1=1,5725856. 


he  3, 1430783078. . .  .=  log  ^^  =  ,  ,4973551. 

222.  Un  bgarithme  étant  donné j  trouver  le  nombre  qui  lui 
corrmpond? 

II  se  présente  deux  cas  principaux:  ou  le  logarithme  donné 
est  positif,  ou  il  est  négatif. 

Pmnièrement,  s'il  est  positif  et  que  sa  caractéristique  soit  4  9 
qui  est  la  plus  forte  des  tables ,  on  cherche  ce  logarithme 
parmi  ceux  des  nombres  de  cinq  chiffres*,  et  il  peut  arriver 
qo'il  soit  dans  la  table,  auquel  cas  on  trouve  à  côté  le  nombre 
correspondant. 

Ou  bien ,  ce  logarithme  tombe  entre  deux  logarithmes  con- 
sécutifs^ et  dans  ce  cas,  le  nombre  cherché  est  égal  au  plus 
petit  des  deux  nombres  qui  correspondent  à  ces  logarithmes, 
plus  une  certaine  fraction,  qu'il  faut  déterminer,  du  moins ap' 
proxima  Hpement. 

Désignons  par  L  le  logarithme  proposé,  par  log  N  le  plus 
petit  des  deux  logarithmes  consécutifs  qui  le  comprennent. 
Soient  d'ailleurs  i"  la  différence  (donnée  par  la  table)  entre 
les. deux  logarithmes  consécutifs,  et  l*  la  différence  entre  L 
et^lpg  N;  pour  obtenir  la  fraction  cherchée,  on  établit  la 
proportion  : 

Si  pour  i"^   différence    entre  deux  logarithmes  consécutifs, 
log  N  et  log  (N  4-  i),  ou  a  une  unité  de  différence  entre  les ^ 
nombres,  combien  pour  t^ ,  différence  entre  h  et  log  N^  doit-on 
ayoir  de  différence  entre  les  nombres  ? 

ou  bien,  ^  :  1  ::  ^'  :  x= -j-, 


3l\Ù  USAOK 

et  la  valeur  df*  ce  quatrième  terme  cset  ce  *iii*îl  fiitit  ajouter i!t 
puur  avoir  lu  iirktnbrG  rlnriandé* 

Il  si>r.i  iléniiinlré  plus  loin  cjac  terrmr  cummiuw  lorvjQ^ift] 
t'IablltctîMc  proportion,  n'iiUlut*  pas  sur  \^%  ceniUmes d%\  lîtiniliml 
clicruliù,  pourvu  que  le  nombre  soit  au-dessus  de  locioo, 

Exi.'.npLs,    Soit  prt»|>osc  le  Ii>gariUiïiîe.  .  ,  *  .  4i7^^^^^ 
Oh  irouvti  (laiiîî  îa  table,  pour  !e  pluîj  pûlit  dm 
Jeux  Io{^anLhiiïes  qui  te  comprennenL  ..,,..  ^^'^S^SèsA 

ï.n  nombre f] uî  correspond  à  4  » 732565^6  est  S^^^ i  \ 
tft  dî[r*'^rt;ncf  outre  lag  S4022  et  log  54oâ!2t  est  8t . 

53 
Proporti^jM,    81  :  i  :!  53  :  x  =  g-^ o,65,  li  o,oi  pfè; j 
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Si  U  caradéi'îsiiquc  excixie  4  f  on  la  rend  ^gale  à  4  9  par  la  sous- 
tradioii  d'un  nombre  convenable  d'unités;  on  détermine  le 
nombre  cornfspondant  à  ce  nouveau  logarithme j  puis  on  malli^ 
fUi  cê  nombre  par  lo,  loo,  1000 ,  suivant  que  l'on  a  sous- 
trait, 1 ,  3,  3 ,  unités  de  la  caractéristjquew 

Ainsi  y  soit  7,6840567  le  logaritbme  pro|K>sé.  En  soustrayant 

3  unités,  on  trouve  4i684o567  =  log  48312,19  ;  donc 

7,6840567  ^=Iog483i 2 190  à  une  di&aine  près.  {Les  tables  ne 
peiufeni  donner  ici  un  plus  grand  degré  d'approximation.} 

Soit  encore  13,7412769;  on  a  ^t'}^i2']6Q=i\o^^55ïi5,cfo^ 
donc  13,7412769  =  10355115900000000,  à  une  dixaine  de 
nûUions  près. 

Secondement j  si  le  logarithme  donné  est  négatif,  le  nombre 
qai  li^i  correspond  est  une  fraction  que  l'on  peut  oblonir  avec 
un  Irbs  grand  degré  d'approiiimation. 

Soit, par  exemple,  —  2,4537875,  le  logarithme  proposé;  on 
voit  déjà ,  d'après  l'inspection  de  ce  logarithme ,  que  le  nombre 
cherché  est  compris  entre  0^01  et  0,001.  {F^ojfezn°  219.) 

Pour  robtciilr,  commençons  par  ajouter  7  unités  à  ce  loga- 
rithme »  ce  qui  re\îout  à  le  retranclier  de  7,0000000  (cette  pré- 
paration a  pour  but  de  rendre  la  caractéristique  égale  à  4)-  On 
obtient  -j- 7  —  2,4537875  =4,54621 25  =  log  35 173,25-,  mais, 
en  ajoutant  7  unités  à  la  caractéristique,  on  a  (n°  220)  multiplié 
le  nombre  par  1 0000000  ;  ain«i ,  pour  obtenir  la  \raic  valeur  du 
nombre  cherché,  il  faut  avancer  la  virgule  de  7  rangs  y  ci  s  la 
f^kXïche,  ce  qui  donne 

—  2,4537875=1030,003517325,  à  0,000000001  près. 

N.  B.  Le  plus  souvent;  lorsqu'on  clicrclic  le  nombre  coijcs- 
|K>nibnt  à  un  Ingnrilljme  négatif,  on  n'a  pas  bcboiii   d'établir  ;| 
la  proportion,  parce  que  le  nombre   entier  que   Ton  trouve 
d'après  la  table,  donne  déjà  le  degré  d'approximation  désiré. 

On  trouTcra  d'après  ces  principes  , 

—  0,9817496  =  log  0,1042918, 

—  3,2781036  =  log  0,00052710. 
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11  est  encore  nn  outre  moyen  île  déterminer  le  Domlirc 
pondant  à  un  logarithme  négatif;  mais  ce  moyço  conduit onl^ 
uaireiuent  à  nii  résultat  moins  exact  que  le  précédent 

Reprenonii    le  logaritlime,    — ^^,4^37875,    €|i|]    rerîcnt  i 
log  i  —  24537875  {puîsf^ue  Ton  a  log  i  =  o). 

Si  Ton  appelle  x  le  nombre  correspondant  à  m^SS^S^S,!! 

i 

tient  log  1  —  2,4537875  ^^  log  I  — log  x^^  log  -  ;  d'où  ïl  mi 

que,  pour  trouver  le  nombre  demandé ^  Uâuffit  de  dSp*i*^r Fuf* 
ni  té  par  le  nombre  qui  correspotid  ail  iegarUhnu  pmpoii, 
abs  trac  lion  faiié  de  son  «^^, 

Mai  à  comme  Jc  ne  peut  être  obteou  qu'avec  un  degré  iFip' 
proximatioii  qui  est  souvent  très  liorné»  le  quotient  deli 
par  ce  nojuhre  n*a  souvent  tul^méme  qu'une  approximi 
très  liniittû;  en  outre,  on  ne  peut  déterminer  d^urie  manie 
précise  le  tîegré  d'approximation  ,  puisque  le  dénomimitetf 


nibfl^ 
*^1 
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à  dmiUsj  b'U  est  significatifs  de  lo,  et  toua  Us  autreê  c2r  9.  Ce 
amplement  peut  donc  être  formé,  pour  ainsi  dire,  d'après 
Tinspection  d'un  logarithme,  ou  d'après  sa  dictée.  Cela  posé, 
Toici  l'usage  des  complémens  arithmétiques. 
Que  l'on  ait  à  trouver  le  résultat  numérique  de  l'expression 

Ur  +  r— r— /»'  +  /"  — etc ,  /,  /,  Z\  . . .  étant  des  lo- 

prithmes  à  ajouter  et  à  soustraire  entre  eux. 

Oq  obserrera  que  l'expression  peut  se  mettre  sous  la  forme 


i+f+r+io  — Z'+io  — r+io  — /*^  — 3o, 

on  bien 

Z  +  r+r  +  comp.  Z' +  comp.  r  +  oomp.  /'^  —  3o; 

c'eit-à*dire  que,  pour  avoir  le  résultat  cherché ^  il  fauù faire  la 
wmme  des  logarithmes  additifs  et  des  complémens  des  loga^ 
rithmes  soustractifsj  puis  retrancher  de  cette  somme^  autant 
de  fois  10  y  que  l'on  a  pris  de  complémens* 

Par  le  moyen  ordinaire,  il  faudrait  faire  la  somme  des  termes 
tddilifs,  celle  des  termes  soustractifs ,  puis  soustraire  la  plus 
petite  somme  de  la  plus  grande ,  ,ce  qui  entraînerait  dans  deux 
additions  et  une  soustraction;  tandis  que  par  celui-ci,  on  n'a 
qu'une  seule  addition  à  eflcctner,  sauf  les  opérations  qui  consis- 
tent à  prendre  les  complémens,  el  qui  sont  trop  simples  pour 
entrer  en  ligne  de  compte. 

224-  L'emploi  des  complémens  donne  naissance  à  une  espèce 
de  logarithmes  qui  est  assez  commode  dans  la  pratique. 

Soît  proposé  de  trouver  le  logarithme  de  — ^. 

On  a  1(^  Y5  =ïog7  — log  i5  =  log  7  +.comp.  log  i5—  10, 

log    7  =  0,84509804 
comp.  log  ï5  =  8,82390874 

9,66900678 
libtranchant  lo,,..  —  0,33099322 
ou  bien, •—  i  .66900678. 
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Le  r(^tiUaL  clc  t'niKïilioii  tin  corupJag.  i5avect<)g^  i 
9,66900678,  il  faut  en  iclràncTirr  lo,  cx' qui  ppiil  vn  Ptifvit 
lieux  manières  i  ou  bten ,  en  «oustrayiint  00  ré»ultDl  i^  10, 0i 
prcUiinL  îc  reste  avec  la  âfgtie  ^^  ce  qui  daiinf!  «—  o,  33d993i9i 
ou  l>li.-ti,  lelrnuchaiii  M^uleiuent  10  de  la  caiactiTi^tiqueÇi  IMI 
toucliL'i  ^1  l«i  p3i  lie  cléciuiklei  ce  i|ui  duuan^^  i  .669<»i>6'^S,^al^ 
n -il ire  itîi  logaritkine  dont  ia  caracldrhtiquê  €êi  négtiiêi^ffHh 
piiiile  iUcimaie  posiiU*e. 

On  a  soioj  pour  distinguer  ce  logaritlime  d*«n  Icigfiritlïïnr  ru- 
tt^murjjt  négatif,  de  lucrtirtî  un  point  ^u  lieu  d'ums  ^irgulf* 

1!  si^iMJt  peut-être  pi  us  convenaf)!e  de  récrire»  ainsi ,,** 

—  1+0,66900678^  car  %oï\k  $a  véritable  siguîiltiiiliuiT;  m^ 
ViHitrv  mciiiiere  de  l'écrire  est  plus  abrégfkîH, 

Ou  ojjiient  encore  ccUc  espèce  Jr  lo^.irJtliïïiçs,  en  citcrcluil 
h*  lognrilijiue  d^ une  fraction  décimale^  p4\r  ÊiLemple , on  troaie- 
riiit  que 
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S*.  Que 9  si  l'on  a  à  diviser  ce  luâitie  iogorillinie  par  8,  on 
•QmnMicc  pm*  «jouter  à  la  ctractérUtique  assez  d'unités  nêga» 
ti$m  pour  qu'on  puisse  en  prendre  le  8*  exactement  ;  c'est-à- 
dire  qu'on  mettra  le  logarithme  -*-3.472o5S3  sous  la  forme 
—8  +  5^47^^^^'  Prenant  le  8*  de  celle  nouvelle  expression, 
•a  troéire  —  i  .6840070. 

Dans  les  n**'  suivans,  nous  verrons  l'usage  de  ces  opérations. 

S IV.  jippUcations  de  la  théorie  des  logarithmes. 

2a5.  Multipluatlon  et  Jii^ision.  Ou  demande  la  valeur  ap- 

,.    ,  ,   .    3i      i3     47 

prockr  du  pnnluit  -^X — Xtu- 

Appelons  x  ce  produit ,  op  a  (n^  21 5), 

logx=  log  3i  —  log  75  -f  log  i3  —  log  13  +  loQ  47  —  log  48- 

log  3i  =  1,49136169, 

log  i3  =  1,11394335, 

log  47  =  1,67209786, 
comp.  log  75  =  8,ia493874> 
coin  p.  log  12  =  8,92081875, 
comp.  log  4^  ^  8,31875876, 

—  1.6^191915  r=:  29,64191915  —  3o; 

ajoutant 5 

00  obtient 4>^4i9i9i 

4,6419120     =  log  43844. 

Différence ^giSg^ 

Différence  tabulaire.  99  I  99 

Donc 4>64i9'9»  ='og  43844,90; 

ainsi,  le  produit  demandé  est  o, 4384490  ^  o^ooooooi  pies. 

Formation  des  puissances.  Observons  ayant  tout  que,  comme 
pour  obtenir  le  résultat  d'une  élévation  auiL  puissances,  il  faut 
multiplier  le  logaritLme  du  nombre  par  l'exposant  de  la  puis- 
sance, on  doit  prendre  d'abord  le  logarithme  du  nombre  pio- 
po>é  avrc  plus  de  7   dcc«malcs ,  si  Ton  veut  avoir  un  produit 
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Il  II 

Siiil  a  évaluer  \/  "-^'^  on  »  '•  \/ :~  *"  —  ('<>g^3  —  ^'^2' 

Par  compté  meus, 

I.   i3  =  1,11394335 

Cf»nij)l.     1.  27  t=;        8,568636?.4 

I.  —  =  —  1.68257959  =  —  Il  +  n»,68257() 
27 

—  I.  —  =  —  1.07114360: 
11        27  :;/      T         > 

ajoutant  5 


on  trouve  4>97"436o  =  log  93571,49^ 

Donc  la  racine  doAiandée  est  0,9357149,  à  0,0000001  prrs. 
On  trouvera  pareillement 


v/( 


—  J  s=  1 ,  i54ii8j  t73)7  =  1 1047390000000 ; 

(0,0457)*"  =  o,oooooooooooooooop2g84. 

226.  Calcul  des  expressions  algébriques  par  logarithttu 

Supposons  que  l'on  aîttrouré  pour  la  valeur  de  l'inconnue  d'i 

3 

iiv         P             •                 l^ia'—b'').3a      ^      ,       , 
problème,  lexprcssion  x  = ,  et  qu  en  donna 

V(a+Z>).V/rrf 

à  a^hy  c,  d  des  valeurs  particulièrcvs,  on  veuille  oblenir 

valeur  numérique  cori'cspondantc  de  cette  expression  ;  on  peu 

parle  nio\en  des  logarithmes,  ramener  la  question  à  ii'avt 

(}uo  des  additions  et  soustractions,  de  simples  multiplications 

('i\i.>îoiis  à  eflcciucr. 

On  a,  en  cîlel ,  d'apros  les  prujU'iéU'.s  u^^  2i5et  216, 


i..r  =  l.   y'{(r~h').6i  —  \.   V{n-^b)  ^  a/. 


■  ■ 
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MaUl.l/(a'— û'J-3«  =ô[l-  (a+*)  +  l-(o— &)  + I-3-+-Lû] 


cl    l\/(a+b)\^cd=i  n  (a  +  b)  +-l.c  +  -Id]; 

2  2  2. 

donc 

l  X  =  ^[l.{a  +  b)  +  L  (a  —  b)  +  \.3  +  \.  a] 

expression  qui  n'offrira  plus  que  des  additions,  soustractions  et 
desimpies  divisions  à   efTectuer^   lorsque  a  y  b,  c,  d  seront  , 
(loQDés  numériqueraent. 

Soicnt,par  exemple,  a  =  6o,  b:=ziS,  c=i6,  ^=g;  l'ex- 
pression devient 

l.x=l[l.75  +  1.45+I.3  +  I.6o]-i[I.,5  +  il.i6+Il.9]j 

calculant  séparément  la  somme  qui  est  entre  les  deux  premiers 
crocliets  et  la  somme  qui  est  entre  les  deux  autres,  puis  pre- 
nant le  tiers  de  la  première  et  la  moUiè  de  la  seconde ,  on 
Iroavera 

I.x==  1,92784875 —  i477i2i?.5, 
ou  1.  x=  0,4^07275^ 

donc  X  =  2,823 1 08. 

'2a^  —  ZaP  +  b^ 


Soit  encore  l'expression     x  : 


«*_3a»6  4-46'c' 


On  peut  d'abord,  eu  mettant  en  évidence  le  factear  a?  au 
numérateur,  et  le  facltur  a"  au  dénominateur,  présenter  l'ex- 
prei^sion  sous  la  tbrmo 

3/  ZP       h\  f  3P,b^\ 

\  a'  J  «^ 

2I. 
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Posons  maintenant     /ii=-î— -,     w  =  —       »  =  -=; 

û  a'  •     '^       <r 

19  •       1     •     *  fl(2a  — «  +  d) 

1  expression  devient        a;  = ^r-r -^-= , 

■  a  —  oo  +  //t  ■.  i^ 

ou,  appliquant  les  logarithmes^ 

1.  X  m  1.  a  + 1.  (2a  —  » +  /?)  —  1.  (a  —  36  +  m), 

expression  facile  à  calculer ,  dès  que  l'on  aura  trouvé  les  ? aleoil 

de  Jrtp  7*, />.  Ur,  les  équations  wi=  ^-^,     71=— j-,     i>ï=3 

donnent 

Liî>  =  L4  +  2l.6-f  l.c  — al.a,     l.fi=1.3  +  31.6— aie, 
1/7  =  41.6  — 31.  a. 

L'artîGce  de  ces  transformations  consister  ramener  l'expression 
fractionnaire  à  une  autre,  dont  tous  les  termes  soient  lUUaim 
ou  du  premier  degré,  en  calculant  séparément  d'autres  expres- 
sions qui  ne  renferment  que  des  multiplications,  divisions,  for- 
mations  de  puissances  à  ellectuer. 
On  trouvera  de  même 

a*—  6* 
1.  — 77— =^-(a  +  6)+l.(a  — 6)+comp.L6+comp.l.d— 20, 

1.  î^r^jj^-^=^ 

h  et  11   étant  calculés  d'après  les  formulcîs 

1.  /i  =  l.  6  +  ^l»  c  —  2I.  a , 
l.;/=|.4  +  l.c  +  l.d  — l.c. 

227.  Equations  exponentiellea.  Noos  avons  exposé  (n**  209) 
une  méthode  pour  résoudre  l'équation  a*=:6  ,  et  nous  en  avons 
déduit  la  théorie  des  logarithmes  ;  mais  actuellement  que  les 
tables  sont  construites,  rien  n'cmpéche  d'en  faire  usage  pour 
résoudre  ces  sortes  d'éijuations. 
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Or,  si  l'on  prend  les  logarithmes  des  doux  membres  de  Vôqua- 

l.  * 

nû*=ô  ,  il  viriit  (n°2i6)    x^<].a  =  ],b'y   d'où   ^==î — • 

Reprenons ,  par  exemple ,  r<:q nation  3*  ==  1 5 ,  qui ,  par  la 
Hhode  du  n**  20g,  a  donne  a:=  2,4^5,  à  0,001  prè«;  oa 
(luit  de  cette  équation , 


:  =îi-i^  =  ili2^9i^  =  2  465. 
I.  3        0,47712125        '^ 


L'équation     a'  ^=:s  b ,     est  dite  une  équation  exponentielle  du 
mier  ordre  j  mais  on  peut  avoir  des  équations  de  la  forme 


r* 


=:c;  a^  :=c2... .  ^  on  les  appelle  équations  exponen^ 
les  du  deuxième,  troiaiètne. .  C  ordre. 

*our  se  former  une  idée  de  l'expression  a^  \  \\  faut  conce- 
*  que  h  soit  élevé  à  une  puissance  d'un  degré  marqué  par  Xy 
[ue  a  soit  ensuite  élevé  à  une  puissance  d'un  degré  marqué 
b*. 

)e  même,  a^  indique  qu'après  avoir  élevé  c  i  la  puissance 
1  degré  marqué  par  x,  ou  a  ensuite  élevé  b  à  la  puissance  d'un 
ré  marqué  par  c*,  et  enfin  que  a  est  éle\é  à  une  puissance 

)  degré  marqué  par  b''  . 

^'aprës    ces   notions ,    prenons    les   logarithmes   des  •■  deux 

abres  de  l'équation     o*   î=  cj     il  vient     Z>*  X  1.  a5=l' c> 

1.   c 
i    J*  s=sl.  Y —  ,  ou,  prenant  de  nouveau  les  logaritlimeSy 

,  ,       ,  1.   c      ,  ,  .  -  ,  l.l.r  —  l.l.a 

^L6  =  l.i — =1. 1.  c  — I.I.a;     donc     «r=?— — — -t—  . 
La  ï.b 

étant  une  fraction  décimale,  on  peut  en  déterminer  le  loga- 
me  d'après  les  tables,  comme  on  détermine  le  logarithme 
I  tout  autre  nombre.] 

Mt  encore  a  résoudre  l'équation     a*      =  d, 

renant  les  logarithmes,  on  a  6''x  log  cr  =  logrfj 
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d*où     b'    z=  Y — ;     prenant    de    nouveau    les    Ii>garilhixics , 

^      l.l.d— l.l.a     ,       ,       .  ,        . 

6"^= j-y ;  et  opwant  sur  cette  équation  comme  sur  les 

précédentes  y  ^ 

a;Xl.c  =  l.lli:^Illl!— =  l.(l.l.d  — l.l.a)-1.1.6i 
1.  o 

l.(l.l.rf  — l.l.^)— 1.1./. 

donc  X  =  — ^ z . 

I.  c 

On  résoodrait,  par  un  procédé  semblable,  les  équations  expo- 
nentielles d'un  ordre  ])lus  élevé. Ces  formules  sont  exactes,  con- 
sidérées a^^iri^u^m^/ï^y  mais,  dans  les  applications,  il  est  ais<'' 
de  Yoîr  qu'elles  doimeraient  des  valeurs  peu  approcbécs,  et  l'on 
ne  pourrait  même  se  former  une  idée  bien  juste  du  degré  d'ap- 
proximation. 

2a8.  Remarque.  Il  peut  arriver  que,  dans  le  calcul  des  expres- 
sions algébriques,  on  soit  conduit  à  prendre  le  lo[;aritliiue  d'un 
nombre  négatif. 

a^ i» 

Soit ,  par  exemple ,  à  calculer  l'expression  x  = ; 

on  a  1.  X  =  1.  («  -f  6)  +  I.(a  —  6)  ~  I.  t. 

Si  l'on  suppa«îe     a<i,      V  {a —  i)     devient     1,  ( —  m). 

Comment  fr.ut^il  interpréter  ce  résultat? 

Commençons  par  faire  observer  que ,  dans  tout  système  de 
logarithmes,  les  nombres  négatifs  n'ont  pas  de  logarithmes. 
Eu  effet,  si  la  hase  est  positive,  il  n'existe  (n''  21 3)  aucune 
puissance  de  cette  base  qui  puisse  produire  un  ncmdjre  n^- 
tif;  mais  on  ne  peut  prendre  une  base  négative;  car  cette 
quantité  élevée  à  ses  diverses  ]Hiii:sances  produirait  des 
nombres,  les  uns  positifs,  les  autres  négatifs;  or,  le  caractère 
d'une  basej  c'est  de  pouvoir  produire  tous  les  uondires  consé- 
cutifs, lorsqu'on  l'élève  à  des  puissances  qui  croissent  progrès 
vivement. 

Ainsi,  il  eu  csl  du  lo^^aiilbinc  d'un  iiiMuIne  n^'^^^^l»!  e<*ninin 
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«ir  sa  racine  carrée,  (jdalrl'  me.  .  .  ,      I.  { —  //;)  «'ri  uin:  i\|)n  i- 

>i()i!  al)surclc  ou  iinii^Lmure. 

En  vain  chercherai l-on  à   inilnner  celle  profosilion  par  le 

raisonnement  suivant; 

On  sait  qac  ( —  m)^  =  m*;  donC|  en  prenant  les  loganthmcs 

départ  et  d'autre,  2  1.  ( — /7ï)=:al.  w,  d'oiil.(  —  i»)  =  Li», 

Gc  raisonnement  pèche  en  ce  points  que  l'on  pose^**  ^ 

I. (— ifiy  =  2 1. ( —  lî» ) ,  d'après  la  propriété  du  n**  ai6 ;  or, 

celte  propriété   suppose  qne   l'on    puisse  avoir    réqiiatioh, 

— «s  =  a'|  a  étant  positif,  ce  qui  est  impossible. 

Eerenons  à  notre  objet.  Il  peut  se  présenter  deui^.  circons- 

tanoes: 

Oubùiij  les  logarithmes  ne  sont  employés  que  «omme  un 

mojen  plus  simple  de  trouver  la  valeur  numérique  de  l'exprès- 

ôçn;  c'est-à-dire  que  le  calcul  par  logarithmes  est  alors  un 

calcul  purement  auxiliaire ^  et  son  emploi  n'est  pas  indii^pen- 

a*  —  i* 
«Me.  Td  est  le  cas  o&  se  trouve  l'es  pression  yas   ■    ■       ^ 

,  qui  pourrait  être  calculée  directement,  sans  le  secours  des  lo- 
garithmes. Elle  est  négative,  puisqu'on  a  supposé  a<([6;  mais, 
si  Pou  yeut  absolument  calculer  sa  valeur  par  logarithmes,  on 
Joit  commencer  par  en  changer  le  signe ,  ce  qui  donite 

•L 21;     d'oà     l.î^ ^  =  l.(6+a)+l.(ft  — a)  — l.r, 

c  c 

expression  qui  ne  renferme  plus  que  des  logarithmes  de  nombres 

abidas;  et  lorsqu'on  a  obtenu  la  valeur  numérique  de  ,. 

c 

il  suffit  de  prendre  le  résultat  avec  le  signe  — -. 

Ou  bien,  l'emploi  des  logarithmes  est  indispensable  pour  trou- 
ver la  valeur  d'une  inconnue,  et  alors  I.  C*—  m)  dénote  une  absur- 
dité ou  une  impossibilité  de  la  question. 
JSoii,  par  exemple ,  l'équation  3'=  —  9. 
En  appliquant  les  logarithmes ,  on  trouve  x  l..  3  =  1.  —  9, 
équation  absurde;  et  en  effet ,  à  quelque  puissance  que  l'on  élève 
3i  U  est  impossible  de  produire  --9. 
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Résumons  :  Toutes  les  fois  qu'en  employant  les  logarithmeSf 
on  a  pour  but  de  trou\er  plus  simplement  la  valeur  numérique 
d'une  expression  proposée,  1.  ( — m')  indique  seulement  un  ou 
plusieurs  changemens  de  signe  à  faire  subir  aux  quantités  qui 
entrent  dans  l'expression  proposée,  ayant  qu'on  ne  lui  applique 
le  calcul  logmithmi que. 

Mais  si ,  pour  résoudre  une  équation ,  on  est  obligé  d'avoir 
recours  aux  logarithmes,  l'expression  1.  ( — jn)  est  un  symbole 
d'absurdité  analogue  aux  racines  de  degré  pair  des  quantités 
négatives. 

22g,  Proportions  ei  progressions  par  quotient. 

bc 
Soît  d'abord  la  proportion  albll  c  lx)onen  déduit  x =—  , 

d'oà,  en  appliquant  les  logarîtlimes ,  1.  x  =  1. 6  +  1.  c —  La, 
ou. .  . .  •  • • 1  a.  l  &  :  Ic.lx, 

ce  qui  prouve  que,  fi  quatre  nombres  forment  une  proportion^ 
leurs  logarithmes  forment  une  équidijfèrencej  dont  le  4*  terme 
est  le  logarithme  du  4*  terme  de  la  proportion. 
Soit  maintenant  une  progression  par  quotient 

i^  a  l  h  \  c  l  d  :  e   :  f\  g  \  h   l 

Il  résulte  de  la  dcûnition  (n^  >99)>  qu'on  peut  l'écrire  ainsi: 

a      h       c       d       e       f 
b       c       d      e       f      g 

d'où ,  prenant  les  logarithmes  de  part  et  d'autre, 

1  -  — 1-  — l  î  — 1  -~1  i- 
ou  bien, 

l.a—1.6  =  l.^r—l.c  =  l.c—l.c;=l.rf—l.^  =  1.^—1./, 
ou  bien  enfm ,  ^  la.  \b.  le.  W.  1^ ...  ; 

donc,  si  des  nombre.';  a,  b,  c,  d....  sont  en  progreMion-  par  jmo- 
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Unij  leurs  logarithmes  sont  en  progression  par  différence,  La 
•écîproquc  est  évidente. 

Cette  proposition  rapproclie  la  définition  algébrique  des  lo- 
;arîtliines  (n^  21 4)  de  la  définition  que  Ton  en  donne  en  Arith- 
nétique  :  les  logarithmes  sont  des  nombres  en  progression  par 
Ufférence  ^  correspondant  terme  pour  terme  à  des  nombres  en 
irogression  par  quotient. 

iV.  B,  Nous  avons  déjà  fait  connaître  ce  rapprochement  dans 
lotre  Traité  d'Arithmétique  (n^  280.) 

Cest  surtout  dans  la  résolution  des  questions  relatives  aux 
prc^ressions  par  quotient  que  l'emploi  des  logarithmes  est  utile. 

i\  Si  nous  appelons  u  le  dernier  terme  d'une  progression  par 
quotient,  on  a  (n^  aoo) 

usssaç"""*,  d'où  l.  tt  =  l.c  +  (/>  —  1)  ].q. 

Soit,  par  exemple,  proposé  de  trouver  le  2o^  terme  delà  pro- 

3       Q       ST 

gression  •  1  :  -  :  ^  :  -3^  :   ... . 

La  formule  devient 

1.1^  =  1.  I  +  19(1.3  — I.2)  =  i9(1.3  — 1.2),  [cari.  1=0], 
et  l'on  obtient^  tout  calcul  fait, 

1.1*=  3,3457339=1.  2216,84; 
d'où  z^z=  2216,84  à  0,01  près. 

2**.  Si  l'on  veut  insérer  entre  deux  nombres  donnes  a  et  i  un 
nombre  m  de  moyens  proportionnels,  on  a  pour  déterminer  la 
raison  (n^  206) ,  la  formule 

"7^      V  •      1            ^'b  —  ]a 
qsst/"'^    d'où     L  q  = ; . 

Soit  a:=:  2,  bs=z  i5f  m  =  5o;  il  vient  1.(7  =  -^ ^ ^  , 

et  l'on  obtient,  tout  calcul  fait,  1.^=0, 0171581=1.  1,040299; 
donc  ^  =  ï  7  ^4^*99* 
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Veut-on  calculer  tlircctcîmenl  le  ao**  moyen  propurlivnntl , 
qui  est  le  ai*  terme  de  la  progression  ;  l'on  a 


.Q/ff;    d'Où 


,              -       ,   ?.o  (lo-  i5  —  I?.) 
log  a  =  1.  2  H ~=- 


5i 


ou  ,  tout  calcul  fait,  1.  x  =  o,644i9>^  =  '•4>''î^74^;  ^'"**  ^^ 
2o*  moyen  proportionnel  est  4  >  4^74^9' 

3°.  On  a  trouvé,  \\^  201 ,  pour  Texprcssion  de  la  somme  fc 
termes , 

s='-z=2=?k::=i2;  d'oj,  i.s=i.fl+uy-,)-i.(9-.). 

q —  I  q  —  I  »        ï  ^T       / 

On  voit,  d'après  celte  formule,  (ju'il  faut  commencer  par  cal- 
culer l'expression  ç",  en  posant  1.  ç"==:«  1.  y,  apn\s  quoi  l'on  fii 
conclut  aisément  q" —  i,  et  par  suite,  I.  (y"  —  i).  Nous  aurons 
bientôt  occasion  d'applicjuer  cette  formnli!. 

4^  Connaissant  a  ^q  vXu  dans  la  formule  w  =  a^"~*,  on  pcul 
demander  la  valeur  de  «.  Or ,  on  a 

I.  ix  =  !.a  +  Q/i— ï)  I.  <7  j     don    w=  i  H . 

Soit  à  trouver  le  nombre  des  termes  de  !a  pro^^rcssion  dont  lo 
])remier  terme  est  3,  la  raison  2,  et  le  dernier  61 44*  O"  ^ 

^   I.6i44-1.  3  ^  3,3ii32C)C)5 

//=  1  -^ îpî =  1  +  -^ ^-'^^  =  1+11=12; 

l.  2  o,3oio2r)9C) 

33i 132995     ,  ,     ,,         ,  6 

(lequotu^nt  -^ ^^^  est  eiial  a  1 1  +  ;; ;  mais  on  ne- 

'  30102999  °  3oio299<) 

i^li^c  la  fraction,  comme  provenant  de  l'emploi  deslogaritlimes). 

23o.  Questions  relatives  à  V intérêt  composé.  Une  des  appli- 
cations les  plus  importantes  des  logaritbmes ,  est  celle  qu'on  en 
fait  aux  questions  sur  l'intérêt  de  l'argent* 

pBEBnÈRE  QUESTION  GENERALE.  Une  sommt  quelconque  étant 
placée  pendant  un  certain  temps,  à  un  taux  d'intérêt  déterminé, 
4-t  EN  iNTÉRÊr  cOMPosi':,  c\'bt-à'dirc  dans  la  huppusition  que 
r intérêt  de  chaque  année  s'accumniv  arec  leatpital  de  l'anucf 
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précédente j  on  demande  ce  que  doit  devenir  cette  somme  au  bout 
du  temps  donné  ? 

Désignons  par  a  la  sounne  placée,  par  n  le  nombre  d'années, 
et  par  r  l'intérêt  que  rapporte  i  fr.  par  an  (  ce  n'est  autre  chose 
que  le  loo*  tlu  taux  <lc  rintcn'it  de  loo  fr.). 

Puisque  I  fr.  rapporte;  r,  une  somme  a  rapportera  ar,  au 
bout  d'un  an;  ainsi,  à  la  lin  de  la  première  année ,  le  capital  a 
sera  devenu  a  +  ar,  ou  a  (i  +  '')• 

Soit  c(i  +  0  =  ^  >  ^'6  nouveau  capital  deviendra,  au  bout 
de  la  seconde  année,  a  {t  +  r)-,  donc  le  capital  primitif,  ou  Oj 
sera  devenu  lui-même  a'  (i  -f-  r) ,  ou  a(i  -t-  r)*. 

On  obtiendrait  de  môme ,  au  lK)ut  de  la  3*  année ,  o(  i  +  z")^, 

et  en  géoéral,au  bout  de  la /i**'"*'année, a{i+rY, 

Donc,  en  exprimant  par  A  cette  valeur,  ou  aura  l'équation 

A  =  a(i+r)«,     d'où     I.A  =  1.  a4-wXl.(i  +/•). 

Application»  On  demande  ce  qu'une  somme  de  3o  ooo  fr., 
placée  eu  intérêt  composé,  à  raison  de  5  pour  loo,  doit  rap- 
porter au  bout  de  3o  a  us  ? 

Il  suffit  de  faire,  dans  la  formule  précédente, 

;    5 
a  =  3oooo,     /i=:3o,      r= =  o,o5; 

lOO 

ce  qui  donne 

1.  A  =  I.3oooo  +  3ol.  (i,o5). 
1.  I  ,o5  =  o,02i  1897.99  ; 

3ol.  i,o5  =  0,63567897 
1. 3oooo  =  49477^2'^^ 

1.  A    =   5,11280022   ^rz   1.    129658,27. 

Donc  A  =  129958',  27. 

La  formule  /V  =  a  (i  +  r)",  renfermant  quatre  quantités  <7, 
Tynjky  donne  la  solution  de  quatre  problèmrs  différeus  : 

1".  Déterminer  A,  conmiissant  a,  r  crMi;  c'est  la  qucslion 
<|ue  l'ou  vient  de  résoudre. 

2".    Dtiermincr  lu  somme  qu'il  faudrait  phiccr  acturlh  ■ 
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mentj  pour  j^eHrêP^  au  bout  de  n  années j  une  somme  Aj  en 
Bupposant  le  capital  placé  en  intérêt  composé ,  à  raison  de 
r  pour  1  /r. 

Or,  de  Téquatiou  A  =  a(i  +  r)",  on  déduit 

I.a=l.A— 7il.(x  +  r); 

et  cette  nouvelle  formule  donnera  la  valeur  de  a. 

Cette  seconde  question  constitue  la  règle  ^escompte  oom- 
posée;  car  elle  revient  à  trouver  la  valeur  actuelle  d'une  somme 
A  payable  dans  n  années ,  en  ayant  égard  à  l'intérêt  de  la  somme 
et  aux  intérêts  des  intérêts. 

3".  VéUrminer  le  taux  d'intérêt  auquel  on  doit  placer  une 
somme  a,  pour  retirer,  au  bout  de  n  années^  en  intérêt  com- 
posé j  une  autre  somme  A* 

m 

La  formule  serait  i  +  r=  \/  —,  d'où  l.(i  +  r)  =  -^ —» 

Connaissant  i  +  r,  on  en  déduirait  facilement  r,et,  par  suite, 
le  taux  d*intérét  pour  loo  fr. 

4**«  Enfin ,  déterminer  le  temps  pendant  lequel  une  somme  a 
doit  être  placée  en  intérêt  composé ^  à  raison  de  r  pour  l  fr,j 
pour  rapporter  une  somme  A . 

La  formule  serait     n  =  -^, V  • 

1.(1+ r) 

Si  Ton  voulait  que  A  fût  double,  triple,  quadruple 

de  a  y  la  formule  se  simplifierait. 

Soit  en  effet     A=  Z'.a ;     la  formule     A  =  a  (i  +  r)" ,     se 

réduit  à     X-a  =  û  (  i  +  r)',    d'oi    /*  =  ,       '       -  ; 

c'est-à-dire  que  la  valeur  de  n  est  iiulépendante  du  capital 
placé  primitii^ement 

Seconde  question  o£n£ralb.  Déterminer  quelle  somme  il 
faudrait  placer  actuellement  pour  recevoir j  à  la  fin  de  chaque 
année  J  une  somme  déterminée  b,  de  manière  à  être  entière^ 
ment  remboursé  du  capital j  des  intérêts  du  capital  et  des 
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intérêts  des  iniéréts,  après  un  nombre  n  vP années,  t^ intérêt  étant 
à  rpour  ifr.par  an? 

Soit  a  la  somme  clierclicc ,  ce  capital  deviendrait  y  au  bout 

de  n  années  y  «(i+r)". 

11  faut  donc  qu'en  déterminant  ce  que  les  sommes  payées 
chaque  année ,  deviennent  au  bout  de  la  n^^^'y  la  somme  des  ré^ 

sultats  soît  égale  à  a  (i  +  0** 

Or  y  b  donné  à  la  fin  de  la  première  année  y  ou  au  commence- 
ment de  la  seconde,  devient,  au  bout  de  la  /i'^"',  b  (i  +/•)"""'. 

De  même,  b  donné  à  la  fin  de  la  seconde  année ,  ou  au 
commencement  de  la  troisième,  devient,  au  ]x>ut  de  la  rà^'^* ^ 

On  trouTcrait  de  mcmc  i(i+r)"""^,  A(i-}-r)»"^...  i(i  +r)  ,  ô, 
pour  les  Taleurs  des  autres  sommes  6,  au  bout  de  la  n^^""'  année. 
On  a  donc  Téquation 

a(i+r)«  = 

mais  le  second  memlirc  de  cette  équation,  considéré  dans  un 
ordre  inverse,  est  évidemment  la  somme  doè  termes  d'une  pro- 
gression par  quotient ,  dont  le  premier  terme  est  &,la  raison 
i+r,  et  le  nombre  des  termes  ii. 
Ainsi ,  cotte  somme  a  pour  expression  (n®  201), 

i+r — I  r  ' 

donc  enfin,  l'on  a  l'équation 

OU,  appliquant  les  logarithmes, 

La  =  I.Ô  +  l.[(i  +  r)«— i]  — l.r  — /il.(i+r). 

Cette  nouvelle  formule  renfermant  quatre  quantités  a,  h,  r,  «, 
donne  aussi  lieu  à  quatre  problèmes  diiFérens. 
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Voîcî  les  énoncés  de  plusieurs  questions  qui  se  rattachent  aui 
précédentes. 

On  demande  pour  combien  d'années  on  doU placer  une  somme 
a ,  en  intérêt  composé ^  à  S  et  à  lo  pour  loo,  pour  doubler  cette 
somme  ? 

(  Bép.  à  5  p.  3 ,  i4"'  2"''";  à  10  p.  I,  7'»«'  3"*"'.) 

On  demande  la  somme  que  l'on  doit  placer  à  présent j  pour  re- 
tirer pendant  12  ans  et  à  la  fin  de  chaque  année  j  une  somme  de 
iBoo  fr,j  de  manière  à  être  remboursé  entièrement  du  capital  et 
des  intérêts  au  bout  de  ces  douze  années j  l'intérêt  étant  'j^  5o' 
p.  l  par  an? 

{Bép.  ii6o2,gi.) 

Cn  particulier  a  acheté  un  bien  de  i  ooooo  fr.,  qui  doit  être 
payé  en  i5 paiemens  égaux  j  en  ayant  égard  aux  intérêts  des  in- 
térêts ;  le  taux  pour  cJutque  inten^alle  de  paiement  est  deSp.^, 
On  demande  de  combien  sera  chaque  paiement j  ou  Ui  quotité 
de  chaque  paiement? 

(/.V/7.  9634,22.) 

L'n  nombre  donné  d'hommes  a^  augmente  tous  les  ans  de 
la  centième  partie  de  ce  qu'il  était  Vannée  précédente  ;  com- 
bien Jaut-il  d'années  pour  que  ce  nombre  devienne  10  fois  plus 
grand? 

(  Rép,  ?.3i*"*'  environ.) 

On  tire  chaque  jour  d'un  baril  de  100  pintes  de  vin  j  une  pinte 
</u*ofi  remplace  au  fur  et  à  mesure^  par  une  pinte  d'eau;  dé-' 
fenninerj  i°.  combien  de  vin  il  restera  dans  le  baril,  lorsqu'o^t 
aura  remplacé  la  So**  pinte;  2**.  dans  combien  de  jours  le  vin 
sera  réduit  à  la  moitié ,  au  tiers  ou  au  quart? 

f     liéponse  à  la  première  partie  de  la  qucàliori ,  GoP'"^^'  -  .       \ 
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Iiépi)nseaL}ii  srcondc  partir,  69''^""  pouj-  h\  ir.oih'r,  lOf)/*"''* 
pour  lo  tiers,  ot  i38^*""  pour  lo  qunr!. 
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§  V.   Séries  logarithniqiœs  et  exponentielles. 

La  méthode  exposée  n"  209,  pour  résoudre  l'équalîon  a^=:bj 
saflisaît  pour  doimcr  une  idée  de  la  construction  des  tables  de 
logarithmes;  mais  crtte  incthotle  est  trcs  laborieuse  et  mémo 
iiupraticable^  lorsqu'on  veut  déterminer  la  valeur  de  x  avec 
un  grand  degré  d'approximation.  Les  analystes  out  découvert 
des  méthodes  beaucoup  plus  espcditives,  soit  pour  eonstcuirc 
de  nouvellea  tables,  soit  pour  vérifier  celles  qui  existent  déjà. 
Cci  méthodes  consistent  dans  le  développement  des  logarithmes 
cil  série. 

23 1.  Soit  j  un  nombre  dont  on  demande  le  logarithme  déve- 
loppé en  série;  et  appliquons  la  méthode  des  coelTieiens  indé- 
terminés (n**  189). 

11  est  d'abord  visible  que  Ton  ne  peut  supposer 

car  s!  Ton  Tait  )'  =  o,le  premier  membre  se  réduit  (n^aig) 
à  l'infini  nègaiif  ou  à  Vinfini  positif j  suivant  que  la  base 
est  plus  grande  ou  plus  petite  que  i  ;  tandis  que  le  second 
membre  se  réduit  à  A,  qui  devrait  alors  être  de  môme 
nature. 

On  ne  peut  supposer     h  j'  =  A^  +  By*  -}"••••> 

puisque^  =  0  donne         1.  o      ou     —  00  =  o  ; 

niais  si  Ton  met  y  sous  la  forme  i  +  x ,  et  qu'on  pose 

1.(1  +  .r)  =  Ax  +  Bx»  +  Cx5+  Dx4  +. . .  .(1),  1 

en  faisant  x  =  o ,  l'équation  1.  1  =  0,  qu'on  obtient,  ne  prt- 
senle  plus  aucun  caractère  d'absurdité. 

Tâchons  donc    de   déterminer   les  coefliciens  A,  B,  C. . .  . 

Pour  cela,  imifonsle  procédé  suivi  (n"  190),  et  remplaçons  x 

par  z\  il  vient 
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l.(i+z)  =  Aa4-Ba*+G53  +  Dz.*  + (2). 

Retranchons  l'équation  (2)  de  l'équation  (1);  on  obtient 

1.  (I  +x)— 1.(1 4 a)=A(x— z)+B(x*— a»^)+C(x'— 33)+.... (3). 

Le  second  membre  de  celte  équation  est  divisible  par  x  — z; 
Yoyons  si,  par  quelque  artifice^  on  ne  pourrait  pas  mettre  ce  fac-' 
teur  en  évidence  dans  le  premier. 

0:,oaal.(.+^)-l.(i+.)=l.f±-^  =  l.(.  +  f=^) 

mais  pouvant  être  regardé  comme  un  seul  nombre  u,od 

i-\ — ^-- J,  comme  l.(i+x), 
ce  qui  donne, 

Substituons  ce  développement  à  la  place  dcl.(i+Jr) — !•  (*+2&)> 
dans  Téquation  (3),  cl  divisons  les  deux,  membres  parx  — «j 
il  vient 

A.' ; hB.-; ; -+C.- ! --.•  .  • 

=  A  +  B(x  +  2,)  +  C(x"  +  xz  +  z^)  +. . . . 

Puisque  celle  équation  doit,  ainsi  que  les  précédentes,  se  vé- 
rifier quels  que  soient  x  et  z  ,  posons  x=:z',  il  en  résulte 

;  =  A  +  2Bx+3Ca:»  +  4Dx3  +  5Ex^  +. . .  ; 


1  4-  X 

d'où,  cbassitkit  les  dénominateurs  et  transposanl, 


o  =  A  +  2B    I  X  +  3C 
—  A+  A  +2B 


x*+4D  I     x3  +  5E 
+  3C  I         +  4D" 


a*+., 


l''i!;al<int  chacun  des  coenicicns  des  diverses  puissances  de  x  à 
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lêro,  on  obtient  la  série  d'équations 

A-i— A=o,  2B  +  A=o, 30+28=0,  4D+3C=o,.... 

à'oh 

A_A    R_     ^    r-     ^'^-j-^    n-     3C_     A 
A_A,B=--,C=-3-=+3-.D=-— =--^... 

La  loi  de  la  série  est  évidente:  le  coeHicient  du  n"*'  terme  est 
^al  kzp  — ,  suivant  que  n  est  pair  ou  impair-,  on  obtient  donc 
enfin  ,  pour  le  développement  de  1.  (i  +  x) , 

L(i  +x)=Ax  —  ^x'  +  ^x^  —  j  x*  +  ... 

~*V  a  +  3         4^^5        6+--; 

N,  B.  Par  la  méthode  précédente,  les  coefficîens  B,  C,  D, 
E. . . .  ont  tous  été  déterminés  en  fonction  de  A;  mais  ce  der- 
nier coefficient  est  reslé  complètement  indéterminé.  Or,  cela 
doit  être,  d'après  la  nature  de  l'expression  que  l'on  s'est  proposé 
de  développer  ;  car,  puisqu'on  peut  former  une  infinité  de 
systèmes  de  logaritlimes,  il  faut  qu'il  e^iisle,  dans  le  développe- 
ment général  de  1.  (i  +  x) y  une  quantité  tout-à-fait  arbi- 
traire, qui  serve  à  distinguer  les  systèmes  les  uns  des  autres. 
D'ailleurs,  on  a  vu  (n°  218)  que  les  logarithmes  d'un  même 
nombre,  pris  dans  deux  systèmes,  ne  difïèrent  que  par  un  fac- 
teur, constant  pour  tous  les  nombres;  ainsi  »  la  quantité  indéter- 
minée doit  être  un  facteur  commun  à  toute  la  série.  C'est  donc 
avec  raison  que  l'on  a  trouvé 

Le  nombre  A  est  (n**  218)  le  module  dont  la  valeur  particulière 
caractérise  le  système  de  logarithmes  que  l'on  veut  considérer. 

aSa.  L'hypothèse  la  plus  simple  qu'on  puisse  faire ^  consiste  à 
supposer  A=  1;  ce  qui  donne,  en  désignant  par  r(i-t-x),  ce 
système  particulier  de  logarithmes, 

24 
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j^        :r^        j**         jf*         x*^ 

''(•+-)  =  — ?+3-f +  5  -g-+--  ^5)- 

Si  l'on  donne  à  x  toutes  les  valeurs  possibles ,  on  formera  suc- 
cessirement  tous  les  logarithmes  de  ce  système,  qui  a  reçu  k 
nom  de  Système  naturel  ou  Système  népérien  (du  nom  de  l'in- 
venteur des  logarithmes).  Occupons-nous  de  la  formation  de  ce 
système  9  puisqu'il  sera  facile  d'en  déduire  ensuite  tous  les  autres, 
soit  en  donnant  à  A  différentes  valeurs,  soit  par  la  formule  da 
n«  218. 

Faisons ,  dans  la  série  (5) ,     x  =  o  ;     il  vient     T  i  =  o. 

Soit  eucorex=i  ;  il  en  résulte  r2 = i f-  0  "~7  +  F"" > 

204^ 

série  très  peu  convergente ,  qui  exigerait  que  l'on  jprtt  un  très 
grand  nombre  de  termes  pour  obtenir  une  approximation  suffi- 
sante )  il  faudrait,  par  exemple ,  prendre  les  cent  premiers  termes 
pour  avoir  la  valeur  de  Vu,  k  0,01  près  (n°  i84).  En  général  Ja 
série  ne  saurait  donner  les  logarithmes  des  nombres  en  tiers  9 
puisqu'on  obtiendrait,  pour  tout  nombre  au-dessus  de  2,  une 
série  dont  les  termes  iraient  en  augmentant. 

Voici  les  principales  transformations  que  les  analystes  ont 
effectuées  pour  conduire  a  des  séries  convergentes  et  propres  à 
donner  les  logarithmes  des  nombres  entiers ,  qui  sont  les  seuls 
qu'on  doive  placer  dans  les  tables. 

Première  transformation.  Soit  fait ,  dans  la  série  (5) ,  x  =  -  ; 
on  obtient ,  en  ol>servant  que  Y  (i  +  -  J  =  l'  (  j^^-  x)  —  Yy^ 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  une  série  d'autant  plus 
convergente ,  que  y  est  plus  grand  ;  d'ailleurs  le  premier  membre 
exprime  la  différence  de  deux  logarithmes  consécutifs.  Ainsi ,  en 
faist'tnt  successivement     y  =z^y3j  ^^  5...,  ce  qui  donne 
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l'4-l'3  =  ^  _^g+^-^+.... 

1-5 -i'4  =  ;-.•-  +  -! ^4-.... 

.La  première  série  donnera  le  logarithme  de  3 ,  au  moyen  du 
logarithme  de  2,  la  seconde,  le  logarithme  de  4»  en  fonction 
du  logarithme  de  3. . . ,  et  ainsi  de  suite.  Le  degré  d'approxi- 
mation pourra  toujours  être  apprécié  (n**  184),  puisque  les 
séries  sont  composées  de  termes  alternativement  positifs  et 
négatifs. 

Seconde  transformation.  On  parvient  à  des  séries  beaucoup 
plus  convergentes,  par  le  moyen  suivant  : 

x^     x^     sc^ 

Substituons  dans  la  série     17 1  +  ar)=  x  — f--^ 7  +...., 

"^  2        3        4 

— -  X  à  la  place  de  a;  j  il 

i/x  N  a:*      x^      x*  , 

vient 1  (1— x)= — X -z 7-+...., 

234 

et  retranchons  ces  deux  séries  Tune  de  l'autre;  on  obtient,  en 
observant  que     r(i  +  x)  — r(i— x)  =  F.î-^, 

..  1  -4-  X  /         x'        a?        x^        x9  \ 

Pour  que  le  second  membre  soit  une  série  très  convergente, 
îl  faut  qne  x  soit  une  fraction  trcs  petite,  et  dans  ce  cas, 

I  "4"  X 

est  plus  grand  que  l'unité,   mais  en  difiFere  fort  peu. 

I  "4"  X  1 

Posons  donc  =  i  +  -     (z  étant  un  nombre  entier  )  : 

I — X  « 

a  Tient      (i  -f-  x)  »  =  (i  —  x)  (»  4-  1); 
d*ou.  réduisant ,       x  = ; — . 

2Z  +  I 
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Donc  la  série  précédente  devient  T  (  i  +  -  j  ou 

Cette  série  donne  également  la  dîiïcrcnce  entre  deux  logarithmes 
consécutifs  ;  mais  elle  converge  beaucoup  plus  rapidement  que 
la  série  (6). 

Soit  fait  successivement         2=1,  2,  3,  4>  S****;     <>^ 

trouve  l'a  =  2(i  +  ^'-3  +  g-'p  +  -'^ +;..), 

Soit     2  =  100;  il  eu  résulte 

r  loi  =  r  100  4- 2  ( — f-ô7 — Ti+FT — ^+-  ••  )> 

^^       \20I  3(201)^         5(20l)^  /' 

d'où  Ton  voit  que  le  logaritlmie  de  100  étant  connu,  le  pre- 
mier ternie  de  la  série  suffit  pour  donner  celui  de  ici  ,  avec 
sept  chiffres  décimaux. 

Il  existe  encore  des  formules  bien  plus  expéditives ,  qui  servent 
à  donner  des  logarithmes  en  fonction  d'autres  déjà  connus; 
mais  ce  qui  précède  suffit  pour  donner  une  idée  de  la  facilité 
avec  laquelle  on  pourrait  construire  des  tables. 

233.  I^s  logarithmes  népériens  étant  calculés^  il  est  facile 
de  former  un  tout  autre  système. 

Par  exemple  ,  pour  former  le  système  ordinaire ,  il  faut 
(n^  218)  multiplier  chaque  logarithme  népérien  par  le  module 

p — .  Ce  nombre  a  été  calculé  avec  tout  le  degré  d'approxi- 
mation que  l'on  peut  désirer,  et  sa  valeur  en  décimales  est 
0,434^944^ ^9**'* 9  c'est  le  modulé  propre  à  passer  du  sjsUme 
naturel  au  système  dont  la  base  est  10. 
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Ge  modale  exprime  d'ailleurs  le  logarithme  ordinaire- dk  la 
base  du  système  népérien;  car  en  appelant  e  cette  base,  on  a 
l'équation  «^''"'ss  lo;  d'où,  prenant^les  logarithmes] dans  le 
système  ordinaire, 

l'io  X  1..*==  1.10=1  i     donc,     l.e  =  p —  =  0, 43429*  •  .  .  . 

Comme  les  tables  ordinaires  sont  censées  construites ,  on  peut 
s'en  seririr  pour  déterminer  à  quel  nombre  correspond  le  loga- 
rithme ci-dessus,  et  l'on  trouve 

0,4342944^^9-  •  •  •  =1.^=1.21,7182818284.  .  . 
Ainsi I  «  =  2,7182818284.  ... 

Nous  allons  bientôt  parvenir  à  ce  même  résultat  par  une 
autre  Toie. 

234.  Dépeloppem^nt  en  série  de  l'exponentielle  a*.  La  liaison 
qui  existe  entre  les  quantités  exponentielles  et  les  logarithmes 
[liaison  qui  consiste  en  ce  que,  a  représentant  la  base  d'un  sys- 
tème de  logarithmes,  x  est  (n®  2i4  )  le  logarithme  de  l'expres- 
sion a-'J  ,  nous  conduit  à  chercher  s'il  ne  serait  pas  possible  de 
développer  a*  suivant  les  puissances  de  x  j  ce  qui  donnerait  alors 
le  développement  d'un  nombre  en  fonction  de  son  logarithme, 
question  inverse  de  la  précédente. 

Supposons  donc  ce  développement  trouvé,  et  soit 

a*  =  i  +Aa:  +  Bje+Cj:r*4-Dx+.i-.  .  .  .  (1); 

ai  Fon  fait     a:  =  o,    l'équation  se  réduit  à     a*  =  i,     résultat 
exact;  ainsi  cette  forme  de  développement  est  admissible. 

Pour  déterminer  A,  B,  €,  D.  .  .  .,  remplaçons  x  par  2.; 
il  vient 

a*  =  I  +  Az  +  B;&*  +  C2.3  +  D2;4  -f-,  .  .  .  (ajj 

retranchant  ces  deux  équations  l'une  de  l'autre,  on  a 

a'— a*=ACx— a)+B(jc'— a»)4.C(x3— a"0+D(a:*— *0+-(3)» 

^nation  dont  le  second  meiitbr«  est  divisible  par  x-—  s;  ainsi 
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il  feut  tâcher  de  mettre  ce  facteur  en  éridence  dans  le  premier. 
Or,  on  peut  mettre  a*  —  a*  sous  la  forme  (^(a*"* —  i);  donc 
si  l'on  remplace ,  dans  la  série  (i) ,  x  par  x  —  »,  il  vient 

a'(a»-*—i)  =  a*[A(x  —  z)  +  B(x  —  z)*  +  C(x  —  z)» +  ...,]. 

Substituant  dans  l'équation  (3),  à  la  place  de  a'^^a*^  la 
valeur  qu'on  vient  d'obtenir ,  et  divisant  les  deux  membres  par 
x^— s,on  trouve 

û*[A  +  B(x— z)  +  C(x  — 3)*4-  .  .] 
=  A  +  B(x  +  z)+C(x*  +  X2i  +  **)+.  .  .  .; 

faisons  maintenant  xr=z%  dans  cette  dernière  équation  ;  elle  se 

réduit  à     û'.A  =  A  +  2Bx  + 3Gx*  +  4Dx3  + 5Ex*+ , 

ou,  remplaçant  a'  par  son  déloppement  (i) , 

A+A^x+ABx'+ACx' +..-.  =  A  +  2Bx+3Cx*  4- 4Dar\... 

Égalons  séparément  les  coelficiens  des  mêmes  puissances;  on  ob- 
tient les  équations 

A  =  A,    A»=2B,    AB  =  3C,    AC  =  4D.  .  .; 

d'où  l'on  déduit 

._A       B-^*       C-^'        D-     ^' 
A  =  A,    B_-,     C_^,     D_j^3^. 

lia  loi  de  la  série  est  manifeste^  le  terme  qui,  dans  la  série  (i), 

A* 

en  a  /»  avant  lui,  a  pour  expression  — s-t . 

On  voit  que  tous  les  coefiiciens  B,  G,  D sont  exprimés  en 

fonction  du  coefficient  A,  qui  reste  encore  indéterminJ ^  c'est-à- 
dire  que  la  méthode  qui  vient  d'être  suivie  ne  suffit  pas  pour  le 
faire  obtenir;  mais  il  n'en  a  pas  moins  une  valeur  iîxc ,  qu'on 
trouve  par  l'artifice  suivant  : 

On  peut  mettre  a*  sous  la  forme  (i  +  a  —  i)'  =  (i  +  J)', 
en  posant ,  pour  plus  de  simplicité,  a  — -  i  =  6.  Et  en  dévelop- 
pant (i  +  by,  d'après  la  formule  du  binôme ,  on  a 

2  2  O 
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Si ,  daiK  cedéveloppemeut ,  on  ne  tient  compte  que  de  la  par- 
tie afiectée  de  x ,  il  est  facile  de  reconnaître  que  cette  partie  est 

/,       6*      63      ^4      i5  \ 

ég^tleàffr ^"5""";:"^'^""  y"^'   '®°  coefficient  est 

d'ailleurs  représenté  par  A, dans  lasérie(i);donc,si  l'on  rem- 
place 6  par  a-— i  ,  on  a 

A=a-i h  —3 ^ +....=*. 

(  Il  est  d'usage  de  représenter  par  k  ce  second  membre.) 

Substituant  A  à  la  place  de  A  dans  les  valeurs  trouvées , 
de  B,C,D....,  et  reportant  ces  valeurs  dans  la  série  (i),  on  ob- 
tient enfin,  pour  le  développement  de  a*, 

235.  Conséquences,  Si  dans  cette  série,  on  suppose  x=  i, 

elle  devient  a=.+ft4-^  +  -;^^3-+  ,.^.3.4+ 5 

d'oà  l'on  Yoit  que  a  est  exprimé  en  fonction  de  k\  de  même  que 

l'on  aTait  déjà  k  en  fonction  de  a,....  ft=a  —  i  —  ^ f-. . 

Cela  posé,  cherchons  la  valeur  particulière  de  a,  correspon- 
dante à  fc  =  i|,  et  désignons  par  e  cette  valeur  particulière;  on 

ï  '  » 

trouve  e  =  1  +  I  -1 + 


1.2^1.2.3   ^1.2.3.4      

série  assez  convergente,  dont  les  douze  premiers  termes  donnent 
e=2, 7182818,  à  090000001  près  (*). 

(^)  11  Gsiaifë  dedcmontrerque  cette  sëriecst  le dévoloppementd^m  nombre 

UrCOMMRlfSUEÀBLE. 

D^abord ,  e  ne  pent  être  un  nombre  entier,  car  on  a  cTidcmmcnt 
or  celte  dernière  série  est  ane  progression  parcjnoticnt,  dccroiMantc  à  rinlîni, 
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Ce  nombre  e  qui  correspond  à  k=i ,  étant  très  remarquable, 
cberchons  le  développement  de  e* ,  il  suflit^  pour  cela,  de  faire 
dans  la  formule  (4)  ,  a-=^e,  et  /c=  i  ;  ce  qui  donne 


1.2       1.2.3        1.2.3.4 

Les  deux  quantités  générales  a  et  &  ont  entre  elles  une  autre 
relation  à  laquelle  ou  peut  parvenir  par  le  moyen  du  nombre 
particulier  e. 

£n  eiïet,  soit  posé  dans  Téquation  (4)>  x=:  r ;  on  trouve 

a-»=.+.+  ^  +  ^3  +  ^-^H- ;ma«on« 

déjà  e=ri  +  1  H ^ â"f--  •  •  •  >  donc  a*=tf,  ou  bien. 


qui  (no  ae3}  a  pour  limite  Vunilé,  On  a  donc 

d'uù  Ton  Toit  que  e  est  un  nombre  compris  entre  a  et  3. 

Je  (lis,  en  second  lieu,  qu^uucun  nombre  fractionnaire  eiact  ne  peut  expri- 
mer la  valeur  de  e. 

En  effet,  soit,  s^il  est  possible,  e  cgnl  à  -r»  n  cUnl  un  nombre  entier  <m, 

mais  >  I  j  et  poussons  la  série  jnsqu^h  ce  qu^on  parvienne  aux  termes  dont  les 
dénominateurs  renferment  le  facteur  /i.  On  aura 

TO__       .    '    ,      '      .  ,  '  , l . 

où ,  multipliant  les  deux  membres  par  a.3.4  •  •  •»  » 

a. 3. 4 n  —  1 .  m  = 

{u.2.3.4...n  +  3.4...«  +  4-5...'»4-...4-«+i      -j 
"*■  ^^n  "^  (/i  -m;  (/i  4-  -2)  "^  (/n-i)I7i +^(7h^31  ■^'"  •  J 

mais  le  ptcmior  membre  de  celte  égalité  cbt  un  nombre  entier;  il  en  est  de 
même  de  lu  partie  du  «econd  membre  qui  est  placée  sur  la  première  ligne 
horizontale;  donc  il  faut  que  la  seconde  partie  soit  aussi  un  nombre  entier. 
Or  cela  est  impossible ,  car  cette  série  a  évidemment  Une  valeur  moindre  que 
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Si  l'on  prend  les  logarithmes  des  deu:s  membres  de  cette 
équation ,  dans  le  s}^stl^me  dont  la  base  est  6,  il  rient,  à  cause  de 

1.  e=i  ,  1.  a=ft, 

ou, remplaçante  par  sa  valeur  a— i — -^ 1- — .., 


^n-n        ,        (n-iY      (a-if      (a-i)* 
et  si  Ton  pose  a=  i  +x ,  d*oii a —  i  =:x,  on  obtient 


or*  ,   x^ 


X^        CCr 


série  identique  avec  celle  qui  donne  les  logarithmes  naturek  ou 
népériens  (n®  282). 


celle  de  la  progression 


'        +        ' 


dont  la  limite  (nP  ao3)  est  - . 

Donc  enfin ,  IVgalitc  —  =  a  -f- \ --,  -f ,     est  elle-  même 

n  1.2        i.a..i.4 

impossible;  cl  la  base  e  ne  saurait  être  c'gale  h  un  nombre  commensurable. 

N,  B.  Le  calcul  pr<fcédent  peut  servir  à  estimer  la  limite  de  Verreur^e 
Ton  commet  en  prenant  pour  valeur  de  e  les  n  premiers  termes  de  la  série. 

Car  cette  erreur  (que  nous  appellerons  T  )  est  égale  à 

2.3.4./i(/i-f-i)'*"a.3.4...n(rt-f-  i)(/i  +  3) 
c^est-&-dire  que  Ton  a 


T=:._ î r-î-+ ! ^ 

a.3.4. . ./»  Vn 4- 1       (/i  4- 1)  («  H- a) 


-f 


(«H-i)(/i  +  a)(/i4-3) 
mais   nous   avons   vu   que   la   série    entre    parenthèses   est   moindre   que 


-.  On  a  donc 


T< 


2.3.4...n"' 

ce  qui  prouve  qu'on  peut  toujours  prendre  n  assez  grand  pour  que  l'er- 
reur T  soit  au-dessous  de  toute  grandeur  donnée. 

{Noie  communiquée  par  M,  Pommics.) 


Z^8  NOTE 

D^oJ!  Ton  voit  que  e  ou  2 , 7 1 828 18...  est  la  base  du  systëme 
népérien,  résultat  auquel  on  est  parvenu  (n®  a33).  11  suit  en- 
core de  là  que  le  développement  des  exponentielles  en  série  con- 
duit aux  séries  logarithmiques. 

Nous  verrons,  dans  le  dernier  chapitre ,  les  conséquen.ces  que 
l'on  déduit  de  toutes  ces  formules. 

Calcul  de  l'erreur  que  l'on  commet  en  établissant  la  proportion 
que  prescrit  l'usage  des  tables.  (  Voy,  u°*  2ai  et  2aa.) 

236.  Four  ne  rien  laisser  ^  désirer  sur  la  théorie  des  loga— 
rithmes,  nous  nous  proposerons  d'examiner  jusqu'à  quel  point 
la  proportion  de  l'usage  des  tables  est  exacte.  Mais  auparavant, 
il  est  bon  de  faire  quelques  remarques  sur  les  différences  qui 
existent  entre  deux  logarithmes  consécutifs. 

Premièrement,  On  a  trouvé  (n®  232) , 

Désignons  par  m  le  module  o,4342-.-  par  lequel  il  faut  (n®  233) 
multiplier  jr(^+ 1),  pour  avoir  les  logarithmes  ordinaires 
1.  (j^  +  O;   i^  ▼îent 

d'où  Pon  voit  déjà ,  que  la  différence  de  deux  logarithmes  con- 
sécutifs diminue  à  mesure  que  les  nombres  augmentent. 

Secondement.  G)mine  ti»,  ou  0,434^...,  est  <  -  ,  il  en  résulte 


I  I      .      I 


«•(j'  +  l)~l.J'<--^  +  gy 


d'ailleurs,  on  sait  (n®  184)  que  le  premier  terme  —  de  cette  se- 

^y 

rie  e.st  numériquement  plus  grand  que  la  série  tout  entière» 
donc,  à  plus  forte  raison ,  on  a  1.  (j'-H  0  —  '•  .y  <  — • 
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Soit    y=ioooo;     on  a    —  = =  o.ooooS: 

•^  2,y      aoooo 

aÎDÂ,  pour  tous  les  nombres  au-dessus  de  loooo ,  la  diffirethce 
de  deux  logarithmes  consécutifs  est  moindre  que  la  moitié  de 
ViMiitè  du  quatrième  ordre  décim^aL 

Ceci  explique  comment  on  a  pu  placer  dans  une  seule  page 
des  tables  de  Callet  un  aussi  grand  nombre  de  logarithmes; 
puisque  les  trois  premiers  chiffres  décimaux  sont  nécessairement 
communs  k  plusieurs  logarithmes,  il  suffisait  d'écrire  une  seule 
fois  ces  trois  chiffres  et  de  placer  ensuite  les  quatre  derniers 
chiffres  correspondant  à  la  variation  du  nombre. 

Troisièmem^nL   Soient  i^z=z\.{y  -^-i) — l.j^==  1,^21 et 

^e=:L(^-f-a)  —  1.  (^4"  i)=:l.'î--r--;  comme  on  a 

î±l,y:^^r+^+^  ^,  +  -1—,  U  en  résulte 

o\x,  remplaçant  y   par  ^(^  -f~  2)>  dans  la  série 

'•(■+i)="(i-S7+ ). 


^~*'-'^iw+^)'~ly'{y  +  ^y'^~-V' 


d'où  J*— ^<r  — ; ; — Tt  puisque  Ton  a  /?»<-  ,  et  que   le 

premier  terme  de  la  série  est  (n*  184)  plus  grand  que  la  série 
tout  entière. 

Cela  posé,  soit  v=  loooo:  on  trouve  ^ — ^  < 7 ; 

^      ^ .       */  ^  200040000  ' 

ainsi,  la  différence  entre  deux  différences  consécutives  de  loga- 
rithmes de  nombres  au-dessus  de  10000,  est  moindre  que  V unité 
du  huitième  chiffre  décimal,  — 

'Voilà  encore  pourquoi  l'on  a  pu  placer  dans  les  tables,  pour 
tous  les  nombres  au-dessus  de   10000,  les  différences   entre 
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deux  logarithmes  consécutifs.  On  peut  regarder  ces  diiFérences 
comme  constantes  pour  un  grand  nomL>re  de  logarithmes, 
puisque  la  Tariation  d'une  différence  k  l'autre  ne  porte  que 
sur  le  neuvième  chiure  décimal ,  et  que  les  tables  n'en  renfer- 
ment que  sept. 

Conséquences  des  propositions  précédentes.  Admettons  pour 
un  instant  que,  pour  tous  les  nombres  au-dessus  de  loooo,  à 
des  accroissemens  égaux  de  nombresj  correspondent  des  aC' 
croissemens  égaux  de  lo^arithmesj  ce  qui  est  sensiblement 
exacte  d'après  ce  qu'on  vient  de  reconnaître  ;  je  dis  alors  que 
Von  peut  établir  une  proportion  entre  des  différences  de  nombres 
et  des  différences  de  logarithmes. 

Soient  en  efiet  /let  7t+  >  deux  nombres  entiers  consécutifs 

au-dessus  de  loooo  y  n  +  -  un  nombre  fractionnaire  inter- 
médiaire;  on  peut  toujours  regarder  les  trois  nombres  n, 
7i  +  -,    71-f-i    comme  faisant  partie  d'une  progression  par 

différence,  dont  le  premier  terme  est  ti,  la  raison  -,    le   terme 

de  rang  p  +*i,  n  -^  --^  et  le  terme  de  rang  9  -f-  i ,  n  -f-  -, 
ou  71  -f*  I  \  en  sorte  que  l'on  a 

T  n./l-j .71-1-  -.  .  .  .  7X+--  .  .  .  71+  ï« 

9       ^  n 

Or,  l'on  a  supposé  que  les  différences  entre  les  Ic^arithmes 
des  nombres  entiers  consécutifs  sont  sensiblement  égales*,  donc^ 

à  fortiori^  les  différences  entre  les  logarithmes  de  n,    7i-f-  -, 
71  +  -. . . ,  peuvent  être  regardées  comme  égales;  ainsi,  en  dé- 
signant par  ^  la  différence     1.  (  7iH — j —  1. 71,    on  aura  pour 
les  logarithmes  correspondans  à  la  série  ci-dessus, 

T  ln.I/t+  «T.  l7i  +  2«^. . .  In+pi". . .  In  +  qi'  ou  1  (ii  +  1)  ; 


38t 
et  II  est  yîsîble  qiie^  dans  ce  cas^  on  a  la  proportion 

{n  +  i)—n  :  (n+^y-n::  {l.n+'qi") —In  :  (l./l+JD<^)— l.n; 

car  on  trouve,  en  réduisant,    il-:;  (J^lpi",  on  q  l  p  II  q  Ip. 

287.  Calculons  maintenant  l'erreur  que  l'on  commet  en  éta- 
blissant cette  proportion.  (Ce  qui  suit  est,  à  quelques  modiijca- 
tîons  près,  extrait  d'un  ouvrage  de  Bertrand  deGeoève.) 

Refprenons  les   trois  nombres  n,     ii+-,        n+  1^       et 

f 
soient     b,     b  +  -,c,      ^  +  c,      leurs    logarilbmes  ;  on  sup- 

o 
pose   f<g. 

Désignons  par  a  la  base  du  système  de  logaritbmes  que  l'on 
considère.  On  a,  d'après  la  déRnition  des  logaritbmes, 

Or,  on  tire  de  la  dernière, 


n+\  /î+ï  ,    1 

'"■^?"~""7i        '■^^' 


d*oû,  élevant  à  une  puissance  de  degré -,     a^   =z{  i-j — j    > 
et  multipliant  par  a^  =  n , 

/  / 

a^r%  ou    n+?.  =  n(\  +  ^y. 

Développons  actuellement  cette  dernière  égalité,  d'après  le 
binôme  de  Newton,  dans  le  cas  de  l'exposant  fractionnaire 
(n®  i83) ,  et  supprimons  le  terme  n  qui  est  commun  aux  deux 
membres;  on  trouve 

P—f^f  s-f   >   ,/  ?-/    ->'?—(   l__     r,v 
9    s    s     ^s     ^     s     ^S        2«      " 
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ou^  multipliant  les  deux  membres  par  c, 
Pc-Cc—f€=I   f+Z   €=/    ^^-Z'    i._        (:,) 

y       ér      ér    V     '*     ^     V         3^*       71* 

Or,  si  l'on  remarque  que  dans  ces  deux  séries,  i**.  les  termes 
Tont  en  diminuant  et  diminuent  d'autant  plus  rapidement  que 
n  est  un  nombre  plus  grand;  2**.  que  les  termes  sont  alternati-< 
yement  positifs  et  négatifs,  il  en  résulte  nécessairement  (n^  1 84), 
que  Ton  a 

^      g      g      H     ^ 
9        g         g      ^      ^ 


Si  l'on  considère  la  première  inégalité,  comme 

g      V 


g'   %8r    '* 

peut  se  mettre  sous  la  forme  -  (i  —  -j  .  —  et  que  le  produit 
-  r  I—  -^  J  est  tout  au  plus  (rem.j  u?  i  oo)  égal  ^  t,  il  s'ensuit  que 
la  différence -—  -  est  moindre  que  s---  I^e  même,  on  a 

q         g        on 

Cela  posé,  pour  résoudre  la  première  question  relatiyeà  l'u- 
sage des  tables,  on  établit  la  proportion  : 
I  .    différence  entre  deux  nombres  consécutifs    n-f- 1    et    n, 
esta   c,    différence  entre    1.  (n+i)    et    1.  (/*), 

comme    £,     différence  entre    i»  +  -    et    n, 

q  q  ' 

est  à  un  4™*  tenne  Xj  qui  est  censé  devoir  exprimer  ce  qu'il 
faut  ajouter  à     1.  ti     f>our  obtenir  le  logarithme  de    n  +  -; 

q 

c'est-à-dire,     i  :  c  ::  ^  :  x,    d'où  x  =^c.    Or,  la  vraie 

^  q 
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▼aleur  de  la  différence  entre  1.  ( /i-f"    )    ^     ^•^p     est,    par 

f 
liypotbëse,  exprimée  par     -    c  ;      donc ,    en   sabstituAnt   le 

o 

4"*  terme ,  -  c ,  à  la  place  de  -   c ,     on   commet   une  er- 

reur  moindre  que  ^.     Mais  on  a  tu  (n^  236)  que,  dans  les 

tables  dont  la  base  est  lo^   si  n  est  au-dessus  de  loooo,  la 

différence  entre  deux  logaritbmes    consécutifs    est  moindre 

que  la  moitié  de  l'unité  de  l'ordre  du  4°'*  cbiffre  décimal  y 

-        .      .     c         ^         .    j  OyOOOoS 

ou  Oyooooo:  ainsi   —  est  momdre  que  -5 ou 

'2/1  ^  ,     00000 

0,00000000069  c'est-à-dire  moindre  que  l'unité  da  g™*  ordre 

décimal.  Ainsi,  l'erreur  commise  ne  peut  influer  sur  le  7'"*  chiffre 

décimal  da  logarithme. 

Pour  le  second  problème ,  on  dit  : 

Cy  différence  entre  deux  logarithmes  consécutifs, 

est  à  i,  différence  entre  les  nombres, 

f       .    , 
comme  -  c,  différence  entre  le  logarithme  donné  et  le  plus 

o 

petit  des  deux  qui  le  comprennent 

eH  à  un  4'""*  terme  x,  qui  est  censé  exprimer  ce  qu'on  doit 
ajouter  au  plus  petit  nombre  /i,  pour  avoir  le  nombi-e  cherché; 

f  f 

ou  bien,     c  :   i  ::  ^  c  :  a: ,     d'où     x  =  -i-. 

f 

Ainsi ,  le  nombre  demandé  serait     n  +  -  ,   tandis  que  l'on 

devrait  avoir  7i+">  pour  la  valeur  de  ce  nombre,  ce  qui 
donne,  en  vertu  de  la  relation  (i)  et  de  l'analyse  cî-desstis> 
une  erreur  moindre  que  o"J  et    si ,   comme  on   le  suppose  y 

»  est  >  10000,  cette  erreur  est  au-dessous  de  g J    en 
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f  f 

sorte  que ,  réduisant    «^  ,  ou  plutôt  ,-clCj    en  fraction  déci* 

maie,  on  peut  pousser  ropéralion  jusqu'aux  10000'*"% mais  paf 
àu-dcIà. 

a38.  iV.  B,  Cette  approximation  que  donne  la  théorie  ^ 
pour  le  second  problème,  souffre  des  modifications  dans  la 
pratique ,  et  l'on  ne  peut  compter  que  sur  l'exactitude  des 
deux  premiers  chiffres  décimaux.  Cela  tient  à  ce  que  la  dif- 
férence c  n'est  donnée  que  par  deux  ou  trois  chiffres  au 
plus,  dont  le  premier  à  gauche  est  du  5'"**  ordre  décimal, 
tandis  que  cette  différence  (  tous  les  logarithmes  étant  in- 
commensurables) devrait  être  composée  d'un  nombre  infini 
de  chiffres,  dont  on  néglige  ceux  qui  suivent  les  deux  ou  trois 
premiers.  Or,  l'on  sait  que,  dans  urie  division  arithmétique,  si 
l'on  supprime  les  derniers  chiffres  à  droite  du  diviseur  et  les 
chiffres  correspondans  du  dividende,  on  altère  le  quotient;  et 
l'on  n'est  bien  certain  que  de  l'exactitude  des  deux  premiei'S 
chiffres  à  gauche. 

Observons  encore  que,  dans  tout  ce  que  nous  venons  de  dire, 
nous  avons  supposé  que  l'on  eût  entre  les  mains  les  tables  de 
Callet.  II  sérail  facile  de  calculer  les  erreurs  auxquelles  donne 
lieu  l'emploi  de  tables  moins  étendues. 
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CHAPITRE  VII. 

Théorie  générale  des  Équations. 

Introduction,  Lms  plus  célèbres  analystes  se  sont  occupés  du 
problème  de  la  résolution  des  équations  d'un  degré  quelconque 
4  une  seule  inconnue;  mais  jusqu'ici  leurs  efforts  ont  été  in- 
IruGtueax,  par  rapport  aux  équations  d'un  degré  supérieur  an 
quatrième.  Cependant  les  rccbercbes  qu'ils  ont  faites  à  ce  sujet 
Io0  ont  conduits  a  des  propriétés  communes  aux  équations  de 
t0iM  les  degrés ,  dont  ils  ont  ensuite  tiré  parti ,  soit  pour  ré- 

i,     ioadre  certaines  classes  d'équations,  soit  pour  ramener  la  ré- 

.  folution  d'une  équation  donnée  k  celle  d'autres  équations  plus 
^juafles.  Kous  nous  proposons ,  dans  ce  chapitre ,  de  faire  con- 

^    H^lllrc  ces  propriétés  et  leur  usage ,  pour  faciliter  la  résolution 

^  -èfik  équations. 

5  P'.  Dimsihilité  des  Fonctions  entières.  Propriétés 
générales  des  Équations.  Théorie  complète  du  pbi^ 
grand  commun  diviseur. 

mnsiBiLZTé  des  fonctions  entiches. 

^^,  %3g.  Le  développement  des  proprictcs  relatives  aux  équations 

^Sb  ta>ua  les  degrés,  nous  conduira  à  des  polynômes  d'une  nature 

l^i^icnlière  et  toute  différente  de  celle  des  polynômes  que  nous 

^«ivons  eu  occasion  de  considérer  dans  le  premier  cbapitrc.  Ce 

'Aoot  des  expressions  de  la  forme 

Ax"»  +  Bx"»-»  +  Cjç"-'  -f . . .  +  Tx  +  U  , 

-A«ns  lesquelles  m  est  un  nombre  entier  et  positif^  mais  dont  les 
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ooefficiens  A,  B,  G.  • . .  T,  U,  désignent  des  quantités  quel- 
conques,  c'est-à-dire  des  quantités  entières  on  fractionnaires, 
commensurables  ou  incommensurables.  Or,  dans  la  dlTisioc 
algébrique,  telle  que  nous  l'avons  exposée  (chap.  I**),  on  a  poar 
but  ',  étant  donnés  deux  polynômes  entiers  par  rapport  à  toutes 
Jes  lettres  et  aux  nombres  particuliers  qui  y  entrent,  de  trouver 
un  troisième  polynôme  de  même  espèce^  qui^  rruUtiplié  par  le  <^ 
coïidj  reproduise  le  premier. 
Mais  y  si  l'on  a  deux  polynômes 

Ax-  +  Bx"—  +  Cr^»  +.  • .+  Tx  +  U, 
.      A'x*  +  B'x— '  +  Cx-—  ^...+  Tx+  U', 

qui  ne  soient  nécessairement  entiers  que  par  rapport  à  x,  et 
dont  les  coefiiciens  A,  B,  C.A^  B',  C,...  soient  queloonques, 
9n  peut  se  proposer  de  trouver  un  troisième  polynôme^  de  même 
forme  et  de  même  nature  que  les  deux  précédens,  qui,  multi- 
plié par  le  second j  reproduise  le  premier. 

Le  procédé  pour  cfTectuer  cette  diyision  est  anal<^e  à 
celui  de  la  division  ordinaire  ;  mais  il  y  a  cette  différence 
que,  dans  celle-ci,  U  prunier  terme  de  chaque  ditfidende 
partiel  doit  être  exactement  di'visible  par  te  premier  terme  du 
diviseur;  au  lieu  que,  dans  la  nouvelle  espèce  de  division,  on 
divise  le  premier  tenue  de  chaque  dividende  partiel  (  c'est-à- 
dire  la  partie  affectée  de  la  plus  haute  puissa/u:e  de  la  lettre 
^Hfwrpale) ,  par  le  premier  Icrnic  du  diviseur,  sans  s'iaquiéter 
si  le  coefiicicnt  du  quotient  partiel  correspondant  est  entier 
ou  fractionnaire  j  et  Ton  continue  l'opérât  ion  y/^^u^à  ce  qu^on 
obtienne  un  quotient  quij  multiplié  par  le  diviseur,  atiéantisse 
le  dernier  dividende  parlielj  auquel  cas  la  division  proposée 
est  dite  exacte  \  ou  bien ,  jusqu'à  ce  qiu:  l'on  parvienne  à  a» 
reste  de  plus  faible  degré  que  celui  du  diviseur^  par  rapport 
à  la  lettre  principale  ,  auquel  cas  la  division  est  regardée 
comme  impossible,  puisqu'en  poussant  plus  loin  l'opération, 
on  obtiendrait  des  quotiens  renfermant  la  lettre  principale 
avec  des  exposans  négatifs^  ou  cette  même  lettre  en  dénomi- 
nateur j  ce  qui  serait  contre  la  natuie  de  la  question  ,  qui 
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«xige  que  le  quotient  soit  de  même  forme  que  les  polynômes 
proposés. 

240.  Pour  distinguer  les  pol}T)omes  entiers  par  rapport  a  ' 
une  lettre  y  x  par  exemple  >  mais  dont  les  coefTiciens  sont  queT- 
Gonquesy  des  polynômes  ordinaires,  c'est-à-dire  des  polyntaics 
entiers  par  rapport  à  toutes  les  lettres  et  aux  nombres  parti* 
culiers  qui  y  entrent ,  nous  conyiendrons  de  désigner  les  pre- 
miers sous  la  dénomination  de  fondions  entières  ^  x;  et  nous 
appellerons  dwisêurs  relatifs  de  ces  polynômes  d'autres  poly- 
nômes de  même  nature,  qui  les  diyisçnt  exactement ,  dans  le 
sens  que  nous  menons  d'établir. 

241  •  Il  résulte^  ces  définitions  que  ^  dès  qu'une  fonction  en- 
tière de  X  a  pour  diviseur  relatif  un  autre  polynôme  de  même 
txi^kot  y  U  produit  <U  ce  diviseur yar  un  fhcteur  quelconque  in- 
dépendant de  la  lettre  principale,  est  encore  un  di\fiséur  reîàiif 
du  premier  polynôme. 

En  e£fet,  supposons  que  l'on  ait 

Ax»-t-Br-'+...  +  U_  

A'*-  +  B'x-'+. . .  +U'      -^  ^     +trx--     +...  +  U. 

Soit  R  un  facteur  quelconque  indépendant  de  x;  on  a  né- 
oeasairement 

KCA'x-H-B'x— -I-...+U')  ~  K  ''^  ^  K  ^  ■^'i:"^  K  ' 

et  le  second  membre  de  cette  identité  est  une  fonction  entière 
de  X  j  donc  K  (A'x"  -f^  B'x"^*-f- )  est  diviseur  relatif  de 

Ax»  +  Bx«-*+-  ... 
Ce  qu^ilfallaié  prouper. 

Cela  posé,  nous  allons  démontrer,  sur  la  divisibilité  (JieifonC" 
tions  entières^  quelques  principes  analogues  à  ceux  qui  ont  été 
établis  en  Arithmétique  pour  les  nombres  entiers. 

242.  Pbsmiesi  nuKcm.  Toute  fonction  •nlière-  D ,  qui  dipiae 
exacUgment  le  produit  A'X.B  de  deux  autres  fonctions  entières, 

25.. 


388  niTuiBiuTi 

et  qui  est  première  apec  l^une  d'elles^  A,  par  exemple,  divise  nir 

cessairement  l'autre  B. 

(Oa  Jit  que  deux  fondions  entières  sont  premières  entre  elles  lorsqu'elles 
B^ont  aucun  diviseur  commun  en  x.) 

Démonstration,  D'abord  >  si  A  est  indépendant  de  x,  la  pro- 
position est  évidente;  car  soit,  d'après  l'énoncé, 

é^  =  Px-+Qa:— +....  +  TX  +  U; 

on  a  y.en  divisant  les  deux  membres  par  A , 

B=^.+9^.H.....+  ï.+«. 

Or ,  A  étant ,  par  hypothèse  ,  indépendant  de  j? ,  le  se- 
cond membre  de  cette  équation  est  une  fonction  entière. 
Donc,  etc. 

Supposons  maintenant  que  A  soit  fonction  de  x,  et  de 
degré  plus  élevé  que  D. 

Divisons  A  par  D;  on  a  Féquation 

A  =  DQ  +  R (I), 

(le  reste  R  est  différent  de  o,  puisqu'on  suppose  A  et  D  pre« 
miers  entre  eux.) 

Multipliant  par  B  et  divisant  ensuite  par  D  les  deux  membre» 
de  l'équation  (i)  ,  on  en  déduit 

Or,  —rr  et  BQ  étant  des  fonctions  entières,  il  doit  en  être  de 

BR 
même  de  -^-^  c'est-à-dire  que  D,  diviseur  relatif  de  AB,  Test 

aussi  de  BR  *,  et  si  R  était  indépendant  de  x ,  comme  cela  pour- 
rait avoir  liea,.  la  prppo^ition  se  trouverait  démontrée  d^apièa 
ce  qqi  a  cté  dit  tout  à  l'heure. 
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Mais  soît  encore  K  fonction  de  x,  et  divisons  D  par  H;  on 
obtient  la  nouvelle  équation 

D  =  R(y  +  R\...  (a). 

(R'est  différent  de  o,  car  autrement  D  serait  divisible  par  R^ 
et  il  en  serait  de  même  de  A,  en  Ycrtu  de  l'équation  (i)  ;  ainsi 
A  et  D  auraient  un  facteur  commun  en  x  |  ce  qui  serait  contre 
rfajpo  thèse.) 
On  déduit  de  Téquation  (2) , 

BRQ'       BR'. 

or,  le  premier  membre  B  »  et  la  première  partie  ■■  ^    du  se** 

cond  membre,  sont  deux  fonctions  entières;  donc,  il  doit  en  être 

BR' 
de  même  de  -=r-  ;  c* est' à-dire  que  D ,  diyiscur  relatif  de  AB  et 

de  BR,  l'est  nécessairement  de  BR'  *,  et  si  R'  était  indépendant 
de  X,  le  tbéorèmc  serait  démontré. 

Mais  en  supposant  encore  R'  fonction  de  x,  on  peut  dv- 
iriser  R  par  R',  ce  qui  donnera  un  nouveau  reste  R",  diffé-i* 
rent  de  o,  sans  quoi  R',  diviseur  relatif  de  R  ,  le  serait  de 
D^  en  Yertu  de  Végalité  (2) ,  et  par  suite  de  A ,  d'après  l'é- 
galité (i);  donc  A  et  D  auraient  un  facteur  commun  en  x^ 
ce  qui  serait  contre  Fhypotbèse.  On  sera  donc  conduit  à  cette 
nouTcUe  conséquence ,  que  D ,  diviseur  relatif  de  AB ,  BR  '^ 
BR',  l'est  nécessairement  de  BR".  ■     :  • 

Observons  maintenant  <!}ue  les  degrés  en  ee  des  restes  R  , 
R',  R'.. .  •  vont  en  diminuant;  donc,  comme  on  ne  peut  ob- 
tenir un  reste  nulj  immédiatement  après  un  reste  fonction 
de  X  (car  ce  serait  supposer  que  ce  dernier  reste  ^rak  dî- 
riseur  relatif  de  D  et  de  A  )  ,  on  doit  parvenir  k  un  reste 
R^O  indépendant  de  jc  ,  et  tel  que  le  produit  BxR^"^  suit  di- 
visible par  D;  ce  qui  ekige  que  B  lui-même  soit  divisible 
par  D. 

N,  B,  On  a  supposé  A  de  plus  haut  degré  que  D;  s'il  eq 
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^it  autrement,  on  diTÎserait  D  par  A^  du  reste,  les  opérations 
et  les  raisonnemens  seraient  les  mêmes. 

a43.  Conséquence.  Toute  fonctiçB  entière  ly,  première  avec 
deux  ou  plusieurs  autres  fonctions  entières  j  A  ^  B,  C... ,  ne  peut 
diviser  léUr produit.    ■■'■    ■ 

Car,  pour  qiiè  D  divisât  ABC. ..  ou  A  X  BC. . .,  comme 
elle  est  première  avec  A ,  il  faudrait  qu'elle  dirisât  BC ...  ;  de 
même ,  pour  diyîser  BC.  . .  ^  ou  B  X  CE. . . ,  il  faudrait  que  D 
divisât  CE. ..  •  On  prouverait  ainsi  que'^D  devrait  diviser  la 
dernière  fonction  entière;  ce  qui  serait  contre  la  supposition. 

244*  Second  principe.  Thute  fonction  entière  D,  du  i'^  de' 
gré  en  ii>^  qui  divise  le  produit  AB  de  deux  autres  fonctions 
entières j  doit  nécessairement  diviser  Vune  de  ces  deux  fbnc" 
tio/is. 

En  effet ,  supposons  que  D  ne  divise  pas  A ,  il  ne  peut  être 
que  premic?r  avec  A  ;  donc,  en  vertu  du  princii>e  du  n*  24^» 
P  doit  diviser  B. 

245.  CoNsfiQUENCEa.  I**.  Toute  fonction  entière  Y}\y  dui*^  de* 
gré  tnHy  qui  divise  A%  et  en  général^  une  puissance  quel* 
conque  A"  cPune  fonction  entière  A,  doit  diviser  A.  Car,  A* 
esit  la  même  .chose  que  AxA;  or,  tout  polynôme  du  i'' 
degré  enXy  qui  divise  ce  produit,  doit,  diaprés  le  second 
principe ,  diviser  l'un  des  facteurs. 

Ce;  môme,  A^  étant  V^gal  à  AX  A*,  tout  polynôme  du  i" 
degré  'en  x,  qui  divise  A^,  doit  diviser  A  ou  A*;  et  ainsi 
de  suite. 

p.'*.  Si  X  et  B  sont  deux  fonctions  entières  de  x  premièree  entre 
.eUfSj  A"  et  lîT'  sont  aussi  des  fonctions  premières  entre  elles,  . 

Car,  tout  polynôme  du  \"  drgré  e/}X,.qui  diviserait  à  la 
fois  A"  et  B"%  devrait  diviser  A  et  B,  ce  qui  serait  contre  la 
supposition.. 

■'  24^-  T^OïsiîîMB  PRINCIPE.  Toute  fonction  entière  Èi,  y  qui  est 
divisilfle  par  deux  on  plusieurs  autres  fonctions  entières  D, 
ly,  D'  .  . .  ,  premières  entre  vUes^i  est  divisible  par  leur  pix^ 
dnk  DD^T)\.  .  . 
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En  eOetyOn  a,par  hypothèse,  A  =DQ ,  Q  étant  une  fonction 
entière;  or,  D'  divisant  A,  doit  diriser  sa  râleur  DQ  ;  et 
oomoie  D'  est  premier  avec  D,  il  doit  diviser  Q,  et  Ton  a 
QssD'Q';  d'oii,  substituant  dans  l'expression  de  A^  •  •  • , 
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A  =  DD'Q',ou  ljien,=r=v"=Q'j  fond  ion  entière.  De  même, 

D*  divisant  A,  doit  diviser  DD'xQ';  mais  il  est  premier 
avec  chacun  des  polynômes  D,  D',  et  par  consc<jucnt  avec 
Diy  ;  donc  D"  doit  diviser  Q^  et  Ton  a 

Q'  =  D'^Q",  d'où  A  ^  DD^D^Q', 

ou  bien,  DmF=^'' 

Et  ainsi  de  suite. 

3147.  Conséquence.  Si  d,  d',  d*.  .  .  étant  des  Jonctions  en- 
tièrêB premières  entre  elles j  une  autre  fonction  entière  Aj  a  pour 
diviseurs  relatifs  particuliers j  certaines  puissances  de  djd\  d*... , 
sapoir^  d",  d'"',  d''"".  ,.yle  même  polynôme  A  est  divisible  par 
le  produit  d* .  d'"' .  d''"".  .  . ,  et  par  tous  les  polynômes  qu^on 
peut  former  en  multipliant  deux  à  deuxj  trois  à  trois.,.,  les  di^ 
verêèê  puissances  de  d ,  d'^  d^. .  . . ,  comprises  depuis  la  pre^ 
mière  jusqù!à  celle  dont  le  degré  est  marqué  par  n  pour  d  ^ 
par  ik  pour  d'. . . . 

Car  dy  rf',  cf.  . .  étant  des  polynômes  premiers  entre  eux, 
îl  en  .^t  de  même  de  d\  d\  .  • .  d'^^  d^.  ...  (n*  24^);  dès 
lors  les  produits  deux  à  deux ,  trois  à  trois,  ....  sont  autant 
de  diviseurs  relatifs  de  A. 

248.'  ScHOLiE  ciKÉRAL.  lorsqu'une  fonction  entière  P  a 
été  formée  par  Ut  multiplication  de  plusieurs  autres  fonctions 
entière/à  F',  P'',  F*,  P*^ .  .  . ,  en  sorte  que  Ton  ait 

P=P'P''P-'FV..., 

cej)oly!nome  ne  peut  avoir  pour  diviseurs  relatifs  du  i*'  degré 
en  x,que  ceux  qui  entrent  dans  les'differens  pofynom'es  P,P', 
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P'. ,  .^ouUa  produits  de  ves  ditfUeurs  relatifs  par  dsa  facteurs 

indépendant  den» 

C'est  une  conséqueDce  évidente  de  tout  ce  qui  précèdes 
Nous  pouvons  actuellemeut  passer  a  l'exposition  des  pro*> 

prîétés  communes  a  toutes  les  équations. 

PROFBiiTis  gInérales  des  équations. 

^49*  Toute  équation  complète  du  degré  m  (m  étant  «n 
nombre  entier  et  positif)  ,  peut,  par  la  transposition  des  termes 
et  après  la  division  des  deux  membres  par  le  coeflicient  de  Jt^j 
être  ramenée  à  la  forme 

x«  +Px'»-»  +Qr'"-* -f- . .  .  +Tx+U  =  o; 

P,  Q,  R, . ..  T,  U  étant  des  cocfBciens  pris  dans  le  sens  algé- 
brique le  plus  général. 

Cela  posé,  Ton  appelle  racine  de  cette  équation  (vqy.  n**  g8)^ 
toute  expression^  de  quelque  nature  qu'elle  soit,  c'est-^-dirc^ 
numérique  ou  algébrique ^  réelle  ou  imaginaire^  qaij  substituée 
à  la  place  de  x  dans  l'équation  j  rend  son  premier  membre 
égal  à  o. 

aSo.  Une  équation  pouvant  toujours  être  considérée  comme 
la  traduction  algébrique  des  relations  qui  existent  entre  les 
données  et  l'inconnue  d'un  problème,  on  est  conduit  nata- 
rellement  à  ce  principe ,  que  toitte  iQUATioN  a  au  moins  une 
racine,  A  la  vérité,  les  conditions  de  l'énoncé  peuveilt  être  in- 
compatibles; mai^  alors  on  doit  supposer  que  l'on  en  serait 
averti  par  quelque  symbole  d'absurdité ,  tel  qu'une  formule 
renfermant,  comme  opération  nécessaire,  l'extraction  d'une 
racine  de  degré  pair  d'une  quantité  négative;  et  il  n'en  existe** 
rait  pas  moins  une  expression  qui ,  mise  «  la  place  de  x  dans 
l'équation  ,y  satisferait.  Nous  admettrons  donc  ce  principe,  que 
nous  aurons  d'ailleurs  occasion  de  vérilier  par  la  suite,  pour  la 
plupart  des  équations  (*). 

(^)  M.  Gancby,  professent  &  TÉcole  royale  Polytechnique,  a  donne,  dans 
ses  leçons ,  une  démonsiration  oomplèn  de  cette  proposition  \  mais  «Me  n'est 
pas  de  nature  &  trouver  place  lUns  les  Élémena. 


oju  équations;  3g3 

Voici  maintenant  une  nouvelle  proposition ,  qn^  Ton  peut 
regarder  comme  la  propriété  fondamentale  de  la  théorie  des 
équations. 

25i.  Première  novfiiiTi.  Si  a  est  raciae  de  V équation,»^ 
X»  +  Px"-*  +  Qx"""'  + . . .  +  U  =  o  ,  /^  premier  membre  de 
celte  équation  est  divisible  par  x  —  a  ;  et  réciproquement ,  si 
un  facteur  de  la  forme  x  —  a  dipise  le  premier  membre  de  la 
proposée^  a  est  racine  de  cette  équatioru 

En  effet,  essayons  la  division,  et  voyons  ce  qui  doit  avoir 
lieu  quand  on  pousse  l'opération  jusqu'à  ce  que  l'exposant 
dex  devienne  o  dans  le  premier  terme  du  dividende. 

(Cette  opération  est  de  la  nature  de  celle  dont  nous  avons 
l»rlé  n**  239,  puisque  a,  P,  Q sont  de  nature  quel- 
conque. ) 


-f-Ql 


+P|         +Po  -f-Pa— 


\ 


Pour  peu  qu'on  réflccliisse  sur  la  manière  dont  s*ol)liennent 
les  quotiens  partiels,  on  reconnaît  d'abord  ,  par  analogie,  et 
^Suîte  par  un  moyen  déjà  employé  plusieurs  fois  (  n"*  3t 
et  86) ,  une  loi  de  formation  pour  les  cocfficîcns  de  ces  divers 
quotiens;  et  l'on  peut  conclure,  i**.  qu'on  doit  avoir  m  quotiens 
partiels,  2".  que  le  coefficient  dû  m*'"*' qaolient ,  c'est-k-dîre 
de  a:*,  doit^é^re 

T  étant  le  coefficient  de  l'avant-dernier  terme  de  la  proposée. 
IkmCf  en  multipliant  le  diviseur  par  ce  quotient  et  réduisant 
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avec  le  dÎTÎdende,  on  obtient  pour  reste 

Or,  par  hypothèse»  a  est  racine  de  Féquation  ;  donc,  ce  reste 
est  nul^  puisqu'il  n'est  autre  chose  que  le  résultat  de  la  substi- 
tution de  a  à  la  place  de  x  dans  l'équation  ;  ainsi ,  la  division  si 
fait  exactement. 

Réciproquement ,  si  x — a  est  d i viseur  exact  de «'"+P*""'*-|-...t  j 
le  reste  a"  +  Pa*""*  +...  doit  être  nul;  ainsi  (n*  a^g),aeslt  ^ 
racine  de  l'équation. 

252.  Il  résulte  de  là  que,  pour  reconnaître  si  nn  binôme  de 
la  forme  x  —  a  est  diviseur  exact  d'un  polynôme  en  x ,  il  suffit 
de  Yoir  si  le  résultat  de  la  substitution  de  a  au  lieu  de  x ,  est 
égal  à  o. 

Réciproquement,  pour  s'assurer  si  a  est  racine  d'un  po- 
lynôme en  X  égalé  à  o ,  il  suffit  d'essayer  la  division  par  x  —  fl. 
Lorsque  la  division  réussit,  on  est  certain  que  a  est  racine  de 
l'équation. 

253.  Remarque.  En  jetant  les  yeux  sur  le  quotient  de  la  di- 
vision efiectiice  n*  25i ,  on  aperçoit  pour  les  coefficiens  la  loi 
suivante  :  Chaque  coefficient  s'obtient  en  multipliant  celui  qui 
le  précède  par  la  racine  a,  et  ajoutant  au  produit  le  coefficieni 
de  la  proposée^  qui  occupe  le  même  rang  que  celui  du  terme 
qu'on  veut  obtenir  dans  le  quotient 

Ainsi ,  le  coefficient  du  3*  terme,  a*-f-  Va  4*  Qi  est  égal  à 
(a  +  P)û  -|"Q>  ou  au  produit  du  coefficient  précédent  a  +  P| 
par  la  racine  a,  augmenté. du  coefficient  Q  du  3*  terme  de  la 
proposée. 

Le  coefficient  du  4*  terme  serait 

(fl«4.Pa  +  Q)a+R     ou     a' +  Pa»  +  Qh -f- R. 

Nous  aurons  quelquefois  besoin  de  rappeler  cette  loi,  qui 
d'ailleurs  est  facile  à  retenir. 

a54<  Seconde  PAoraÛTi.  Toute  équation,  à  une  seule  ineo»^ 
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%ueya  autant  d€  racines  qu*il  y  a  d^ unités  dans  t exposant  de 
\oti  degrés  et  ne  peut  en  avoir  davantage. 

Soit  x"+Px— "  +  Qx"^  +  ...Tjc  +  U=o,  réquatîon 
proposée. 

Puisque  (  &**  aSo  )  toute  équation  a  au  moins  une  radne ,  si 
Pon  désigne  par  a  la  racine  que  l'équation  précédente  comporte 
nécessairement,  son  premier  membre  est  (n®  sSi)  divisible  par 
X  —  a  I  et  Ton  a  l'identité 

a*+Px"'-'+...=  (x  — a)(x«-'+P'x«— 4-..0---(0- 
Mais  en  posant      x^"^  -f-  P'x"»""*  + .  -  •=  o , 

on.oblient  une  autre  équation  qui  a  an  moins  une  racine. 
Soit  b  cette  racine,  on  a  (n°  25 1) 

a-^'  +  Fx"-» +  ...=  (a:  — iXx^-'  +  P'x— 3+...), 

égalité  qui,  multipliée  membre  à  membre  avec  l'égalité  (i), 
ioone 

c"+Px"-'+...=Cx~a)  (x— i)  (x"-*+P''x«-3+...)...  (2). 

■  ]|^sonii«nt  sur  le  polynôme     a"»""* +P''x"'~^+'»'     comme 
wr  le  précédent ,  on  a  encore 

'  af'^^  +  P'x'"-3+...=  (x  — OCx'""-^+P'x-^*+...), 

|piltté>qui ,  multipliée  par  l'égalité  (2) ,  donne 

c^+Vx^-'+. .  .  =  (x— a)  (x— i)  (x— c)  (x"'-3+...)...(3). 

Remarquons  maintenant  que,  pour  chnquc  facteur  du  i" 
legré  eh  Jr,  mis  on  évidence,  le  degré  de  x  dans  le  polynôme- 
[uotient  diminue  d'une  unité.  Ainsi,  lorsqu'on  aura  fait  res- 
ortîr  m  —  2  facteurs  du  1'**  degré,  l'exposant  de  x  sera  re- 
luit à  TO— '  (m  — 2)  ou  2;  c'est-à-dire  qu'on  obtiendra  un 
loljnome  du  second  degré  en  x ,  qiii  (  n*  98  )  est  lui  -  même 
lécomposàble  dans  le  produit  de  deux  facteurs  du  i*'  degré, 
X — t)  (x  —  i^).  Or,  comme  on  aura  déjà  mis  m  —  ■%  fac- 
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teurs  du  i*'  degré  eu  évUlence,  il  s'ensuit  que  finalement  on 
a  Fîdcntîlé 

jpm^  p^-i  4_,..=  (x— a)  (x— i)  (x— c:...(x— *)  (x— /). 

D'oA  Von  voit  déjà  que  le  premier  membre  de  la  proponh  at 
décomposé  daris  le  produit  de  m  fadeurs  du  premier  degré 
en  X. 

Gela  posé,  comme  à  chaque  diviseur  du  premier  d^ré 
en  X ,  correspond  nécessairement  (n®  a5i)  ufie  racine  de  h 
proposée ,  il  s'ensuit  que  les  m  facteurs  du  premier  degré 
X  —  a,  X  —  b,  X  —  c...  donnent  pour  la  proposée  les  m  ra- 
cines a,  ^,  c.  .  •  . 

Il  résulte  d'ailleurs  évidemment  de  la  proposition  établie 
n®  248»  que  le  polynôme,  a:"*  +  Px**"'  +,  ,  .  ne  peut  atôir 
d'autres  diviseurs  relatifs  du  i*'  degré,  que  x  —  a,  jc  — A, 
X  —  c,.  .  .  .X  — it,  a? — ^/,  ou  le  produit  de  l'un  de  ces  divi- 
seurs relatifs  par  un  facteur  quelconque  indépendant  de  x.  Donc 
l'équation  cllc-raénic  ne  peut  avoir  pour  racines  que  a ,  fr^c.  .• 
k  ,/y  puisque  rcxistcnce  d'une  racine  «jdiflcren  te  de  c,6,  c^./, 
entraine  rcxislence  d'un  diviseur  relatif  x — et,  diSercnt  de 
X  —  a,x — i,....x  —  /;  ce  qui  est  impossible. 

Donc  enfin ,  toute  équation  du  degré  m  a  m  racineê,  et  ne  peut 
en  apoir  davantage, 

255.  Remarque.  Il  existe  des  équations  qui  1  en  apparence, 
renferment  moins  de  racines  qu'il  n'y  a  d'unités  dans  Fexpo* 
santde  leur  degré.  Ce  sont  celles  dont  le  premier  membre  eitfa 
produit  de  facteurs  égaux  ;  telle  serait  l'équation 

(x  — a)4(x— i)3(x— c)»  (x— d)=o, 

.•qui  n'a  que  quatre  racines  dilFérentes,  a,  i ,  c ,  J,  quoiqu'elle 
jsoitdu  10*  degré. 

Il  est  évident  qu'aucune  quantité  et,  différente  Aea^b  yC,d^ 
ne  peut  la  vériGer.  Car  l'existence  de  cette  racine  ce  entraî- 
nerait celle  du  diviseur  x — «,  dans  le  premier  membre,  ce 
qui  est  impossible  (n**  248),  puisque  x — «est  premier  avec 
X— a,  x^i,x— c,x — d. 
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Mais  la  proposée  n'en  a  pas  moÎDS  ^dix  racines  y  dont  quatre 
ont  égales  à  a^  trois  égales  à  &,  deux  égales  à  c,  et  une 
Ig^te  à  d. 

Nous  Terrons  par  la  suite  que  ces  sortes  d'équations  sont  plus 
Sidies  à  résoudre  que  celles  dont  les  racines  n'ont  entre  elles 
iQCune  relation  déterminée. 

a56.  G>NsiQU2NCE  de  la  seconde  propriété. 
Le  premier  membre  de  toute  équation  du  d<^ré  m  ayant  m 
lÎTiseurs  du  premier  degré  de  la  forme 

jp— fl,  a?— ■&,  jî— c,  .  . .  X— ^,  X— /, 

û  ron  multiplie  ces  diyiseurs  deux  à  deuxjtroia  à  troisj..*.  on 
ibtiendra  ainsi  {n?  247)  autant  de  diviseurs  relatifs  du  second, 
la  troisième...»  degré  en  x,  que  l'on  peut  former  de  combinai* 
tons  difierentes  avec  m  quantités  prises  deux  à  deux,  trois  à 
trois....  Or,  ces  nombres  de  combinaisons  sont,  comme  on  l'a 

ron*  190,  exprimés  par  m, ,  m, •  — r — . .  .  .  Ces 

produib  sont  d'ailleurs  (n®  ^48;  les  seuls  diviseurs  du  même 
ieffét  4^6  le  premier  membre  de  la  proposée  puisse  avoir,  à 
moins  que  l'on  ne  considère  ensuite  les  produits  de  ces  divi- 
Kurs  relatifs  par  des  facteurs  indépendans  de  x. 

Ainsi,  la  proposée  renferme  m  .  diviseurs  du  second 

Iflgré^  m.——   .   — 5 —  diviseurs  du  troisième  degré;  et  aînsk 
a  o 

le  soi  te. 

aS^.  GeicposmoN  des  équations.  Si ,  dans  l' équation  iden-*^ 
Ufue 

a-+Px"-*+...  =  (a:— a)  (x— i)  (x— c).,,.(x— /), 

m  effectue  la  multiplication  des  m  facteurs  du  second  membre 
(«o)'cin*  i5i),  et  que  l'on  compare,  terme  h  terme,  les  deux 
nembres,  on  parviendra  aux  relations  suivantes  entre  les  coef- 
ficiens  P,Q,n.. . .  T,  U,  et  les  racines  a,  b,c,., ,  kj  l,dclat 
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proposée,  saToir  : 


» 


_a_fc— c....— ft— /=P,  ou  a+fr +c •...+*+/=— P; 

ab-i-ac +  ....  + ht  ssQf 

'^abc — £ibd  •. .. — zA/=R,  ou  abc^abd, . . .  +'W= — R; 


dioAcd A/=U  ou  abcd W=±U. 

(On  a  placé  un  double  signe  dans  la  dernière  relation ,  prce 
que  le  produit — aX  —  6x  —  c...  X  —  /,  est  plus  ou  moinf 
abcd.., kl t  suivant  que  Téquation  est  de  degré  pair  ou  impair,) 

Donc,  I*.  La  somme  algébrique  des  racines  prises  ensigatt 
contraires^  est  égale  au  coefficient  du  second  terme;  ou  biefi|  la 
somme  algébrique  des  racines  elles-mêmes  est  égale  au  coeffir 
cientdu  second  ternu^  pris  en  signe  contraire, 

2^.  JLa  somme  des  produits  deux  à  deux  des  racines  prism 
apec  leurs  signes  respectifsjcst  égale  au  coefficient  du  tmisiémi 
terme, 

y,  La  somme  des  produits  trois  à  trois  des  racines  priées  tn 
signes  contraires j  est  égale  an  coefficient  du  quatrième  terme; 
Ou  bien,  le  coefficient  du  quatrième  ternie,  pris  en  signe  con' 
traire,  est  égal  à  la  somme  des  produits  trois  à  trois  des  Yacinet 
prises  avec  leurs  signes. 

Et  ainsi  de  suite. 

Enfin,  le  produit  de  toutes  les  racines^  prises  en  signes  co»^ 
traires,  est  égal  au  dernier  ternie;  ou  bien ,  le  produit  de  ioutei 
les  racines^  prises  ai^ec  leurs  signes  respectifs,  est  égal  au  def 
nier  terme  de  l'équation^  pris  apec  son  signe,  si  l'équation  est 
de  degré  pair,  et  avec  un  signe  contraire,  si  Téqualion  est  de 
degré  impair. 

Les  propriétés  démontrées  n®  g8,  par  rapport  aux  équations 
du  second  degré,  ne  sont  que  des  cas  particuliers  de  celles  qui 
Tiennent  d'être  établies.  Le  dernier  terme ,  pris  avec  son  sigMi 
est  égal  au  produit  des  racines  elles-mêmes;  parce  que  l'équa- 
tion est  de  degré  pair. 
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If.  B.  On  a  supposé  I  dans  tout  ce  qui  précMei  le  coefficient 
du  premier  terme  égal  à  Tuaité.  S'il  eu  était  autrement,  il  fau- 
drait, ayant  d'établir  les  relations  ci-dessus  entre  les  coeffîciens 
et  les  racines,  il  faudrait ,  dis- je ,  diviser  toute  Péquaiion  par  ce 
coefficient. 

TnéoRIB   COMFLÈTX  DU   PLUS    ORAND   COMMUN   DIVISSUM. 

a58.  En  réfléchissant  sur  les  propriétés  précédentes,  on 
aperçoit  une  certaine  analogie  entre  la  recherche  des  diviseurs 
relatifs  de  différens  degrés  d'une  fonction  entière  de  x  et  la  ré- 
solution d'une  équation.  £n  effet,  il  résulte  de  la  propriété  du 
n*  a54,  que  tout  polynôme  Ax^+Rr^-'+Cr^-^+^.+Tx+U 
est  décomposable  en  m  facteurs  du  premier  degré;  et  pour  ob- 
tenir cette  décomposition,  il  suffirait  d'égaler  le  polynôme 
i  o ,  et  de  résoudre  l'équation  par  rapport  à  la  lettre  prin- 
cipale X. 

On  voit  d'ailleurs ,  d'après  cette  même  propriété ,  qu'il  n*y 
a  que  les  polynômes  du  premier  degré  qui  ne  puissent  pas  être 
décomposes. 

Ainsi ,  a' —  ab  -\~bc  étant  un  polynôme  du  second  degré  en 
a,  est  décomposable  ca 


•         hj^^b*—^bc\r         b^\/b^—^bc\ 

lorsqu'on  pose  l'équation  a*  —  ia  -+-  Ac  =  o ,  et  que  l'on  résout 
cette  équation. 

Le  polynôme  à^ —  3a6' +  a^^c  +  Sic*  est  décomposable 
en  deux  facteurs  du  premier  degré  en  &,  que  l'on  obtien- 
drait en  résolvant  l'équation 

*  (2C  —  3a)  i»  -f  Zc^b  +  a'  =  o , 

par  rapport  a  b. 

Il  est  aussi  décomposable  en  deux  facteurs  du  premier  degré 
en  r;  mais  pour  obtenir  les  trois  facteurs  du  premier  d^ré  en 
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a 9  dont  il  le  oompoae^  il  faudrait  résoudre  ane  équation  da 
3-  degré.  ' 

Si  l'on  a  besoin  de  savoir  résoudre  une  équation  pour  obte^ 
tenir  les  diviseurs  relatifs  d'un  polynôme,  cela  n'est  pas  néces- 
saire pour  obtenir  ce  qu'on  appelle  le  plus  grand  commun 
diviseur  relatif  de  deux  polynômes.  Les  analystes  ont  même 
tiré  parti  de  cette  dernière  question  pour  la  résolution  de 
certaines  classes  d'équations.  Ainsi,  avant  de  pénétrer  davan- 
tage dans  la  théorie  des  équations,  il  est  nécessaire  que  nous 
nous  occupions  de  la  recherche  du  plus  grand  commun  di- 
viseur. 

Nous  traiterons  d'abord  le  cas  de  deux  fonctions  entières  de 
x,  après  quoi  nous  considérerons  celui  où  les  deux  polynômes 
sont  entiers  par  rapport  à  toutes  les  lettres  et  aux  coelliciens. 

Du  plus  grand  commun  dii^iseur  relati/l 

aSg.  Le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  de  deux  fonc- 
tions entières  de  x  est  le  polynôme  de  plus  haut  degré  en  x, 
qui  divise  à  la  fois  les  deux  polynômes  proposés. 

Il  résulte  évidemment  de  cette  défmition  que,  lorsque  les 
deux  polynômes  ont  été  divisés  par  leur  plus  grand  commun 
diviseur,  les  quotiens  résultans  ne  doivent  plus  renfermer  au- 
cun facteur  commun  en  x;  car,  s^l  en  existait  un,  le  produit 
de  ce  facteur  par  le  diviseur  déjà  considéré  serait  de  degré 
pins  élevé  en  x  que  ce  diviseur,  et  serait  encore  diviseur  rela- 
tif des  deux  polynômes. 

Cela  posé,  soient  d,d\  cP  les  seuls  facteurs  du  premier  de- 
gré en  Xy  communs  à  deux  fonctions  entières,  et  supposons  que 
n,  n'y  n  soient  les  cxposans  des  puissances  de  ces  facteurs, 
communes  aux  deux  polynômes,  comme  d*,  d'*',  d'^"  sont  des 
diviseurs  relatifs  premiers  entre  eux  ,  il  s'ensuit  (n**  24?)  q"® 
le  produit  d'^ ,  rf'*'.  d"""  est  le  diviseur  relatif  de  plus  haut 
degré,  commun  aux  deux  polynômes,  puisque  tous  les  autres 
«le  peuvent  être  que  des  combinaisons  2  à  2 ,  3  à  3.  ..  des 


DU  PLUS  GRAND  GOSOniN  D1YI8S1TB.  ^tl 

Si  p{:iManoes  de  d,  df ,  (F,  oomprUes  depuis  i  jusqu'à 

j  pouvons  donc  établir,  comme  premier  prineipey  i^  que 
9  grmid  commun  diviseur  relaiif  de  deux  fbnciions  «r- 
esi  le  produit  des  plus  hautes  puiesanees  de  tous  les  di- 
i  du  I*'  degré  en  x  »  communes  aux  deux  pofynomes; 
r  tout  diifiseur  relatif  commun  à  deux  foruSUons  entières, 
nécessairement  leur  plus  grand  commun  diuiseur  /v- 

B.  On  pourrait  encore  former  une  infinité  de  diviseurs 
b  communs,  de  même  degré  que  d^.d!^\d!'^''\  mais  ce  se* 
a®  ^4')  ^^  multipliant  celui-ci  par  un  facteur  quelconque 
endant  de  x. 

K  SkoanA  principe.  Le  plus  grand  commun  diviseur  rela^ 

deux  fonctions  entières  est  le  même  que  celui  qui  existe 

le  polynôme  de  plus  faible  degré  et  le  reste  de  leur  dipi-* 

ou  du  moins,  n'en  diffère  que  par  un  facteur  indépendant 

eBett  soient  A  et  B  les  deux  polynômes ,  D  leur  plus 
1  commun  diviseur  relatif,  Q  et  R  le  quotient  et  le  reste 
ir  division ,  V(  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  de 
ie  R;  on  a  l'équation 


Ara 

BXQ  + 

B, 

l'on 

déduit 

A 

5*= 

0 

+1 

et 

A 

5*= 

-BQ 

+è 

iljprdi  DéUnt  divisemr  relatif  de  A  et  de  B,  il  s'ensuit  que 
-a^  sont  des  fonctions  entières  de  x\  ainsi ,  il  doit  en  être 

éme  de  -rr  ;  c'est-à-dire  que  D  est  diviseur  relatif  de  B 

)  R.  Donc,  d'après  le  premier  principe»  D  doit  diviser 
iii  est  le  plus  grand  commun  divisew  entre  B  et  R. 

a6 
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De  même,  D',  dîyîscur  relatif  de  B  et  de  R,  Pest  aussi  Ah 
BQ  et  de  R,  et  par  conséquent ,  de  15Q  +  R  ou  A.  Ainsi  D', 
diviseur  relatif  de  A  et  de  B,  doit  diviser  D,  qui  est  le  plus  " 
grand  commun  diviseur  entre  A  et  B. 

Les  deux  polynômes  D  et  D'  sont  donc  réciproquement  dÎTi- 
sibles  Tun  par  Tautre ,  ce  qui  exige  qu'ils  soient  de  même  de- 
gré ,  et  par  conséquent  (n**  aSg)  qu'ils  soient  égaux  entre  eux , 
ou  ne  diûêreut  l'un  do  l'autre  que  par  un  facteur  indépendant 
de  X. 

261 .  De  ces  deux  principes >  résulte  le  procédé  suîyant  pour 
trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  de  deux  fonc- 
tions enlicres: 

Divisez  le  polynôme  de  phta  haut  degré  en  x  par  le  second; 
si  la  dii^'ision  se  fait  exactementj  le  second  polynôme  est  le  p»  g, 
c,  d,  cherché.  Si  vous  obtenez  un  reste ^  divisez  le  second  poly^ 
nome  pur  le  reste  ;  en  supposant  que  cette  division  se  fasse 
exactement^  le  reste  est  le  p, g,  c,  d,  entre  ce  reste  lui-même 
et  le  second  polynôme,  et  par  conséquent  aussi  entre  les  deux 
polynômes  proposés*  Si  vous  obtenez  un  second  reste ^  divisez 
le  premier  reste  par  le  second,  et  continuez  ainsi  Vopéra^ 
tion  jusqu'à  ce  que  voua  parveniez  à  un  reste  qui  divisa 
exactement  le  reste  précédent  ;  ce  sera  le  plus  grand  commun 
diviseur  cherché. 

Lorsqu'en  appliquant  le  procédé  ci-dessus ,  on  parvient  à  un 
reste  indépendant  de  x,  on  peut  conclure  que  les  deux  polj^ 
nomes  proposés  sont  premiers  entre  eux,  en  ce  sens,  qu'ils 
n'admettent  aucun  diviseur  commun  en  x\  car  le  plus  grand 
cotnmun  diviseur  étant  (n**  aSg)  diviseur  relatif  du  reste  de 
chaque  division,  devrait  aussi  diviser  le  reste  indépendant 
de  X,  auquel  on  est  parvenu ,  ce  qui  est  impossible. 

Nous  verrons  (n®  2^5)  les  inodifications  que  l'on  peut ,  dans 
la  pratique,  apportera  ce  procédé,  lorsqu'on  Rapplique  à  une 
certaine  classe  de  polynômes. 

26a.  Soit  maintenant  à  déterminer  le  plus  grand  commun 
diviseur  relaèif  de  plusieurs  fonctions  entières  A  gB^  C,  E. , .. 


nV  PLU8   ORA9D   COmCUH   DCTlSEVa»  4^ 

Appeloa^  Die  p.  g.  c  d«  entre  A  et  B,  D"  le  p.  g.  c.  d. 
entre  D  et  C^  je  dis  que  D'  est  aussi  le  p.  g.  a  d.  de  A, 
B,  C. 

En  efiSety  le  p.  g.  c.  d.  de  A»  B,  C  devant  diviser  A  et  B» 
divise  lear  plus  p.  g.  c.  d.  D;  d'ailleursy  il  divise  aussi  C; 
unsi  il  doit  diviser  If ,  qui  est  le  p.  g.  c.  d.  de  D  et  C;  il 
ne  peut  donc  être  d^un  degré  plus  élevé  que  tV.  Mais  Jï  est 
èndènÛDent  oomnlnn  aux  trois  polynômes  A,  B,  C;  donc  en-* 
fin,  ly  est  leur  p.  g.  c.  d. 

Oft  pcpnveraît ,  d'une  manière  analogue,  que  (e  p.  g.  c.  d. 
^JD*  entr^^^t  E,  est  le  p.  g.  c.d.  entre  A,  B,  C^  £;  et  ainsi 
de  suite.  ,)^' 

JVl  W»  Dans  les  applications  «  on  commence  paf  clicrcber  le 
p.  ^  c.  d.  entre  les  deux  poljnoxnes  de  plus  faible  degré ,  puis 
entre  celui  qu'on  a  ainsi  obtenu  et  le  troisième  polynôme  le 
pins  simple  I  etc. 

a63.  En  résumant  les  règles  précédentes, on  voit  que,  par 
une  suite  de  divisions  algébriques,  on  peut  toujours  obtenir 
le  pins  grand  commun  diviseur  relatif  entre  deux  ou  plu- 
sieurs polynômes  en  Xj  quelle  que  soit  la  nature  des  coclH- 
ciens  des  diverses  puissances  de  cette  lettre  principale. 

On  peut  encore  remarquer  que  toutes  les  fois  qu'on  opère  sur 
des  polynômes  rationnels,  c'est-à-dire  sur  des  polynômes  qui 
ne  renlerment  aucun  signe  de  l'extraction  des  racines ,  l'appli- 
cation du  procédé  conduit  à  des  quotiens  et  des  restes  qui  peu- 
vent être  entiers  ou  fractionnaires,  mais  qui  sont  essentielle- 
meplt  rationnels.  Ainsi  le  pliis  grand  commun  dipUeur  relatifs 
auquel  on  parpiend  par  ce  procède  j  ne  peut  être  que  na« 
iicnnek 

Du  plus  grand  commun  dU^ieeur  algébrique  ordinaire. 

264»  Les  polynômes  que  nous  allons  maintenant  considérer 
seront  de  la  nature  de  ceux  sur  lesquels  nous  avons  opéré  dans  le 
premier  chapitre,  et  nous  les  àH^léluusdes  polynômes  ration- 
ne.. 


4f 
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nels  et  entière j  parce  que  leur  caractère  consiste  en  ce  qno, 
composés  d'un  nombre  limité  de  termes^  comme  Us  fonctions 
entières j  ils  ne  renferment  dans  leur  expression  aucun  des 
signes  de  la  division  ou  de  l'extraction  de»  racines;  c'est-à-dire 
que  les  coefiîciens  numériques  ou  algébriques  sont  entiers,  et  ît 
n'entre  dans  ces  polynômes  que  des  exposans  entiers  et  positifs 
pour  toutes  les  lettres. 

Un  polynôme  rationnel  et  entier  est  àxt  facteur  ou  diuieeur 
d'un  second  polynôme  de  même  nature ,  lorsqu'il  existe  un 
troisième  polynôme  rationnel  et  entier  qui  y  multiplié  par  le 
premier^  peut  reproduire  le  second;  et  c'est  par  le  procédé  de 
la  division  algébrique  ordinaire,  qu'on  reconnaît  si  le  premier 
polynôme  est  facteur  dû  second. 

Tout  polynôme  rationnel  et  entier  est  dit  premier  ahsoluj, 
lorsqu'il  n'a  pas  d'autre  diviseur  rationnel  et  entier  que  lui- 
même  ou  Tunité  qui  est  diviseur  de  toute  quantité  entière  ;  et 
deux  polynômes  rationnels  et  entiers  sonX,  Ails  premiers  entre 
«£^jtr^  lorsqu'ils  n'admettent  d'autre  facteur  commun,  ration- 
nel et  entier  que  l'unité. 

265.  Ces  définitions  étant  bien  comprises,  nous  r^arderons 
comme  dénlontrée  la  proposition  suivante  (*)  :  Ihut  polynôme 
première  (rationnel  et  entier)  ^mi  divise  exactement  le  pw- 
duit  A'XBde  deux  autres  polynômes  rationnels  et  entiers ^  doit 
nécessairement  dipiser  Pun  de  ces  polynômes;  et  voici  les  con* 
séquences  qu'on  peut  en  tirer: 

Premièrement.  Concevons  qu*un  polynôme  rationnel  et  en- 
tier A  soit  déjà  décomposé  dans  le  produit  de  plusieurs  facteurs 
premiers,  numériques  ou  algébriques,  mais  rationnels  et  entiers, 
et  que  l'on  ait 

A=P.P'.PM^ PC") 

(  plusieurs  de  ces  facteurs  premiers  pouvant  être  égaux  entre 
eux). 

^)  f^ofez,  pour  la  dcmonttrMÎou  ^ia  note  qui  esc  à  la  un  de  Touvragc. 
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H  réffiilte  de  la  proposition  qui  vientd'ètre  énoncée.,  qn*aacun 
polynôme  premier  p  différent  de  P,  F^  ?*...?(*),  ne  pent  di?iser 
A  ;  car  pour  diviser  A ,  il  fant  quep  divise  P  XP'P"-— P^*^:  or, 
si*il  est  difféfent  de  P^  il  ne  peut  le  diviser  (  puisque  P  est  pre- 
mier), el  il  doit  par  conséquent  diviser  P'  P* ....  PC").  Par  la 
même  raison,  si  p  est  différent  de  F,  il  doit  diviser P*'P*....K»)^ 
'et  ainsi  de  suite;  d'où  l'on  conclurait  que  p  doit  être  égal  an 
dernier  facteur  P^"),  ce  qui  est  contre  Thypothëse. 

Ainsi ,  Us  éeuh  facteùn  rationmls  et  entiers  quejL  puisse  ren- 
fermer^ sont  les  facleursVf  Vf^  P*. .  .  •  VW^dans  lesquels  A  est 
^di)à  décomposé j  ou  les  produits  de  ces  facteurs  deust  à  deuxj 
irokà  irois^etc. 

361S.  Secondement.  Soient  A  et  B  deux  polynômes  ration- 
nels et  entiers,  D  leur  plus  grand  commun  divilienr,  c'est-ii- 
dire  (n^  34)  le  polynôme  le  plus  grand  par  rapport  aux  expo~ 
sans  et  aux  coefficiens^  qui  divise  exactement  les  deux  pofy'^ 
nomes  donnés.  Si  l'on  désigne  par  A'  etB'  les  quotiens  de  leur 
dirâton  par  D,on  a  (môme  n«)  A=A'D,B=B'D,  A'  etB' 
étant  premiers  entre  eux. 

Cela  posé,  tout  diviseur  premier  </, commun  aux  deux  poly- 
nômes, ne  pouvant  diviser  en  même  temps  A' et  B^^  doit,  en 
vertn  de  )a  proposition  fondamentale  (n®  265) ,  diviser  D.  Il  est 
d'ailleurs  évident  que  tout  facteur  premier/)  qui  divise  A  sans 
diviser  B ,  ou  réciproquement^  ne  saurait  diviser  D. 

Donc,  le  plus  grand  commun  dipiseur  de  deux  polynômes  ra* 
tionneh  et  entiers^  contient  comme  facteurs j  tous  les  dipùeurs 
particuliers  communs  aux  deux  polynômes j  et  ne  peut  pas  ren- 
fermer  d^ autres  facteurs. 

Cesl  le  premier  principe  du  n^  35  appliqué  à  deux  polynômes 
rationnels  et  entiers* 

367.  Troisièmement.  On  peut  recoMiaitre  facilement  que  D 
est  égaUii'.d'-'.d''»'' ;  J,d',  ff.. . .  étant  les  facteurs  pre- 
miers communs  aux  deux  polynômes,  et  ?»,  n\  n". ...  les  ex- 
posans  des  puissances  auxquelles  ces  facteurs  sont  à  la  fois  élevés 
dans  les  deux  polynômes. 
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En  effet,  conoevoQs  A  et  B  décomposée  dans  lieurs  facteurs 
premiers^  et  supposons  que  d  entrant  un  certain  nombre  de  fois 
dans  A ,  et  un  autre  nombre  de  fois  dans  B ,  </"  soit  la  plus  haute 
puissance  commune  à  A  et  à  B;  que  d'*',  d'*"",  d"'^  soient  les 
plus  bautes  puissances  de  dfj  d",  cT  communes  à  A  et  à  B.  Ad* 
mettons  d'ailleurs ,  pour  fixer  les  idées ,  que  d,  d',  cT,  d*  soient 
les  seuls  facteurs  premiers  communs;  on  aura 

A  =  A"  X  d''X  d'*'  X  d'»"  X  tr«\ 
B  =  B"  X  ^"  X  d'«' X  d'*"  X  cT-'. 

A'  et  B"  sont  nécessairement  premiers  entre  eux;  car  si  quel- 
que facteur  premier  divisait  encore  A*  et  B',  ou  il  serait  Fun 
des  facteurs  d  ,  d\  d'\  d*,  auquel  cas  tî,  n\  n",  n"  ne  seraient 
pas  les  exposons  des  plus  bautes  puissances  communes;  ou  bien, 
il  serait  dilférent  de  d,  d\  d',  d',  et  alors  ces  dernières  quan- 
tités ne  seraient  pas  les  seuls  facteurs  premiers  communs,  ce 
qui  serait  contre  Th^pothèse. 

Maintenant  il  est  clair  que  les  seuls  diviseurs  rationnels  et 
entiers  communs  à  A  et  à  B  ne  peuvent  être  (n*  265)  que  les 
puissances  c/,  d\  d^...  d\  d ,  d%  d\,..  ii'«',  tT,  d'%....  d*-,  ou 
les  produits  de  ces  puissances  deux  à  deux ,  trois  à  trois ^  quatre 
à  quatre.  Or,  le  plus  grand  difiseur  qu'on  puisse  obtenir  ainsi, 
est  évidemment  le  produit  d"  X  d'^'  X  d''*"  X  cf**.  Donc  D 
est  égal  à  ce  produit. 

Ceci  prouve  encore  que  deux  polynômes  rationnels  et  entiers 
ne  peuvent  auoir  qu'un  seul  plus  grand  commun  dipiseur^  c'est^ 
à-dire  un  seul  diviseur  commun  dans  lequel  les  coefllciens  et 
les  exposans  soient  les  plus  grands  possibles;  taudis  que  deux 
foiw lions  entières  ont  une  inlinilé  àe  plus  grands  commuas  di^ 
^'iseurs  relatifs  (n°  259.) 

268.  Quatrièmement.  On  peut^  sans  aucun  inconvénient, 
introduire  ou  supprimer ^  dans  L'un  des  polynômes  A  ouB,  tel 
facteur  rationnel  et  entier  que  l'on  Juge  à  propos^  pourpu  que 
ee  facteur  ne  se.  trouve  pas  déjà  dans  Vautre  polynôme.  Car  il 
e.st  évident  que  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  deux 
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QOiifeaux  polynômes  reste  le  luênie  qa'cntte  les  po^nomes 
proposés»  puisqu'il  doit  se  composer  des  mêmes  facteurs. 

360.  CinquièmemenL  Passons  à  la  démonstration  du  second 
principe  établi  n®  35. 

Obscnrons  d'abord  que  les  deux  polynômes  A  et  B  peuvent 
toujours  être  supposés  tels ,  qu'après  les  ayoir  ordonnés  pac  rap* 
port  à  l'une  de  leurs  lettres  communes ,  a,  et  avoir  divisé  le 
polynôme  de  plus  liaut  degré ,  A  par  exemple ,  par  le  second ^B, 
on  ait  obtenu  un  quotient  entier  et  un  reste  de  même  nature, 
dans  lequel  le  plus  haut  exposant  de  a  soit  moindre  que  celui 
du  dÎTÎseur. 

Eaeffist,  pour  que,  dans  chacune  des  opér.itions partielles ,  le 
quotient  soit  fractionnaire,  il  faut  que  le  coefficient  du  premier 
terme  de  cliaque  dividende  partiel  ne  soit  pas  exactement  di- 
visible par  le  coefficient  du  premier  terme  du  diviseur;  et  alors 
le  dénominateur  du  quotient  partiel  est  ce  dernier  coefficient  lui- 
même,  ou  l'un  des  facteurs  de  ce  coefficient.  Or,  il  peut  se  présen- 
'ter  troiê  cas  :  ou  ce  coefficient  divise  en  même  temps  les  coeffi- 
cîensdes  autres  puissances  de  a  qui  entrent  dans  le  diviseur;  ou  il 
a  des  facteurs  comftuns  avec  tous  ces  coefficiens  ;  ou  bien ,  il  a 
avec  qnclquei  *  uns  seulement  des  facteurs  communs  qui  n'en- 
trent pas  dans  les  autres.  (On  dit  dans  ce  cas ,  que  tous  les  coeffi- 
ciens sout  premiers  entre  eux,) 

Dans  les  deux  premiers  cas,  B  contiendrait  comme  facteur 
ce  coefficient,  ou  l'un  des  facteurs  de  ce  coefficient;  et  puisque. 
ce  facteur  ne  se  trouverait  pas  dans  le  dividende,  il  ne  saurait 
(n*  a66)  faire  partie  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  A  et 
B.  Ainsi  (n^  268)  on  pourrait  le  supprimer  d'avance  dans  B,  et  la 
question  serait  ramenée  à  rechercher  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  A  et  le  résultat  B'  de  la  suppression  de  ce  facteur. 

Dans  le  troisième  cas,  on  pourrait  multiplier  le  dividende  A 
par  le  miUtiple  le  plus  simple  des  dénominateurs  des  quotieas 
fractionnaires  obtenus,  lequel  multiple  serait  nécessairement 
premier  a%?ec  B.  Le  produit  de  A  par  ce  multiple,  ayant 
(u^  268}  aTec  B  !e  même  plus  grand  commun  diviseur  que  celui 


4o8  ToioiUB  OOlIPliTB 

qoi  existe  entre  A  et  B,  on  pourrait  alors  opérer  sur  ce  produit 
à!  et  snr  B,  comme  sur  les  deux  polynômes  primiti&y  et  Fou  se- 
rait alors  certain  d'aToir  des  quotiens  entiers. 

Nous  pouvons  donc  admettre  à  priori  que  les  polynômes  A  et 
B  satisfassent  à  la  condition  ci-dessus  énoncée. 

Gela  posé,  je  dis  ^u^ /ep.g^c.d  entré  AeiBesile  mémeqme 
/e  p.  g.  c.  d  entre  B  et'Bij  K  désignant  le  reste  de  leur  diri- 
sion  poussée  jusqu'à  ce  que  le  reste  soit  de  d^ré  moindre  que  B, 
par  rapport  k  la  lettre  principale  a. 

En  effet,  soient  D  le  p.  g.  c.  <2  entre  A  et  B,  ly  \ep.g.  c.  d 
entre  B  et  R^  on  a  l'égalité 

ArïsBxQ  +  B 

(Q  et  R  étant  des  polynômes  entiers);  d'oii  diyisant  d'abord 
par  D  et  ensuite  par  "Ù 

A_BXQ  ,  R  ■    A  _BXQ   .    R 

D  — "D ^D     ^*     Ï7~""D^"*"&' 

Ces  deux  dernières  égalités  prouyent,  i^  que  D  divisant  A,  B 
et  par  conséquent  BxQ^  divise  aussi  R;  ainsi  D ,  diviseur  com- 
mun de  B  y  R  ^  divise  (n*^  266)  Yï  qui  est  le  f^g.  c.  d  de  B  et  de  R. 

2*".  Que  D'  divisant  R,  B  et  par  conséquent  B  XQi  divise 
aussi  A;  ainsi  jy  diviseur  commun  de  A ,  B,  divise  D,  qui  est 
le  />.  g.  c.  d  entre  A  et  B. 

Puisque  D  et  D'  divisés  réciproquement  l'un  par  Fautre  » 
doivent  donner  un  quotient  entier,  ce  quotient  ne  peut  être  que 
l'unité,  et  l'on  a 

DsaD';     c.  q.f.  d. 

270.  Nous  terminerons  l'exposition  de  ces  principes  par  nne 
remarque  propre  à  nous  guider  dans  la  question  qui  nous 
occupe. 

Soit  A  un  polynôme  rationnel  et  entier  que  nous  supposons 
ordonné  par  rapport  à  l'une  des  lettres  qui  y  entrent,  o  par 
exemple. 

SI  ce  polynôme  n'est  pas  premier  absolu  (n^  ^64),  c'est-a-  . 
dire  s'il  est  décomposable  en  facteurs  rationneb  et  entiers,  il 
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peat  être  regardé  comme  le  produit  de  trois  facteurs  princi  • 
panx,  saToîr: 

1^.  J^un  facteur  monôme  Ai  commun  à  tons  les  termes  de  A. 
(  Ce  facteur  se  compose  du  plus  grand  commun  diviseur  qui 
existe  entre  tous  les  coefficiens  numériques,  multiplié  par  le 
prodoit  des  facteurs  littéraux  communs  à  tous  les  termes  )  ; 

a**.  D'un  facteur  polynôme  Aa  indépendant  de  a,  lequel  doit 
(n^  3o)  se  trouver  commun  à  tous  les  coefficiens  des  diverses 
puissances  de  a  y  dans  les  polynômes  ordonnés  ; 

3".  D'un  facteur  polynôme  A3  dépendant  de  a,  et  dans  le- 
quel les  coefficiens  des  diverses  puissances  de  a  sont  premiers 
entre  eux  (n**  269)  ;  en  sorte  que  Ton  a 

A  =  A,X  AaX  A3. 
Quelquefois 9  l'un  des  facteurs  Ai,  A*  ou  tous  les  deux  se 
réduisent  à  l'unité;  mais  du  moins,  telle  est  la  forme  la  plus 
générale  d'un  polynôme  rationnel  et  entier. 

Il  résulte  de  là  que,  lorsqu'il  existe  un  plus  grand  commun 
diviseur  D  entre  deux  polynômes  ratiouucls  et  entiers  A  et  B, 
on  a  également 

D  =  D..Da.D3; 

D|  désignant  le  plus  grand  facteur  monôme  commun ,  Da  le 
plus  grand  facteur  polynôme  indépendant  d'une  lettre  com- 
mune a,  et  D3  le  plus  |grand  facteur  polynôme  dépendant  de 
cette  lettre. 

Voici  d'ailleurs  le  moyen  d'obtenir  D,  :  * 

On  cherche  d'abord  le  facteur  monoms  A,  commun  à  tous  lea 
termes  de  A.  Ce  facteur  est  en  général  composé  de  facteurs  lit- 
téraux qui  se  découvrent  d'après  l'inspection  des  termes  >  puis 
d'un  coefficient  numérique,  que  l'on  obtient  en  appliquant  aux 
divers  coefficiens  numériques  de  A  le  procédé  établi  (Arith. 
n**  i56)  pour  trouver  le  p.  g.  c.  d.  entre  plusieurs  nombres  à 
lajbis. 

On  cherche  de  même  le  facteur  m^ncme  Bi  commun  à  tous  les 
termes  de  B;  puis  on  détermine  le  plus  grand  facteur  D,  commun 
Il  A|  et  à  Bi. 


4(0  ThAoRIS  OOMPfi^ 

Ce  fecteur  Di  est  mis  o  part  y  comme  formant  Li  pl*eiuière 
partie  du  commun  dîvl.  cur  cherché.  On  aupprlnu  d'aUhmn 
tes  fcuHeun  A,  e/B(^  dans  les  deux pofynomea  proposée,. ti  la 
question  est  ramenée  h  chercher  le  p.  g.  c.  d.  entre  deax  nou- 
yeaux  polynômes  A'  et  B'  débarrassés  de  tout  facteur  monôme. 
Cest  donc  à  ces  deux  derniers  polynômes  qu'il  convient  d'ap- 
pliquer le  procédé  dont  nous  allons  donner  le  développenienL 

37 1.  II  peut  se  présenter  plusieurs  circonstances >  eu  ^ard  i^a 
nombre  des  lettres  que  A^  et  B^  peuvent  renfermer. 

1  e.  A'  ET  B'  vs  R£NVEmMAv;r  q^^uks  s£U£.b  lsttbs  a. 

Si  l'on  ordonne  A'  et  b'  par  rapport  à  a^  les  ooefllciens  seront 
nécessairement  premiers  entré  eus^  puisqu'ils  sont  numériques 
et  qu'on  a  déjà  retiré  les  facteurs  monômes.  Ainsi ,  dans  ce  eu, 
il  n'y  a  lien  à  rechercher  que  le  plus  grand  fadeur  commun 
dépendant  de  a,  savoir,  D9  (n*  1170). 

Pour  l'obtenir,  on  commence  (n*  aSg)  par  préparer  le  poly- 
nôme de  plus  haut  degré,  de  manière  que  son  premier  terme 
soit  exactement  divisible  par  le  premier  terme  du  divitenr. 
Cette  préparation  consiste  à  multiplier  tout  le  dividende  par  le 
coefficient  du  premier  terme  du  diviseur j,  ou  par  un  factewtr  de 
ce  coefficient^  ou  (n°  36)  ^ar  une  eertcdne  puissance  de  ce  coeffi- 
cient ^  aGn  de  pouvoir  exécuter  plusieurs  opérations  jde  suite, 
sans  de  nouvelles  préparations. 

On  effectue  alors  la  dipision^et  1^  on  pousse  f  opération  Juepif à 
ce  qu'on  obtiSine  un  teste  déplus  faible  degré  que  le  polynôme 
qui  a  servi  de  diviseur. 

On  c/ierche  sij  entre  les  coefficiens  de  ce  reste  (  qui  ne  peu* 
vent  être  que  des  nombres),  i/  n*  existerait  pas  un  facteur  ooêês^ 
mun  qu'on  aurait  soin  de  supprimer^  comme  ne  pouvant  &ire 
partie  du  p.  g.  c.  d.  cherché  ;  après  quoi ,  l'on  opère  sur  le  eeoomd 
'j)olynome  et  sur  le  reste j  comme  on  a  opéré  sur  les  deuxpoljr^ 
nomes  A'  et  B'  (u®  269). 

Qn  continue  cette  série  d'opérations  Jusqu'à  ce  que  l'on  soit 
parvenu  à  un  reste  diviseur  exact  du  reste  précédent ^  auquel  cas 
ce  reste  diviseur  est  le  p.  g.  o.  d.  Djqui  etistc  entre  A'etB'; 


no  BLus  oRjmo  coxinni  mvisBiyR.  4>> 

d  I\:X  Dis  exprime  alors  le  p.  g.  o.  d.  mitre  A  et  B^  oa  hien^ 
fuaqju^â  C€  qvfon  troupe  un  reste  indépendaiU  de  a>  c'est-à-dire 
numérique^  et  c^est  un  signe  certain  que  les  deux  polynonoies  èJ 
ti  V  soot  premiers  entre  eux, 

S^.    A'  ZT  B'bENVXRMA»T  deux  UBn^BES  a  BT  &• 

Aprëi  aToir  ordonné  ces  polynômes  par  rapport  &  a  ^  il  fant 
d'abord  procéder  &  la  rechercbe  du  facteur  polynôme  indipen* 
dont  de  a  (n*  270). 

Poor  cela  »  on  détermine  d^ abord  le  plus  grand  commun  divi^ 
etur  Aa  entre  tous  les  coefficUns  des  dii/erses  puissances  de  a 
dans  U  polynôme  à! ,  Ce  commun  diviseur  s^obtient  en  appli- 
quanl  le' procédé  (n^  26a)  relatif  à  la  recherche  du  p.  g.  c.  d. 
Qitre  pli^ieurs  polynômes  à  la  fon,  ain^-i  que  la  r^Ie  qi^i  a  été 
dablie  dans  le. cas  précédent ^  puisque  ces  coeffidens  ne  renfer-^ 
i^ent  ^e  la  seule  lettre  b.  On  détermine  de  mime  le  plus  grand 
çpmmum  diidseur  B»  entre  tous  les  coefficiens  de  B\  G>mparant 
eosaite  A«  et  Ba ,  o/^  met  à  part  leur  plus  grand  commun  dipi^ 
sewr  Umt  comme  faisant  partie  du  p.  g.  c.  d.  cherché  ;  et  Fon 
0q/pritne  daiUeurs  les  facteurs  Aa  et  Ba  dans  A!  etB'\  ce  qui 
donne  lien  à  deux  nouTcaux  polynômes  A'  et  B*  dont  les  cooffi- 
dent  mot  premiers  entre  euxj  et  auxquels  on  peut  par  consé-* 
quent  appliquer  ce  qui  a  été  dit  dans  le  premier  cas. 

Toutefois,  il  faut  avoir  soin,  pour  chaque  reste,  de  s'as- 
surer  $i  Uê  coefficiens  des  diverses  puissances  de  la  lettre  a  ne 
renfirmehifoê  un  facteur  commun^  qu*on  supprimerait  alors j 
CDioiiie  ne^Mtant  faire  partie  du  commun  diyiseur.  Mous  atons 
d^a  Sût  Toir  (n°  38)  que  ces  suppressions  sont  absolument  in- 
dispensables. 

On  obtient  ainsi  pour  A*  et  B'  le  commun  diviseur  Os;  et 
|ionr  les  deux  polynômes  A  et  B,  le  p.  g.  c.  d.  est4)|  X  D^  X  Ds  • 

N.  Bi  En  appliquant  à  A'  et  B'  le  procédé  indiqué  dans  le 
premier  cas>  on  reconnaît  encore  que  ces  deux  polynômes  sont 
premiers  entre  eux^  à  ce  signe,  qu'on  obtient  un  reste,  soit  numé- 
rique, soitfbnction  de  h,  mais  indépendant  de  a.  Alors  A  et  B 
n'ont  pour  p.  g.  c.  d.  que  D|  XD^. 

3*^,  A'  ET  B'  REVTERMAKT  TSOIS  LETTEES  Q  ,   b  ,    C. 


Les  deux  pulynonitH  étant  urduniit!»  par  rapport  a  o, 
iermine  d*ai)Qrd  ie  p.  g.  c.  d,  indépmiiiant  dé  a  ;  ce  qui  9é  Ikit 
i^pplïquant  aux  oodïïciena  des  diverses  ])ubsfi»c3esde<7,  dam 
di*ux  ptil gnomes,  le  procédé  du  n*  262  et  la  règle  tlii  nec^nd 
puisque  c€s>  coeiBctens  polynômes  ne  renferment  qiic  Ici  dcfll 
Jet  très  è,c- 

I*e  polynôme   indépendani  D^  é^emi  ainsi  mù»  en  é^'tdinmj 
et  les  facteurs  A  a  et  B»  qui  l^  ont  donné  fêtant  êitppriméd  dan$  II. 
etB\  il  en  résulte  deux  polynômes  A"  et  B*  dont  le*  coeflicw 
sont  pTemier-'i  Entre  tux^   et   auxquels  on  peut  par   cotiséi|îtfl 
appliquer  ce  qur a  été  dit  dans  les  deux  cas  précédent ^ 

Et  ainsi  de  luite, 

Nous  engageons  les  jeunes  gens  à  se  Lien  pénétrer  du  pi 
que  nous  venons  d'établir,  et  de  soa  esprît- 

^ous  aUons  en  faire  Ta  p  pli  cation  à  quelques  exemples^ 
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teur  commua  aux  deux  polynômes  proposés;  et  c'est  le  dl- 
eur  indépendant  de  d. 

Supprimons  d'ailleurs  a^ — c*  dans  le  premier  polynôme ,  et 
-c  dans  le  second  ;  on  obtient  pour  les  résultats  de  cette  sup- 
»sion  cî* — c*  et  ^ad — c*,  polynômes  auxqueb  il  faut  appli- 
er  le  procédé  ordinaire. 

d^  —  t*  î   VLad  —  c* 


rf*  —  t*  î 

4a»rf*  —  4aV*    J 


7,ad  -f- 


+  iiac'd—  ^a'c'' 
—  4a*c;*  4-  c4. 

Explication*  Après  ayoir  multiplié  le  dividende  par  4^%  et 
ectué  deux  divisions  consécutives^  on  obtient  pour  reste 
4tt*c*  +  c^,  polynôme  indépendant  de  la  Jiettre  principale  d  ; 
Dc,  les  deux  polynômes  J^  — c*  et  :iad'-^c*  sont  premiers 
tre  eux.  Ainsi,  le  plus  grand  commun  diviseur  des  poly- 
mes  proposés  est  a-^  c, 

Reprenons  le  même  exemple  y  en  ordonnant  par  rapport 
j;  il  vient  9  après  la  suppression  du  facteur  a  dans  le  se-* 
id  polynôme, 

[d^  —  c»)  û*  —  c»d»+  c<     et     2da*  —  (2cJ  +  c*)a  +  c^. 

En  jetant  les  yeux  sur  le  second  polynôme ,  on  reconnaît  fa- 
ement  que  les  coefïiciens  des  diverses  puissances  de  a  sont 
nniers  entre  eux.  Quant  au  premier  polynôme,  on  observe 
e  le  coefficient  — c^d^  +  c^,  du  second  terme  ou  de  a°y 
rient  à  —  c^^Çd^  —  c*)  ;  d'où  il  suit  que  d^  —  c*  est  facteur 
ximun  aux  deux  coeffîcieus;  et  comme  ce  facteur  n'entre  pas 
as  le  second  polynôme,  on  peut  le  supprimer  dans  le  pre- 
er,  sans  en  tenir  aucun  compte,  comme  ne  faisant  pas  partie 
commun  diviseur. 

Opérant  cette  suppression ,  et  pren  At  le  second  polynôme 
ur  dividende,  le  premier  pour  diviseur  (afin  d'éviter  la  pré- 
ration) ,  on  a 


4.4 


ThAoRIB   OOMPLàrB 

ado*  —  œd  \  a  +  c^     \  a*  ^^  c* 


reste. 


acd  I  a  +  ode* 
c«       1        +C» 


L  C 


OU  bien , .  .  .    a  —  c , 
en  supprimant  le  facteur  commun  (—  ac^I  "^  c*}  ; 
2«.  a»  _  c*   1  a  —  c 


■4-  ac 


;»  —  c*   1   a  —  C 
c  —  c*  }   a  +  c 


Explication.  Après  avoir  effectué  la  première  division ,  l'oo 
obtient  un  reste  qui  renferme  le  facteur  —  acd  —  c*,  dans  ses 
deux  coefficîens;  dtt.  ^dc*  +  c^  =  —  c(—  ncd  —  c*).  Ce  fac- 
teur étant  supprimé,  le  reste  se  réduit  à  a  —  c,  polynôme  qav 
divise  exactement  a" —  c*. 

Donc,  a — o  est  le  plus  grand  commun  diviseur  cberché.  Les 
commençans  feront  bien  de  reprendre  le  mépe  exemple ,  en 
ordonnant  par  rapport  h  ^ 

273.  II  existe  un  cas  assez  remarquable,  dans  lequel  on 
peut  obtenir  le  plus  grand  commun  diviseur  plus  aisément 
que  par  le  procédé  général;  c'est  celui  où  l'i^  des  deux 
polynômes  renferme  une  lettre  qui  ne  se  troupe  paè  dam 
Vautre. 

Dans  ce  cas,  comme  il  est  évident  que  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  doit  être  indépendant  de  cette  lettre,  il  s'ensuit 
que,  si  Ton  ordonne  le  polynôme  qui  la  renferme,  par  rappoit  â 
cette  lettre,  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché  aéra  le 
même  que  celui  qui  existe  entre  les  coefficiens  des  diverses  puis' 
sances  de  la  lettre  principale  et  le  second  polynôme^  quij  par 
hypotJièsej  en  est  indéjMndant 

A  la  vérité,  on  sera  conduit^  par  ce  moyen ,  a  déterminer  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  trois  ou  un  plus  grand 
nombre  de  polynômes j  mais  ceux-ci  seront  beaucoup  plus  - 


f\»  qne  les  polynômes  propoiés.  Souvent  même  il  arrire 
quelques -uns  des  coefficîens  dn  polynôme  ordonné  sont 
monômes»  on  bien,  que  l'on  reconnaît  k  leof  seule  in^ 
tion  qu'ils  sont  premiers  entre  eox;  et,  dans  ce  cas^on 
certain  que  les  polynômes  proposés  sont  aussi  premiers 
*e  eux. 

Linsi,  dans  l'exemple  du  n®  27a)  traité  par  le  premier 
ren,  après  aroir  supprimé  le  facteur  a^^o  commun  aux 
K  polynômes,  ce  qui  a  donné  pour  résultats , 

d*— c*    et    aarf— c*, 

reconnaît  immédiatement  que  ces  deux  nouveaux  poly- 
les  sont  premiers  entre  eux;  car^  le  secoqd  renfermant  la 
re  a,  qui  n'entre  pas  dans  le  premier,  il  résulte  de  ce  qui 
it^d'étre  dit  que  le  commun  diviseur  ^t  se  trouver  entre 
adéBidens  2c{  et  —  c*,  ce  qui  «st  évidemment  impossible  ; 
c'jetc% 

omit,  comme  application  dn  cas  que  nous  venons  d'exami- 
,  les  deux  polynômes 

ibcq  +  3o»ip  +  i86c  +  ^^P9^ 

^adq  —  ^^fg    +  24flrf  —  ifgq. 

ame  f  est  la  seule  lettre  commune  k  ces  deux  polynômes 
liy  d|ailleurs ,  ne  renferment  pas  de  facteurs  monômes) ,  on 
rrait  les  ordonner  par  rapport  k  cette  lettre,  et  suivre  le 
oédé  ordinaire.  Mais  observons  que,  b  se  trouvant  dans  le 
laVBr  polynôme  et  non  dans  le  second ,  si  Pon  ordonne  le 
nier  par  rapport  à  &,  ce  qui  ^onne 

i'«     '-       {^cq +  \Bc)b  +  Zomp'^5mpq^ 

(kiyitj^smrer  que  le  p.  g.  c.  d.  cbercfaé  est  le  même  que  celui 
exi^^-entre  le  second  polynôme  et  les  deux  cœfBciens 

Sc^r -|- î8c    et    3omp  +  5/ii/>y. 

,  le  premier  de  ces  d^x  coefficîens  peut  se  mettre  sous  la 


4i6    TBioRiB  ooMvxJnrB  ou  FLirs  OBAKB  onannr  DnrmRm. 
forme  3c(g  +  6),  et  Tautre  revient  k  S'np{q  +  6)\  d'oïl  ilsvit 
que  jr+ 6  est  le  senl  facteur  commun  à  ces  deux  coefficieni.  Il 
suffit  donc  de  Toir  si  q  +  6,  qui  est  un  dtyiseur  premier^ est 
facteur  du  second  polynôme. 

Or,  ce  polynôme,  ordonné  par  rapport  &  q^  rerîent  à 

comme  la  seconde  partie  ^i^ad-^^^fg  est  égale  & 

6(4acl  —  ifg)}"^  s'ensuit  que  ce  polynôme  est  dÎTislble  psr 
^  -|-  6,  et  donne;  pour  quotient  ^ad  —  'jfg.  Donc  enfin, 
^  -|-  6  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polj- 
nomes  proposés. 

274.  JV.  B.  On  peut  reconnaître  dans  Pexemple  précé«- 

dent,  que  7  +  6  ^t  diviseur  exact  du  polynôme 

(4a^—  ^fg)^  +  alforf—  ^ifgy  par  un  moyen  fondé  w  I», 
propriété  (n*^  aSi)  de  la  théorie  des  équations. 

FaisonSidansce  polynonie,^+6=o,  ou^  = — 6;3TiaÉt 

(4ad— 7/^)X-6  +  24ûrf-4a^, 

expression  qui>-simt>lifiée ,  se  réduit  à  o  ;  donc  ;  -f-  6  est  divi- 
seur de  ce  polynôme. 

En  général,  ce  moyen  peut  être  employé  arec  aTantsge 
dans  presque  toutes  les  apjdications  du  procédé.  II  consiste, 
lorsqu'on  est  parvenu  au  reste  du  i***  degré  en  a  (  si  a  est  la 
lettre  oixionnatrice),  à  égaler  ce  reste  à  o ,  et  à  en  tirer  la 
valeur  de  a. 

Si  cette  Taleur,  substituée  dans  le  reste  du  second  degré, 
tanéantitj  c'est  une  preuve  qu'il  y  a  un  commun  dÎTÎsenr,  le- 
quel n'est  autre  chose  que  le  reste  du  i***  degré  simplifié  (n*  38). 
Si  le  reste  du  second  degré  ne  devient  pas  nul  par  cette  subitili»- 
tion ,  on  peut  conclure  qu'il  n'y  a  pas  de  commun  dÎTiseur  dé- 
pendant de  la  lettre  ordonnatrice. 

Il  y  a  plus  ;  parvenu  au  reste  du  second  d^ré  en  a,  l'on  n*« 
pas  besoin  de  pousser  l'opération  plus  loin. 

DécompoeeM  ce  polynôme  en  deux  facteurs  du  i^  degré j  ce  qui 


m  bit  eD  Pelant  à  o,  et  résotyant  féquatibn  da  second  degré 
]ai  en  risolte.  • 

Si  diacnne  des  râleurs  de  a  ainsi  obtenues  i  substituée  dans  ^ 
e  reste  du  3*  degré,  l^aniarUUj  c^est  une  preuve  que  le  reste 
In  aecond  degré,  aimpt^éj  est  diviseur  commun  \  m  l'une  des 
ttleors  seulement  anéantit  le  reste  du  3*  degré, le  commun  di- 
viseur est  le  Êicteur  du  i*'  ^fgré  ena,{nUio¥uul êê  entier)  qui 
xMTieqKmd  à  cette  valeur.  Enfin ,  si  aucune  des'  deux  valeurs 
l'anéantit  te  reste  du  3*  degié,  on  peut  conclure  qWil  n'y 
I  pua  de  commun  diviseur  dépendant  de  la  lettre  o. 

Roua  supposons  ici  que  les  deux  facteurs  du  i*'  d^ré  en  a 
Kmt  rationnels;  autrement,  il  serait  plos  simple  d'effectoer  ia 
Hvision  du  reste  du  3*  degré  par  le  reste  du  second  degr^  ;  et 
il  cette  dernière  division  ne  se  disait  pas  exacteftient,  on  pour  • 
ratt  assurer  qu'il  n'y  a  pas  de  commune  diviseur  rationnel, 
paisqoe^  s^il  y  en  avait  un ,  il  ne  pourrait  être  que  du  pic- 
nier  d^ré  en  tf ,  et  devrait  se  trouver  dans  le  reste  du  se- 
30iid  d^gré;  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

a'jSm  Pour  faire  juger  de  la  différence  entre  le  procédé  du 
sonumn  diviseur  relatif  et  celuidu  commun  diviseur  ordinaire, 
noos  allons  d'abord  traiter  d'après  le  premier  procédé,  un 
9zeoiple  dans  lequel  les  deux  polynômes  sont  non-seulement 
entiers  par  rapport  k  «,  mais  encore  par  rapport  aux  autres 
nuiuliltt  qui  y  entrent ,  parce  que ,  par  ia  suite,  nous  aurons  à 
opérer  sur  beaucoup  d'exemples  de  ce  genre. 

Sciant  proposés  les  deux  polynômes 

'  ^'        '6a:*— 4**  — iiJî^— 3x* — 3x— i, 
et  i^+aaî»-.i8x»+ 3j;  — 5j 

iVftr»— 4*«— I  ix'— 3*"— 3x-ii  j  4**+a*'— i8«*"f5|»— 5 
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] ;39       39 

^  o. 

Doiic       -^jr*  —  Sqj;*  +  -J^^^A  ^^  ^^  ^'  ^'  ^'  ^' 
Tableau  des  Opérations  par  la  wiéifiode  ordinaire. 


i^  Mulliplicaifon  par  16. 


J  4x*4.  2*3-,8x-+3x-5 


24*^28 


gGr*-  64**— i76x^-  48jc'—  48*-  16 
-ii2jf*+256x-i20jf*-4-  725f-  16; 
Reste      +3i2x^-624x*+i56ar-i56, 
ou  bien,  supprîmaQt  le  facteur  i56, 

2**^ — 4**  +  ^ — '• 

+  iox^  —  2ox*4-5x — 5  J  2j?  4- 5 


Donc     2x^  —  4-^*  +  ^  —  *     est  le  p.  ^.  c.  et 

En  appliquant  le  procédé  du  n^  261  ^  sans  faire  subir  aucune 
préparation ,  on  parvient ,  comme  on  le  yoit  dans  le  premier  des 
deux  tableaux  de  calcul,  au  résultat 

tandis  que  si  l'on  suit  le  procédé  du  n*^  27 1 ,  avec  toutes  ses  mo« 
dificatious,  on  ohiient 

ar'  —  4-^  +  *  —  '  > 
pour  le  plus  grand  commun  diviseur  des  d«ux  poljnomcs. 
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Or,  oe  dernier  réaultat  ne  diffère  du  précédent  que  par  le  fac- 
teur ^,  qui  est  commun  à  tous  les  termes  de  celui-ci,  et  que 

Pon  peut  mettre  eu  éTidence. 

D'ob  l'on  voit  que  l'effet  produit  par  l'application  da  procédé 
aanê  préparation^  c'est  de  donner  le  commun  diuisêur  ordinaire, 
qui  existe  entre  les  deux  polynômes  (qu'on  suppose  ratiomneU  et 
entière)^  de  le  donner,  dis-je,  embarrassé  de /acteurs  àtrangersj 
mais  indipmdans  de  la  lettre  principale. 

Or ,  comme  nous  verrons  par  la  suite  que  le  principal  objet 
qu'on  se  propose,  lorsqu'on  est  parvenu  au  commun  diviseur  de 
deux  fonctions  entières,  est  de  l'égaler  à  o,  pour  en  tirer  des 
valeurs  de  la  lettre  principale,  on  conçoit  que  l'introduction  de 
ces  facteurs  étrangers  dans  le  résultat  ne  peut ,  en  aucune  ma- 
nière, influer  sur  les  racines  de  l'équation  obtenue,  puisque  ces 
factenrs  peuvent  toujours  être  supprimés  dans  cette  équation , 
tant  qu'ils  sont  indépendans  de  la  lettre  principale. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  il  est  tout-à-fait  indifférent  d'employer  ou 
de  ne  pas  employer  les  modiGcations;  et  lorsqu'on  les  emploie, 
c'est  seulement  dans  la  vue  de  simplifier  les  calculs. 

Nous  proposerons  encore  d'appliquer  les  deux  procédés  aux 
exemples  su i vans  : 

x^  +     4^  —     3jir*  —   i6a;^  -f-    lix*+   I2x  —  9 
6z^  +  2ox>  —   \7.x^  —  4^x*  +  aa*  +  12; 

p.  g.  c.  d.  simplifié     :=       x^  •^       JP*  —     5*  +     3. 

^  '    {  i5a4  —     9;^^  +  470;»  --  21X    -f-  28; 
p.  g.  C  d.   simplifié     =     5j;*  —     Bj:    -j-     4« 

§  II.  Transformations  des  équations.  Première  partie 
de  V Élimination. 

Nous  nous  proposons  de  réunir  daoa  ce  paragraphe  les  prin 
cinalcs  transformations  dont  le  buièst  (le  ramener  la  résolution 


{ 
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d'ane  équation  donnée,  k  edle  d'une  autre  équation  pins  facile 
à  traiter. 

276.  Première  transformation,  Éifanouiasement  du  second 
terme  de  toute  éqtuition» 

On  oonfoit  qu'une  équation  d'un  d^ré  donné  est  d'autant 
plus  aisée  k  résoudre ,  qu'elle  renferme  moins  de  puissances  de 
l'inconnue;  c'est  ainsi  que  l'équation  x^=q,  donne  sur-le^hamp 
x=dr  ^Çy  tandis  que  l'équation  complète  x^^px=q  a  be- 
soin d'une  préparation  pour  être  résolue. 

Or,  une  équation  quelconque  étant  donnée,  on  peut  toujonrs 
la  tranaftfrmeren  une  autre,  c'est-ji-dire  ramenes'sa  résolution 
à  celle  d'une  antre  équation,  priyée  du  second  terme. 

Soit  en  efiFet  l'équation  générale 

Posons  xi^u  +  x\u  étant  une  nouTcUe  inconnue,  et  j/  une 
indèierminée  dont  nous  pouvons  disposer  à  volonté^  il  vient 9 
en  remplaçant  x  par  u  -f-  x% 

(i^+x')«+P(ïH-x')"'"*+Q('*+^')"'^+---+T(u4-x^)+U=», 

ou ,  développant  d'après  la  formule  du  binôme ,  et  ordonnant 
par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  u , 


+p 


w*—  I    , 

'  m  •  ■  X 


+(«  — i)Px' 


.'m 


m"— +...4-   x' 

+  Px'" 
+  Qx'" 


^^0. 


+  Tx' 

+  U 

Puisque  x'  est  lout'à-fait  arbitraire,  nous  pouvons  en  dispoiïer 

p 
de  manière  que  Ton  ait  iim/+P=o;  d*oii  Fou  lire  x'  =  — — . 

m 

.*■ 

Portant  cette  valeur  daaa  Pé^puitîon  précédente,  on  obtiendra, 
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tout  calcul  fait,  une  transformée  telle  que 

u»  +  Q'tt"»—  +  R'i*'*-^  + . . .  4-  T M  rf  U'  =  o , 

privée  de  second  terme.  Cette  équation  une  fois  résolue  ^  on  dl>- 
tiendra  les  valeurs  de  x  oorrespondantes  aux  Taleurs  de  u^  en 

p 
remplaçant  dans  la  relation  x  =  u  +  x\    ou    xsssu , 

la  lettre  u  par  chacune  de  ses  valeurs. 

D^oii  l'on  peut  conclure  oette  règle  g(|pér«Ie  : 

Pour  faire  disparaître  le  second  terme  d'une  équation ,  rem* 
place»  Finconnue  par  une  nouvelle  inconnue  augmentée  du 
coefficient  du  second  terme j  pris  en  signe  contraire  et  divisé  par 
le  degré  de  l'équation. 

On  peut  reconnaître  à  posteriori  que  cette  substitution  doit 
remplir  le  but  qu'on  s'était  proposé. 

En  effet,  soient  a,  b,  c,  d....  les  m  racines  de  l'équa- 

p 
tioD  donnée  »  il  résulte  de  la  relation  xssu—-  —  iq[ai  donne. 

p 
ussi  r-t —  y  que  les  yaleurs  de  u  sont 

ws 

nh  wi  m  m 


la  somme  des  nouvelles  racines  est  donc 

P 

a-l- A  4- c  +  rf»  ••••+•»»  .— j 

m 

mais  on  a  (n**259)  a4-^+«^4-«'+ — — P>  la  «omme 

nréoédente  se  réduit  donc  à  — «P + P9  ou  à  o  ;  ainsi ,  le  coeflBcient 
4nB  second  terme  de  la  transformée  doit  être  mU  de  lainoBèoie. 

M,  B.  On  a  supposé  le  coefficient  dn  premier  terme  de  FéqBa«< 
tien  ^al  à  l'unité;  mais  si  l'équation  était  de^lar  fonne 

Ax»»  +  Px-^'+ Tx-f  Ùbbo, 

en  posant  a:r=i#-{- jd',  po  di^tiendrati,  pour  le  coefficient  de 
oT^',  mkx' -f  P,  expression  qui,  égalée  à  o,  donnerv^t 
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«'  = -T'y  c'est-à-dire  que,  dans  ce  cas,  le  dénominateur  de 

la  valeur  de  x'  serait  le  produit  du  degré  de  Viquaiion  par  le 
ooeJfu^rU  A  du  premier  terme. 

Appliquons  la  règle  précédente  à  l'équatîott''X»+/>x=jr. 
Si  Pon  pose  x=r:  u  •»£ ,  elle  devient  (u  —  -  J  +/>  fi*— -  7= ?» 
ou,  effectuant  les  oalcoli  et  réduisant, u^ — a^^^' 

cette  équation  transformée  donne u  =  dr  \/ y  +  q\ 

par  conséquent,  on  obtient,  pour  les  deux  valeurs  de  x  cor- 
respondantes,   xs=  — -d:l/^+^• 
377.  Au  lieu  de  faire  disparaître  le  second  terme,  on  peut 
demander  queTéquation  soit  privée  du  troisième,  quatrième...; 
il  suffit  pour  cela  d'égaler  à  o  le  coefficient  de  u"""*,  m*"^,  . . . 
Par  exemple/  pour  chasser  le  troisième  terme,  on  posera,  dans 
l'équation  transformée  ci-dessus. 


m. — 


Lia;'*  +  (w»— i)Px'  +  Q=o, 


d'oti  Pon  déduira  pour  x'  deux  valeurs  dont  chacune  substituée 
dans  la  transformée ,  la  réduira  à  la  forme 

i^-'  +  Fi^»-' +R'i*'"-' +. , .  .  +  rw  +  U'=  o. 

Au-delà  du  troisième  terme ,  il  faudrait  résoudre  des  équations 
(ie  degré  supérieur  au  second ,  pour  obtenir  la  valeur  de  x  ; 
ainsi,  pour  opérer  la  disparition  du  dernier  terme,  il  faudrait 
résoudre  Péquation 

x>  +  Px'«-'  + +  Tx'  +  U  =  o , 

qui  n'est  autre  chose  que  la  proposée  dans  laquelle  on  a  rem- 
placé X  par  sf. 
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Il  peut  arriTer  qiwa  yaleur  x'  = ,  qui  (  n^  376  )  tàii 

liiparattre  le  aeoond  terme ,  donne  également  lien  k  la  dispa^ 
rition  du  troisième  ou  d'un  tout  autre  terme.  Par  exemple* 
ponr  quele  second  et  le  troisième  termes  disparaissent  k  la  fi>is« 

p 
il  fantOttaTjéqtiation  x' =  —<—•,  puisse  fl^acoorder  avec  celle-ci 

P 

(W,  si  PoQ  remplace  dans  cette  dernière  ,^.  par ,41  vient 

m 

«s— I     P*  P* 

m. •  — ;— (wi— 1). hQ=:o,ou(m— f)P^*--amQs=5o; 

dm  m 

ainsi ,  tontes  les  fois  que  cette  relation  existera  entre  les  deux 
o^tSoiens  P  et  Q ,  la  disparition  dn  second  terme  donnera  lien 
k  œUe  dn  troisième. 

n^ffi.  Rémarques  sur  la  trans/brmaêionprMdente.  Formation 
êeëpolynomee  dérivés, 

La  relation  x:=u  +  x',  dont  nous  ayons  fkit  «sage dans  lés 
denaOiVBfcos  qui  précèdent  >  indique  que  les  raeines  de  la 
.  sont  égales  à  celles  de  la  proposée  »  diminuées  ou 
d'une  même  quantité.  Tantôt  cette  quantité  est 
introdaite  dans  le  calcul ,  comme  une  indéterminée  dont  hk 
Talenr  est  ensuite  fixée  de  manière  è  renipitr  une  condition 
donnée;  tantôt  c'est  un  nombre  particulier  et  donné  à  priori, 
qui  exprime  nue  différence  constante  entré  les  racines  d'iAie 
première  équation  et  celles  d'une  autre  équation  que  l'on  veut 
former. 

Kd  un  mot,  la  transformation  qui  consiste  à  remplacer  x  par 
u+x^  dans  une  équation,  est  d'un  usage  tajbs  fréquent  dans  la 
thémne  des  équations.  Or,  il  existe  un  méjen  asses  simple 
d'obtenir,  dans  la  pratique,  la  transformée  qui  résulte  de  cette 
snlmt^tion. 

Pour  cela.  interTertissons  l'ordre  des  t^-nies  d^ns  u  +  x'\ 
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c^est-à-dire  remplaçons  x  par  x'  +  UyAuïs  Féquation 

x"»+ Px"»-' +  Qx*'^  +  Rx»- 3  ^. . .  .Tx  +  U  =  o  ; 

on  trouve,  en  défeloppant  et  ordonnant  par  rapport  aux  puis- 
sances ascendantes  de  li. 


T"" •  •  •  •  «"r"*  •  •  • 

-1-T*'     +T 
+U 


if+n» 


^•-»-...u"=o. 


Si  Ton  fait  attention  k  la  manière  dont  se  composent  les  eoef- 
fjciens  des  diverses  puissances  de  u ,  on  verra  qne  le  caefficimti 
de  u^  nfest  autre  chose  que  le  premier  membre  de  la  prx^iOêée^ 
dans  lequel  on  a  remplacé  x  par  il!j  nous  désignerons  doréna- 
vant ce  coejQOlcient  par  X'. 

Que  le  coefficient  de  u'  se  forme  au  moyen  du  pricddeni  au 
de  X\  en  multipliant  chacun  des  termes  de  H!  par  An 
de  i!  dans  ce  termsj  et  diminuant  cet  exposant  d^wtm 
nous  appellerons  Y'  ce  coefficient. 

Que  le  coefficient  de  u*  se  forme  au  moyen  ds  T',  en  multi* 
pliant  chacun  des  termes  de  Y^  par  If  exposant  de  x'  dans  ce 
terme,  ditfisant  le  produit  par  %j  et  diminuant  ensuite  Vex^ 

21 

posant  de  i!  d^une  unité.  En  a])pelant  —  ce  coefficient ,  il  est 

clair  que  21  se  forme  au  moyen  de  Y^',  comme  Y'  se  forme  au 
nio>en  deX'. 

En  général,  un  coefficient  de  rang  quelconque,  dans  la 
transformée  ci- dessus,  se  forme  au  moyen  du  précèdent,  en 
multipliant  chacun  des  ter/nes  de  celui-ci  par  l' exposant  de 
j!  dans  ce  terme,  divisant  U  produit  par  Je  nombre  des  coef- 
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Jlciens  qui  précèdent  celui  que  Von  considère j  et  diminuant  en* 
êuite  fexpoêont  derj!  dfune  unité. 

Il   y 

Cette  loi,  d'après  laquelle  les  coefficiens  X'jT',  —,  — ^^ . . . 

dérivent  les  uns  des  autres,  est  évidemment  une  conséquence 
immédiate  de  celle  qui  régit  les  différens  termes  de  la  formule 
du  binôme  {voye»  n®  i52). 

Les  expressions  Y*,  Z',  V,  W. . .  sont  appelées  les  /x>(^- 
nomes  dériuéa  de  %\  parce  que  Z'  se  déduit  on  déripe  de  Y', 
comme  Y  dérive  de  X';  V  dérive  de  Z'  comme  Z"  dérive 
de  Y\  et  ainsi  de  suite.  Y^  est  dit  le  premier  polynôme  dérivé^ 
là  le  second ...  ;  rappelons-nous ,  d'ailleurs,  que  X'  n'est  autre 
cliose  que  le  premier  membre  de  la  proposée^  dans  lequel  on  a 
remplacé  x  par  j/ 

JVl  B.  On  a  supposé  le  coefficient  du  premier  tei^me  de  la 
fMpiyét  I  ^al  à  I  \  s'il  était  quelconque,  la  loi  de  formation  des 
ooefliciens  de  la  transformée  serait  absolument  la  même,  et  le 
JBoeficient  de  u"  serait  égal  à  celui  de  a:". 

Wnr  &ire  connaître  l'usage  de  cette  loi  dans  la  pratique, 
prqxiaona-nous  de  faire  évanouir  le  coefficient  du  second  terme 

dePéqnation    x*  — lax'-f-  i7x*— 9r+7  =  o. 

Il  fiint,  d'après  la  ligle  n*  576,  poser    x  =  u  +  -j-,    ou 

«5=  3  +  tt,  ce  qui  donnera  une  transformée  du  4*  degré  et  de 
lafimne 

%  2.0 

Il     V 
at  tout  se  réduit  à  calculer  X',  Y',  —,  — *• 

'       '   2'   2.3 

Or  on  a,  en  vertu  de  la  loi  précédente > 

W  =  (3)4-i2.(3)'+i7.(3)'— 9.(3y+7,  ou  X'=— 110; 
»=54.(3)^— 36.(3)'+34.(3)»— 9,  ou.  .  .  .     r=— 123; 


a 

37. 

V 
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I  =a6.(3)»-36.(3)'+i7 

ri-*^^)'— •••• 

Ainsi ,  la  transformée  devient    n*  —  i'ju^  —  1 23ii  —  1 1 o  =:  o. 
Soit  encore  proposé  de  transformer  l'équation 

4*3  _  5x*  +  7x  —  9  =  o , 

en  ime  autre  dont  les  racines  surpassent  de  VunM  chacune 
des  racines  de  la  proposée. 

Posons  la  relation  v  =3  «  + 1  ;  îl  en  résulte  x  =  —  i  +  m» 

2i 
ce  qui  donne  la  transformée    X'  +  T'i*  +—!*•  +  ^  =  o. 

X'  =  4.(— 1)3_  5.(— iy+7.(— i)'-9,oubîenX'=— a5; 
r  =ia.{— !)•— io.(— 1)«+7 r=    ag; 

Z'  ,        X.       ir  Z' 

r  =«^-(-o'-5 , r=-''' 

^=^ ^3=       ^- 

Ainsi ,  la  transformée  devient  4<^^—  i7u*-f-^^'~~25=o. 
On  peut  s'exercer  sur  les  exemples  suivans  : 

Faire  épanouir  le  second  terme  dans  les  équations 

i«.  x* — iox*+ 7x^+4^ — 9=0? 

(  Résultat.         u*—  SStt'—  I  i8a*—  iSaw— 73=0.) 

a».  3x3  +  i5x»+25x— 3=0? 

(  Résultat.         3i*3— —  =0.)  [^oy.  n^  277.] 

Transformer  Inéquation  3x<  —  1 3x'  +  7X* — 8r — 9 =0 ,  un 
une  autre  dont  les  racines  soient  plus  petites  que  chacune  des 

racines  de  la  proposée  j  de  la  fraction  5  ? 


nontàri  du  poLTHoim  uiai^it.  ^vj 

NoDs  aurons  souvent  occasion  de  rappder  k4oi  de  fennation 
des  polynômes  dérivés, 

vfQ.  Ces  poljnomes  jouissent  d'une  pvyiprÎTO  tris  remar- 
quaUe>  q]ue  nous  pouvons  faire  connaître  dèa  &  présent. 

SoîentXoux"*+Px"'""'-|-Qjc"'^  +  » .  .-sao,  une  équa* 
tioo  pimK>féey  et  a ,  Ay  ff  ^  /,  les  m  racines  de  cette  équation  ,ou 
a  (n**  sSj)  l'équation  identique 

a:"  +  Px^*+ =  {x—d)  (x  — 6)(x— c) (x— 0- 

Cda  posé",  remplaçons  x  par  x'+u^  ou  plutôt  parx+u 
(  pour  éviter  les  accens)  ;  il  vient 

(«+u2*+P(x4-ii)"-'+.   .-  =  («+««— «)(*+!*— 6)....; 

ou  biett,  changeant  dans  le  second  mendire^  Perdre  des  termeé, 
et  regmlant  x— >  a,  x—  fr, .  . .  •  chacun*  comme  une  seule 
'quantité, 

(x+<»)^P(»+tt)-'-»+-..N"+xI=â)(M+x^)...(i*^^ 

Or,  si  Ton  effectue  les  multiplications  dans  l'un  et  l'autre 
mendbreSf  on  obtiendra  d'abord  pour  le  premier  membre,  en 
vertu  de  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n*  précédent, 

.i#  X+Tu+-  u»+ -fu-j 

X  étant  le  premier  membre  de  la  proposée»  et  Y,  Z, ....  las 
poljnomes  dérivés  de  ce  premier  membre.    ,. 

Quant  au  second,  il  résulte  du  n"*  ^7,  I^  que  la  partio^- 
fectée  deu®  ou  le  dernier  terme  est  égal  au  produit,  (^—o) 
(x — 4) (x — /)  des  fÎEicteurs  de  la  proposée; 

a^Que  le  coefficient  de  v}  est  égal  à  la  somme  deir  pro- 
duits i» — làm — I  de  ces  m  facteurs; 

3^  Que  le  coefficient  de  li*  est  égal  à  la  sqpnme  des  produits 
«1—2  à  m— 2  de  ces  m  facteurs,  et  ainsi  de  iruîte. 


4^  DUTARITION   DES   Dhf€mWATEmÊ, 

D'ailleurs,  Il  y  a  identité  entre  les  deux  membres  de  la  der- 
nière équation;  ce  qui  jeut  dire  (n^  i88)  que  les  ooefficiens 
des  mêmes  puissances  sont  égaux  dans  ces  deux  membres. 

Ainsi  Ton  a  X=  (x — à)  (x — b)  (x— c) ....  (a?—/),  ce 
que  l'on  sait  déjà. 

T  ou  le  premier  polynôme  dérivé,  égal  4  la  sommé  deapn^ 
cfm'tem-—  I  à  m— I  des  la  Jacieunt  du  premier  degré  dé  la 
propoéée;  ou  bien  encore  ,4^^  à  la  somme  des  quotiens  que  l'on 
obtient  en  dhfisant  f.  par  chacun  des  m  facteurs  du  premier 
degré  de  la  proposée;  c'est-à-dire  algébriquement , 

T= -^+ -^+ -^-+ ..  ..^-,. 
X  — a      X  —  ^x  —  c  X  —  / 

—  ou  le  second  polynôme  dérivé  (pris  avec  le  diviseur  2)  égd 

à  la  somme  des  produits  m  —  a  4  m  — -  a  des  m  facteurs  de  la 
proposée;  ou  bien  encore,  égal  à  la  somme  des  quotiens  que 
l'on  obtient  en  divisant  X  par  chacun  des  facteurs  du  aecond 
degré  ;  c'est-à-dire  " 

Z_  XX  X 

/  a  ~  (x-^)  (x— 6)."^  (x— a)(x— (  )  "*"  "  *    (x— ft)(x—  /)  ' 

et  ainsi  de  suite. 

280.  Seconde  transformation.  Faire  disparaiîretlee  dénomi' 
nateurs  d'une  équation. 

Une  équation  étant  donnée,  on  peot  toujours  la  transfcikaifr 
en  une  autre  dont  les  racines  soient  égales  à  un  multiple  m^  un 
sous-multiple  donné  de  celles  de  la  proposée. 

Reprenonsl'équation  x--fPx'— H  Qx"-*+. .  .+Tx-f.U=o , 
et  désignons  par  y  Finconnne  d'une  nouvelle  équation  dont  les 
racines  soient  K  fois  plus  grandes  que  celles  de  la  proposée.  Si 

l'on  pose^=Kx,  il  en  résulte  x=  ^;  d'oh,  substituant  et 

chassant  le  dénomii^ateur  K"  du  premier  terme, 


\ 
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équation dmï  lei  coeiBoiens  sont  égaux  à  ceux  de  b  proposée, 

Cette  hlliiBnmiifinn  est  princtpalement  utile  fowtjam  di9^ 
pamiùrw  ImdlnominaUurê  d'une  équation^  aanè  dtmmraupre^ 
tmUr  Urmê  d^mûtn  eoeffioiefd'que  i^unM. 

Soil^  pour  fixer  les  idées,  l'équation  du  4*  degré 


**+?''+3^+/*  +  f=' 


y 

st  Pon  fait  dans  celte  équation ,  a:  =:  ^  «  y  étant  une  nouvelle 
incoanae  et  EL  une  indéterminée,  il  Tient 

.^aK    ,^cK*    ._^*K3       ,  ^4 

Gelm  posé,  il  peut  arriver  deux  cas  : 

Ou  les  dénominateurs  bydjf,hj  sont  premiers  entre  eux  ; 
dans  cette  hypothèse,  comme  R  est  tOQt4«fait  arbitraire, 
joaaoBt^sabdfh  y  produit  de  ces  dénominaieurêj  il  vient 

y^+  adfh ./+  cb^dfh* y+êb^d^fh^ >y+gb^d^ffr^ r=i  o ,  , 

équation  dont  les  ooefBclens  sont  entiers  et  dont  le  premier 
terme  a  pour  coefficient  Punîté* 
On  a,  d'ailleurs,  pour  déterminer  les  valeurs  de  x  corres- 

pondiyites  aux  valeurs  de  j^,  la  relation  xsss  r^er- 

Oli  tUn,  les  dénominateurs  renferment  des  facteurs  com- 
mmw^etFon  rendra  évidemment  les .coefiicieas  ea^BES^.en 
prenant  pour  K.  te  plue  peiit  muliiple  de  tous  les  dénomina* 
teurs.  Mais  on  peut  encore  simplifier  davantage,  en  dMerrant 
que  tant  se  réduit  à  déterminer  K  de  manière  qneK'|KVK^«. 
contiennent*  les  fatcteurs  premiers  qui  composent  &,«',/,&,& 
des  ptntsances  au  moins  égUea  k  eeUes  qui  entrent  dans  ces 
difiB&rens  dénominateurs. 

Ainsî.soitPéqualion  jc*— 2t«^+— «•— — 2-  x =  o. 

'         ^  o      •  la  i5o       9000 


^ 


43o  VlorAKlTMlBI    DTA    uimom»l>.TtVKi, 

Pesons  r^f,  .1  «e««  >»— ^y  +  7T-^  "TStf^a^  =  '^ 


Si  lit  fait  trabord  k  égal  a  goo(>,  ijui  eit  multiple  de  ïom  ïa 
4>ùtrefi  douotiiinateurs,  il  est  clair  que  \m  codEcieos  cirvieiidn^ot 
lies  nombres  entiers. 

Mais  si  l'on  déooinpoae  6^  ii,  i5o  et  9000,  eu  leurs  f4£<- 

irurSj  on  trouve 

i;=tix3,  J2=2"X3,  i5a=3X3x5%  9ocHi=a^x3*x5^ 

et  en  fâiâânt  simplement  jt  ^  a  K  3  X$t  prodiiil  d^  faetsai 
feiîmjile^  dHférenSj  on  obtient 

P=:2''X3*X5%     F=a'x3^x5',    jH  =  a*x3*x5»;l 

d*oà  Von  Toil  que  les  valeurs  tle  t,  it',  F,  i*^  oontieaiiait  kt| 
facteurs  premiers  ^j  3 ,  5  à  des  puissances  au  moios  ^^es  J  , 


la       40        ^^5        600     '^800        '         a^.3.5 

y^— 65y*+  ïSgoy' —  3o72oy^— 9a88ooy+97aooo = o. 

)i.  Les  transformations  préoédentes  sont  celles  dont  l'usage 
e  pins  fréquent;  il  en  est  encore  d'autres  assez  usitées,  dont 
I  ne  parlerons  que  lorsque  l'occasion  s'en  présentera ,  parce 
lies  sont  trop  simples  pour  être  traitées  séparément, 
n  général ,  le  problème  des  transformations  doit  être  regardé 
me  une  application  du  problème  de  Vélimmaticn  entre  deux 
itions  d'un  degré  quelconque  à  deux  inconnues.  En  effet , 
équation  étant  donnée,  supposons  qu'on  yeuille  ki  transfbr- 
on  une  autre  dont  les  racines  aient  avec  celles  de  la  propo- 
xne  relation  déterminée. 

ésignons  par  F  (x)  ==  o  l'équation  proposée  (  elle  s*énonce 
lion  dé  X  égale  p)  ,  et  par  F'  (x ,  ^)  =  o  ^expression  al- 
"îqoe  de  la  relation  qui  doit  exister  entre  la  première  f n* 
Am  X  et  la  nouvelle  y\  la  question  se  réduit  à  ticher  d'ob- 
r^^u  moyen  de  ces  deux  équations,  une  nouvelle  équation 
ff  qui  sera  alors  Téquation  demandée.  Lorsque  l'ineonnoè  x 
lire  qn'an  premier  degré  dans  F  (x,  jr)  =  o ,  la  trâasfimnée 
koild.à  obtenir  \  mais  si  elle  y  est  élevée  âi  la  secundo  >  troi- 
Ulfe  •  -•  puissance  >  il  faUt  avoir  recours  aux  méthodes  d'éli- 


I  une  première  idée  de  cette  théorie  f  qui  )oue  un  si 
id  rdle  dans  l'analyse  algébrique. 
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Élimination.  Prenièrn  parti*. 


i 


?.82hp  Éliminer  tnire  deux  équatioTU  d^un  degré  quêl^ 
à  deux  inconnues j  c*e$i  parçenir^  après  une  suite  d^opm 
exécutées  sur  cet  équatroQi,  à  une  mide  êquaitou  qtii  tt§ 
firme  que  tune  des  inconnues^  et  qui  don  ne  tciulei  \^ 
leurs  de  celte  inconnue  propre»  à  vérifier  les  deoi  équ^ili 
eu  mcuie  temps  que  des  valeurs  correspondanies  de  R 
inconnue.  | 

L'ét]ualion ,  fonction  de  l'une  des  inconnues ^  à  latiudl 
parvient  j  se  nomme  riQUATioN  fikmj!;  et  les  vtledi 
rinconiiuGj  tirées  de  celte  équation,  sont  appelisei  99 
con%*enabie&m 

De  toutes  les  mélhinles  connues  d'élimînafion  »  la  aiâ 
par  le  commun  dipiseur  est,  en  géoéral ,  l^  plus  Gipédl 
aussi  c'est  celle  que  nous  allons  dérelopper  ici. 


D%   L'iuMUIATIOM.  4^3 

Réciproquement j  toute  valeur  de  y  qui^  sobitituée  dans 
(es  deux  équations ,  leur  donne  un  commun  diviseur  en  x^ 
est  nécessairement  une  valeur  convenable  ;  car  alors  elle  vé- 
rifie éTÎdemment  les  deux  équations  en  même  tem|)t  que  la 
valeur  ou  les  valeurs  de  x  tirées  de  ce  commun  diviseur 
^alé  à  o. 

a83.  Remarquons  d'ailleurs  q\i^ avant  aucune  substitution^  les 
premiers  membres  des  équations  ne  peuifentj  en  général ,  avoir 
un  commun  diviseur j  ibnctiou  des  deux  inconnues  ou  oe  l'une 
d'elles  seulement. 

Supposons  en  effet ,  pour  un  instant ,  que  les  équiitions  Asso» 
B s o,  soient  de  la  forme 

.   A'xD  =  o,       B'xDsro, 

D  étant  fonction  de  x  et  de  y. 

"En  posant  séparément  D  =  o,  on  obtient  nne  seule  équation 
à  deux  inconnues,  qui  'peut  être  satisfaite  par  une  infinité  de 
systèmes  de  valeurs.  D'ailleurs,  tout  système  qui  anéantît  Dy 
rend  également  nuls  A'D,  B'D,et  satisfait  par  conséquent  aux 
équations  A  =  o ,  B  =  o. 

Ainsi,  riiypotliëse  de  l'existence  d'un  commun  diviseur  en  x 
et  y,  entre  les  deux  polynômes  A  et  B,  entraine  la  conséquence 
que  les  équations  proposées  sont  indé terminées j  c^est-à-dire 
susceptibles  d'être  satisfaites  par  une  infinité  de  systàmçs  de 
valeurs  de  x  et  de  y.  Dès  lors,  il  n'y  a  pas  lie.|i  »  déterminer  nnè 
équation  finale  en  jf,  puisque  le  nombre  des  Ttleurs  de  jr  est 
infini. 

Si  1a(  deux  polynômes  A  et  B  étaient  de  la  forme  A'  X  D^ 
B"  XD>  D  étant  fonction  de  x  seulement,  pn  conoevrait  l'é» 
quatîon  -D  -=::  o  >  résolue  par  rapport  à  o: ,  ce  qui  donnerait  une 
ou  plusieurs  valeurs  pour  cette  inconnue.  Cliacune  de  ces  va- 
leurs, suUti  tuée  dans  A'xD  =  o  et  B'xD=;:o,  en  même 
temps  qu'une  valeur  àcy  j  tout-à-£ait  arbitraire,  vérifierait  ces 
deux  équations,. puisque  D  devient  nul  par  Teffet  seul  do  la 
substitution  de  la  valeur  de  x.  Ainsi ,  dans  ce  cas^  les  deux  équa-» 
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lions  proposées  admettraient  bien  un  nombre  fini  de  valeurs 
pour  X  y  mais  une  infinité  de  valeurs  pour  y  y  et  il  ne  pourrait 
alors  exister  (Vcquation  finale  en  y. 

Donc,  toutes  les  fois  que  deux  équations  A  =  o,  B  =0^ 
seront  dé  terminées  j  c'est-à-dire  «toutes  les  fois  qu'elles  n'ad- 
mettront qu'un  nombre  limité  de  systèmes  de  Taleurs  pour  x 
el  y  y  leurs  premiers  membres  ne  pourront  avoir  de  commun    ' 
diviseur  fonction  des  inconnues, avant  aucune  substitution  par-  I 
ticuliëve  fane  pour  l'une  d'elles. 

284-  De  là  il  est  aisé  de  conclure  un  procédé  pour  obt€!&Sr 
Viqua  lion  fignole  en  y.  \ 

Puisque  la  propriété  caractéristique  de  toute  valeur  conve-   \ 
noble  dey  est  que,  substituée  dans  les  premiers  membres  des    I 
deux  équations,  elle  leur  donne  un  commun  diviseur  en  Xy 
qu'ils  n'avaient  pas  auparavant  (à  moins  que  les  équations  ne 
soient  indéterminées,  ce  qu'on  ne  suppose  pas),  il  s'ensuit  que  ' 
sij  aux  deux  polynonhes  proposés  et  ordonnés  par  rapport  a  X|   ' 
on  appliquée    le  procédé  du  plus   ^rand    commun  diuiseur , 
on  n'en  trouveixi  généralement  pas;  mais  en  continuant  l'ope' 
ration*conrenablemenij  on  parviendra  à  un  reste  indéperuiaiU 
de  "i.  et  fonction  de  y  ,  quij  égalé  à  o ,  donnera  l'équation  finale 
demaïuiée;  car  toule  valeur  de  y  y  lirce  de  celte  équation,  rend 
nul  le  dernier  reste  de  l'opération  du  commun  diviseur;  elle 
est  donc  telle  que,  substituée  dans  le  reste  précédent  ,clle  rend 
ce  reste  diviseur  commun  des  premiers  membres  A  et  B.  Ainsi  y 
cliacune  des  racines  de  Téqualion  ainsi  formée  est  une  valeur 
convenable  dey. 

285.  En  admettant  que  l'équation  fmale  fût  complètement  re^ 
solue,  cequi  donnerait  toutes  les  valeurs  convenables,  il  faudrait 
ensuite  obtenir  les  valeurs  con  espondanles  de  x.  Oc  y  il  est  c\i* 
dent  qu'il  suffirait ,  pour  cela ,  de  substituer  les  différentes  ualeun 
de.j  dans  l'aidant- dernier  reste j  d'égaler  à  o  les  polynonus  en  x 
qui  en  résulteraient^  et  d'en  tirer  les  valeurs  de  x  ;  car  ces  poly- 
nômes ne  sont  auti  e  cliose  que  les  diviseurs  en  x  qui  deviennent 
commans  à  A  et  B. 
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Mais  comme  l'équation  finale  est,  en  général,  d*tin  degré  su- 
périeur au  second,  nous  sommes  forcé  de  renvoyer  à  un  autre 
chapitre  la  seconde  partie  de  la  théorie  de  l'élimination,  Uiqnelfe 
partie  a  pour  objet  de  d-é terminer  ions  Us  sTSTÀMEâ  de  i^letu^ 
propres  à  vérifier  deux  équations  d'un  degré  quelconque  à  deux 
inconnues» 

Nous  nous  proposons  également  de  revenir  sur  la  méthode  qui 
Tient  d'être  exposée,  parce  qu'elle  a  quelques  inconvénieDs  que 
nous  tâcherons  de  faire  disparaître.  Mais  notre  but  était  princi- 
palement ici  de  faire  voir  comment,  deux  équations  d'un  degré 
quelconque  étant  données,  on  peulj  sans  supposer  la  résolution 
d'aucune  équation ,  parvenir  à  une  autre  équation  ne  renfèr- 
mant  plus  que  l'une  des  deux  inconnues  qui  enlisent  dans  les 
proposées. 

2186.  Si  l'on  avait  trois  équations  (i),  (9)  et  (3) ,  renfermant 
les  inconnues  x  ^  y  et  z,  pour  obtenir  l'équation  Ji noie  en  s, 
c^est^-dirc  l'équation  renfermant  toutes  les  valeurs  de  L'incon- 
nue Zf  susceptibles  de  vérifier  les  trois  équations  en  même  temps 
que  certaines 'Valeurs  de  x  et  de^,  il  faudrait,  en  regardant  y 

]  comme  connu ,  éliminer  x  entre  les  équations  (1)  et  (2}  ,  puis 
entre  (1)  et  (3),  d'après  la  méthode  du  n"  284;  ce  qui  condui- 
rait k  deux  équations  en  y  et  jc,  auxquelles  on  appliquerait  la 

.  inéme  méthode  pour  éliminer  y* 

Même  raisonnement  pour  4  équations  &  4  inconnues,  etc. 
"    ^our  le  moment,  nous  nous  liornerons  à  une  seule  applica- 

,  tion  générale  de  la  méthode  d'élimination. 

267.  Soit  proposé  le  problème  suivant  : 
Une  équation  du  degré  m  à  une  seule  inconnue  étant  donnée, 
•A  demande  une  autre  équation  dont  les  racines  soient  une 
^  cetiaine  combinaison  de  deux  quelconques  des  racines  de  la 
propoêie,  ^ 

''    Soit    x«+Pjc^'4-Q*"— +.-  +  Tjc4-U  =  o> 

Péqoation  proposée j  appelons  sf,  x*,  o^, .  ••  les  racines  de 
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cette  équation)  et  désignons  par  u  rinconnne  de  l'éqaatîon 
qu'on  Teut  former. 

Si  notts  considérons  deux  ■quelconqttes  des  racines  de  la 
^proposée,  »'«t  »*  par  exemple^  on  doit  avoir^  par  hjpolhèse, 

tt=F{*',*^)....(0, 

[la  lettre  F,  qui  s*énonce/à/icltafi  de ,  exprimant  ici  un  certain 
systèrike  d'opérations  à  effectuer  sur  les  deux  racines  x'  et  **, 
ponr  obtenir  la  valeur  de  m]. 

D'un  antre  eôté,  puisque  x'  et  jc*  sont  des  racines  de  l'équa- 
tion donnée,  on  doit  avoir  les  deux  relations 

jp'-+P^'m-.^Q,'»^4.__^X*'+U=«0...(2), 

jp-m+Px'^m-»  +Qx'"«-«+.  .  ..  +  Tx''+V  =  0.  .  .(S). 

lies  équations  (i),  (2)  et  (3)  peuvent  donc  être  regardées 
'coihme  les  équations  du  problème  ;  et  toutes  les  fois  que  la 
nature  de  la  combinaison  oxxfonctionj  e:çprimée  par  la  lettre 
F,  sera  connue  et  définie,  il  suITira  d'éliminer  x'  et  x"  entre 
ces  trois  équations.  1! équation  finale  en  u  sera  l'équation  de- 
mandée. En  effet,  le  résultat  ne  renfermant  plus  aucune  trace 
des  deux  racines  particulières  x'  et  **,  puisqu'on  les  aura  éli- 
minées, conviendra  i  toutes  les  racines  x\  x\  ar*. . . . ,  et  aura 
par  conséquent  pour  racine,  une  combinaison  (exprimée  par 
le  caractère  F)  de  deux  quelconques  des  racines  de  la  pro- 
posée. 

288.  Proposons-nous,  comme  cas  particulier  de  la  question 
précédente ,  de  déterminer  une  équation  dont  les  racines  soient 
les  différences  entre  deux  quelconques  des  racines  d^une  équa^ 
tion  chnnée.   C'est   ce  .qu'on    appelle   L'équation    aux   diffé- 

MSNOES. 

Solution,  Soient  *"»  -f  Pat""*  -f-  . . .  =  o,  Véquatîon  pro- 
posée, x\  of",*'*. . . .  ses  7/1  racines^  et  appelons  u  la  valeur  de 
l'une  quelconque  des  différences 

»"  —  *',  *^— /,    *•  — *^,    *"— jr«\ 
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On  a  d'abord  y  en  vertu  de  l'énoncé,  cette  première  relation 

»=«*—*'....  (i). 

IVainears,  x'  et  x"  ct^nt  des  racines  de  lapuroposée,  doi* 
Tent  y  satisfaire >  et  donnent  par  conséqaent, 

,      'y-  +  P/"-»  +  ...,  =0....  (2), 
«^«  +  P**'-^*+...,  =0....  (3); 

et  il  s'agirait  (n°  287)  d'éliminer  x'^  x",  entre  les  équations  (i), 
(a)  et  (3). 

Mais  comme  de  la  relation  (i),  on  déduit  x*  =  »'  +  ><> 
d'oh,  substituant  dans  l'équation  (3)| 

(/  +  ^)«+P(jc' +  ,.)"»:-*  +  ....  =  0(4), 

il  s^eD8uit  que  la  question  est  ramenée  à  éliminer  »'  entre  lea 
équations  (2)  et  (4)* 

Or,  l'équation  (4)  développée  prend  (n®  278)  îa  forme 

71 

X' +  Ta +-i^' +  . . . . +!*"•  =  o; 

et  si  l'on  observe  que  X'  n'est  autre  chose  que 

expression  qui  doit  être  nulle  d'après  la  relation  (2) ,  la  der?- 
niëre  équaticy;^!  dél>arrassée  du  terme  X'  et  divisée  ensuite 
par  u  [yoy.  le  N.  B.) ,  se  réduit  à 

Donc  enfin ,  Véquation  cberebée  résulte  de  l'éliniioation  de  x' 
entrç  les  deux  équations 

X'aso, 

2         2  •  ») 
Ainsi,  règle  générale  :  Pour  Jtrmer  l'équation  aUx  diffé-^ 
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rencea  des  racines  d'une  équation  proposée  j  il  faut  éliminer 
x'  entre  féqmition  X'  =  o,  qu'on  déduit  de  Li  proposée  ep 
y  remplaçant  x  par  *',  et  f équation  qui  résulte  de  la  substi- 
tution  driJ'^vi  à  la  place  de  x  ;  celle  résultante  élant  d'Hl)Ord 
débarrassée  de  son  dernier  terme  X',  et  divisée  ensuite  par  u. 
N,  B,  1®.  Dans  la  pratique,  on  se  dispense  de  mellre  Taccent' 
sur  la  lettre  a;,  c'est-à-dire  qu'on  élimine  directement  x  entre 
la  proposée  X  =  o ,  ou  x"*  +  Pj;"'"*  +  . . .  =  o  ,  et  Téquatiou 

Z  Z 

Tri-  -w+  • . .  + 1*"*""'=  Q,  dans  laquelle  Y,  -  ... ,  sont  ooia-; 
'^      ,  a 

TI 

posés  en  x  comme  Y',  —....,  sont  composés  en  x\ 

Le  résultat  de  l'élimination  est  é\idemment  le  même. 
2®.  Apres  avoir  posé  dans  l'équation  X  =  o,jp  +  2«àIa  place 
deXji  ce  qui  donne 

X  +  Yw  +  -tt*+...+w"  =  o, 

on  omet  le  terme  X  ,  comme  formant  le  premier  membre  de  \k, 
proposée,  et  l'on  obtient  une  nouvelle  équation 

Z 

don^  tou9  les^tormes  sont  divisibles  par  i£,  ou,  ce  qui  revient 
au  même ,  qui  est  satisfaite  par  tt  =  o.  Cela  doit  être  ,  puisque 
parmi  les  différences  entre  les  racines,  il  faut  tompter  œlle 
qui  existe  entre  chaque  racine  et  elle-même j  mais  si  l'on  sup- 
prime ce  facteur  u,  l'équation  ne  renferme  plus  alors  que  U9 
différences  entre  l'une  quelconque  des  racines  tt  toutes  les  autres* 
Or ,  ce  sont  les  seules  diiTérences  que  nous  aurons  besoin  de 
considérer  par  la  suite. 

289.  Soit,  par  exemple,  à  déterminer  l'équation  aux  diffl» 
rences  des  racines  de  l'équation     x^  —  6jp  —  7  =r  o. 
On  a  d'abord ,  en  vertu  de  la  loi  de  formation,  n®  278, 
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donne  les  deux  équations 

jf'  — 6* —  7  =^0, 
3jf*  —  6  +  3ami  + 1*' s=3  o , 

esquellrs  il  faut  climtncr  x. 

on  applique  à  ces  deux  équations  le  procédé  da  n®  a84». 

ieni  pour  l'équation  finale  en  k, 

^6  _  36^4  +  32^u*  +  459  3=  <K 

équation  aux  différences  des  racines  de  h  proposée.  ^ 

Composition  et  forme  de  l'équation  aux  différences. 
peut    reconnaître   à  priori  j  pour  tonte  équation  du^ 
r»,  la  forme  et  la  composition  deVéquation  aux  diffé^ 
des  racines  de  cette  équation* 
gnons  toujours  par  *' ,  x"  y  x^ . . . . ,  les  racines  dfe  la  pro- 

par  u  l'une  quelconque  des  différences;  et  remarquons 
i  l'une  des  dilTérences  est  x"  —  *',  il  en  existe  nécessai- 
:  une  autre,  x  — x*,  qui  ne  diffère  de  Celle-là  que  par 
le;  c'est'à-dire  que>  si  m  est  une  Taleur  de  u^  -r- n 
nécessairement  une  autre;  de  même,  C  étant  une  rar 
-C  en  est  une  autre,  etc.... 
c,  le  premier  membre  de  l'équation  en  u  peut  éireipis 

forme 

iltipliant  les  facteurs  deux  à  deux^ 

(£*•  —  «»)  (tt*  —  C'O  (tt'  — y»). .  • .  =  o. 

etie  équation  est  de  degré  pair,  et  de  plus,  ne  renferme 
s  puissances  de  degré  pair  de  l'inconnue  ;  c'èst-à-dire 
e«t  de  la  forme 

■  +  P'm»"-»  +  Q'a*»-4  +  . . . .  +  Ttt*  +  U'  =  o. 

legré   2/1  est  d'ailleurs  égal  à    iis(i»— i),   ou  bien 
),  au  nombre  d'arrangcmens  deux  à  deux  que  l'on  peut 
ec  un  nombre  m  de  lettres. 
Uns  l'équation  précédente,  on  pose,  pour  simplifier»^ 
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u*  :=  £  ^  elle  devient 

a"+ Fz«-» +QV-* +  ....  + "T^  +  U'=  o, 

équation  d'un  degré  sous-double,  w,  ou  m ,  dont  les  ra- 
cine sont  lef  carrés  des  différences  entre  les  racines  x',  x*, 
x'. . .  ;  car  en  mettant  dans  la  relation  u^-r^z ,  k  la  placse  de  Ut 
ses  différentes  valeurs    x"  —  x\  x"  —  a/ .  •  « .  »  on  obtient 

L'équation  en  £,  à  laquelle  on  est  parvenu  tout  à  Pheiire, 
s'appelle 9  pour  cette  raison,  V équation  aux  carrés  des  diffé^ 
rences;  et  on  la  considère  ordinairement  de  préférence  à  l'équa- 
tion aux  différences,  comme  étant  d'un  degré  sous-double. 

Ainsi,  dans  l'exemple  du  n®  précédent,  l'équation  aux  diffé' 
rences  est  du  6*  degré,  c'est-à-dire  d*un  degré  marqué  par 
3(3 —  I  },  ou  par  6.  £lle  ne  renferme  que  des  puissances  <|b 
degré  pair;  et  si  l'on  pose  u^=zz,  elle  devient 

z^  —  S6a*  -f-  324*  +  4^9  =  ^  » 

équation  dont  les  racines  sont  les  carrés  des  différences  des 
racines  de  la  proposée. 

L'équation  aux  différences,  ou  aux  carrés  des  différences,  noos 
sera  très  utile  par  la  suite.  \ 

§  III.  Des  Équations  susceptibles  d'abaissement. 

On  comprend  sous  ce  titre,  toutes  les  équations  dont  deux 
ou  plusieurs  racines  ont  entre  elles  des  relations  particu- 
lières, parce  qu'en  général  on  peut  faire  dépendre  la  réiola- 
tion  de  ces  équations  de  celle  d'autres  équations  de  degré 
moindre.  Telles  sont  les  équations  qui  ont  des  racines  égales, 
c  est-à-dire  dont  le  premier  membre  est  (n*  255)  le  produttde 
plusieurs  facteurs  égaux  de  différenfe  espèce. 

Les  méthodes  qui  se  rapportent  à  ces  classes  d'équationl 
s'appellent  mèthodéê  d' abaissement ^  «t  doivent  éti*e  regardées^ 
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jasqo'à  un  certain  poiot ,  comme  une  branche  de  la  transfor^ 
matîoQ  des  équations,  puisque  le  but  général  de  cette  théorie  est 
de  ramener  la  résolution  d'une  équation  à  celle  d'une  équation 
plus  simple. 

MÉTHODE   VES   BA.CINE8  ioAJL£S. 

agi.Direqu'uneéquationa  des  racines  égales,  c'est  dire(n®a55) 
que  son  premier  membre  a  des  facteurs  égaux  )  des  lors,  le  pre* 
mier  polynôme  dérivé  qui  (o®  279)  est  la  somme  des  produits 
m — I  à  m — I  des  m  facteurs,  contient  dans  ses  différentes 
parties  au  moins  une  fois  le  facteur  qui  entre  plusieurs  fois  dans 
la  proposée.  Donc,  il  doit  exister  un  commun  divistur  entre  le 
preniier  membre  de  la  proposée  et  son  premier  polynôme  déripé» 

Mais  de  quelle  manière  ce  commun  diviseur  se  compose- t-il 
au  moyen  des  facteurs  égaux  de  la  proposée?  c'est  ce  qu'il  s'agit 
maintenant  de  développer. 

aga.  Une  équation  étant  donnée j  on  demande  de  reconnaître 
êi  elle  a  des  racines  égales,  et  de  déterminer  ces  racines j  s'il  esi 
posêibU, 

Désignons  par  X  le  premier  membre  de  l'équation 

x-  +  Pr»-»+Qx«— +....4.Tx  +  U  =  o, 

et  supposons  qifil  renferme  n  facteurs  égaux  à  x*— a,  n  fac« 
teurs  égaux  à  x —  ô,  n"  facteurs  égaux  à  x-^c.  .^  et  con- 
tienne en  outre  les  facteurs  simples  jc— />,  x — q  y  x  — r. . .; 
en  sorte  que  l'on  ait 

X=:( j>-.c)«  (a:-^6)"'  (x— c)»" ....  (x—p)  (x— y)  (a^-r) . . .  • 

Si  l'on  considère  T,  ou  le  polynôme  dérivé  de  X,  on  a  tu 
(n^  279)  que  ce  pol\^onie  est  la  somme  des  quotiens  de  la  diçU* 
sion  de  X  par  chacun  des  m  facteurs  du  premier  degré  de  la 
proposée.  Or»  comme  X  renferme  n  facteurs  égaux  Si  X'^a^ 

X 

on  aura  d'abord  n  quotiens  partiels  égaux  & -,  même  rai- 

X  "^  a 

'  lonnement  pour  chacun  des  facteurs  égaux, x--6,  x— c.... 
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d'aillevrs,  on  ne  peut  former  qu'un  seul  quotient  égal  b«.«. 

XXX 

,  ,  . . .  .Ainsi ,  Y  est  iiécessaîrement  de  h    1 

X — p     X  —  q     X'^r  I 

forme 

_,        nX     ,j»X,7»X,       ,X,X,X,  I 

T= \ 7  H H-H 1 H- 

X — a      X — b      X — c  X — p      X — q       x — r 

D'après  celle  composition  du  polynôme  Y,  il  est  visible  que- 
(x— a)"""*,  (jT — ^)"''"',  (x — c)"*'""*...  sont  des  facteurs  com-    . 
muns  à  toutes  les  parties  de  ce  polynôme;  donc  le  produit 
(x  —  a)"~*  (x  —  t)"'"*  (x  —  c)"*""*...  est  un  diviseur  rttor 
iifAe  Y;  d'ailleurs  X  renferme  aussi  évidemment  ce  diviseur^ 

ainsi  X  et  Y  ont  pour  commun  diviseur • 

(x —  a)""*'  (x —  6)"'~*  (r  —  c)"*"' . . . .;  je  dis  maintenant  que 
c'est  leur  plus  grand  commun  diviseur.  En  effet,  les  facteurs 
premiers  de  X  sont  x  —  a,  x  —  h,  x  —  c, . .  et  x — /i,  x — y, 
07— r..  .^  or,  Y  ne  peut  avoir  pour  diviseurs,  x— />,x — qf 
.r  —  r. . . ,  puisque  chacun  d*eux  est  facteur  commun  à  toutes 
les  parties  de  Y,  à  l'exception  d'une  seule. 

Donc  enfin ,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  X  et  de  Y  est 

D  =  (x  — a)»-»  (x— ^)»'-'(x— c)""-...; 

c'est-à-dire  que  ce  plus  grand  commun  dit^iseur  se  compose  du 
produit  des  facteurs  qui  entrent  plusieurs  foi'S  dans  la  pro^ 
posée  j  élepês  à  une  puissa/u:e  moindre  cPune  unité  que  dans, 
la  proposée» 

293.  De  I4i,  on  peut  conclure  la  métliode  suivante  : 
Pour  reconnaître  si  une  équation  X  =  o  renferme  des  ra- 
cines égales,  yô /•/!»/»  Y  ou  le  polynôme  dériré  de  X;  puis  cher^ 
chez  (n**  261  )  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  entre  X 
et  Y;  si  vous  n'en  trouvez  pas,  Téquatioa  n'a  pas  de  racines 
égales  ou  do  facteurs  égaux. 

Si  vous  en  trouvez  un,  et  que  ce  conmun  diviseur  D  soit 

du  premier  degré,  ou  de  la  forme  x — h, posez  x — li  =  o,  cfoà 

X  =  h  ;  vous  pouvez  alors  conclure  que  l'hjuation  a  deux  racines 

égales  à\\j  et  n'a  qu'une  seule  espèce  de  racines  égales^  dont 

*  vous  pouvez  la  débarrasser  en  divisant  X  par  (x-— -  A)*. 
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S!  D  est  du  wc»nd  degré  en  a:,  léaoli^êz  Inéquation  D  =  o  ; 
il  peut  arrîyer  deux  cas  :  ou  les  deux  racines  sont  égales,  oo 
elles  sont  inégales,  i®.  SI  vous  trouvez  D  =  (r  — /j)',  vous 
poui^ez  conclure  çue  l'êqualion  a  trois  racines  égales  à  h,  et 
ne  renferme  qu'une  seule  espèce  de  racines  égales  j  dont  vous 
pouves  la  débarrasser  eu  divisant  X  par  {x  —  /i)^;  2®.  si  D  est 
de  la  forme  (r — h)  (jc  —  A'),  c'est  que  la  proposée  a  deux 
racines  égales  à  h  y  et  deux  racines  égalés  à  h',  dont  on  la  dé- 
barrasse en  divisant  X  par  (x  —  hy  (jt — //)%  ou  par  D'. 

Supposons  maintenant  que  Û  soit  d'un  degré  quelconque;  il 
faut,  pour  connaître  les  espèces  de  racines  égales,  et  le  nombre 
]es  racines  de  chaque  espèce,  résoudre  complèiement  £  équation 
D^o;  et  toute  racine  simple  de  D^=iQ  sera  double  dans  la 
proposée;  toute  racine  double  de  D=o  sera  triple  dans  lapnh 
Tosée;  et  ainsi  de  suite. 

ag.^^  Appliquons  cette  méthode  k  quelques  exemples  : 
On  demande  si  l'équatiork  ax*  —  i  ax^  +  i gr* — 6x  +  9  =  o, 
i  dee  racines  égales. 
On  a  (n*  278) ,  pour  le  polynôme  dérive, 

Or,  en  cherchant  (n*  275)  le  plus  grand  commun  diviseur 
mtre  ces  deux  polynômes,  on  trouve  D  =  a;  —  3a:o,  d'où 
c  =  3  j  la  proposée  a  donc  deux  racines  égales  k  3. 

Divisant  son  premier  membre  par  (x  —  3)%  on  obtient 


^ 


1  y 


ax*+i=o;     d'où    a:  =  ±:-^^ — a. 


Ainsi  l'équation  est  complètement  résolue  et  a  pour  racines, 

3,  3,  +V=^    et    —  V^. 
a  a 

Soit  pour  second  exemple  j  3? — ax^+^Jr* — 7J:*+  Sx— 3=o; 

on  a  pour  le  polynôme  dérivé,       5x*  — Sr^+gr* — i4-c+8,^v 

et  pour  commun  diviseur, . . .         x* — ax  +1    ou    (x — i)*j 

donc  la  proposée  a  trois  racines  égales  à  i. 
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Divisant  son  premier  membre  par  (x-^-*i)'  oa  par. 
J?  —  3x*  +  3x—  I ,  OQ  trouve  pour  quotient. 


a:*-t-x  +  3  =  o;     cfoh     or: 


a 


Féquation  est  donc  encore  complètement  résolne. 
Soit  la  nouvelle  équation 

ary+5x«  +  6x5— 6r^— i5x3-.3x*  +  8x+4=o; 

le  poTjnome  dérivé  est 

7x«  +  3oxS+3ox4— 24a^— 45jc*-.6r+8j 

et  Ton  trouve  ponr  commàn  divlseor^ 

x*+ar3+x«-.3x— a. 

L'équation  x^  +  3x'  +  x* — 3x — a=o,  ne  peut  pas  être 
immédiatement  résolue  ;  mais  en  lui  appliquant  la  méthcMie 
des  racines  égales,  c'est-à-dire  en  recherchant  le  oommim 
diviseur  entre  le  premier  membre  et  son  polynôme  dérivét 
4j^+9r*  +  ax — 3,  on  trouve  pour  commun  diviseur,  x+'î 
ce  qui  prouve  que  x+ 1  entre  au  carré  i&Tis  x^+3x^+x*— 3x^— a, 
et  au  cube  dans  le  premier  membre  de  la  proposée. 

Divisant  x*+ 3x^-4- x' — 3j?— apar  (x+i)*  ou  x*+2X+i, 
il  vient  pour  quotient ,  x*-f-x—- a^  polynôme  qui,  égalé  k  léro, 
donne  les  deux  racines x=  i,x=r  —  a,  ouïes  deux  facteurs 
X  — 1  et  X  -J-  a.  On  a  donc 

x44.3xJ4-jc»—3x— a  =  (x+0*(x— i)(x+2). 

Ainsi ,  le  premier  membre  de  la  proposée  est  de  la  forme 

Cx+i)3(x^ir(x  +  a)- 

ou^^bien,  en  d'autres  termes,  l'équation  a  trois  racines  égales 
à  —  I ,  deux  égales  i  i  et  deux  égales  à  —a. 
Voici  de  nouvelles  applications  : 
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I^x— 7x«  +  ioxS  +  2?.r^— /|3u^  — 35r«4-48r  +  36  =  o, 

a*,  x' — 3x®+  gr^ — i9c^+a7x-^  —  33x*  +  27r —  9=0, 
(X— .i)^(a:«  +  3)'Œ:0. 

dgS.  Lorsqn'en  appliquant  la  mélliocle  précédente,  on  obtient 
une  éqnation  Dsz=o,  d'un  degré  supérieur  au  second,  comme 
cette  équation  peut  elle-même  être  soumise  à  la  méthode,  on 
jMrrient  souvent  ainsi  a  opérer  la  décomposition  de  D  as  o  en 
ses  facteurs*,  et  l'on  connaît  par  ce  moyen  les  diffisrentes  espitoes 
de  racines  égales  de  l'équation  X  =:  o  ^  et  le  nombre  de  racines 
de  chaque  espèce.  Quant  aux  racines  simples  de  X  =  o ,  on 
OMMiieiioepar  dégager  cette  équation  des  facteurs  égaux  qu'elle 
renferme,  et  l'équation  résultante,  que  nous  pouyons  désigner 
par'X'=  o ,  étant  résolue,  fart  connaître  ces  racines  simples. 

Il  y  a  une  circonstance  oii  les  racines  égales  de  X=o 
ne  peirrent  pas  être  découvertes  Immédiatement,  c'est  celle 
oli' Mqoation  O  =  o  n'a  que  des  racines  inégales ^  auquel 
cip'loites  ces  racines  sont  doubles  dans  la  proposée;  et 
Iwr  détermination  ne  pent  se  faire  qu'en  résolvant  l'équa- 
tiotf'DasB  o,  d'après  des  méthodes  que  nous  exposerons  uHé- 
jmvenvNit. 

aiglS.  AMs  pour  ne  rien  laisser  à  désirer  su  r  cette  matière ,  nous 
'  allons  faire  voir  que,  quelle  que  soit  téqiMtion  proposée^  ai  elle 
rÊnfkmu  des  racines  égales j  on  peut  toujours  faire  dépendre  sa 
féeohUion  de^  celle  d'une  suite  d'équations  dont  la  première  ne 
renfermé  que  Us  racines  simples  de  la  proposée^  une  seconde  les 
racines  doubles  ,(c'est-à-dîre ,  les  racines  qui  y  entrent  deux 
feis),  une  troisième  les  racines  triples j  etc.  . 

En  effet,  soit  X=o  l'équation  {proposée,  et  désignons  par 
X'ie  produit  des  facteurs  du  premier  degré  qui  correspondent 
aux  racines  simples-,  par  X'  le  produit  des  facteurs  du  premier 
degré,  correspondant  aux  racines  doubles  ;  par  X*,  X'^  ....  le 
produit  des  facteurs  correspondant  aux  racines  triples,  qua- 
dr«ples  • . .  •  9  eniorte  que  Von  ak 
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II  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  n°  292,  que  le  plus  grand  coramoii 
dîyiseur  entre  X  et  sori  polynôme  dérivé  Y ,  est  de  la   forme 

D=X\X*».X''3,X;'4...., 

puisque  les  facteurs  égaux  de  la  proposée  doivent  entrer  dansD 
k  une  puissance  moindre  d'une  unilé  que  dans  la  proposée. 
•  Cela  posé  9  opérons  sur  D  comme  nous  avons  opéré  sur  X,  et 
désignons  par  D'  le  plus  grand  commun   diviseur  qui  existe 
entre  D  et  son  polynôme  dérivé.  On  a 

D'=X"'.X»^*.X^^ 

On  trouiferait  de  même ,  en  opérant  sur  D' comme  on  a  opéré 
aur'DetX, 

D'=:X'^.X^*, 

(Nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  que  5  soit  le  pins 
grand  nombre  de  fois  qu'une  même  racine  puisse  entrer  dans 
Téquation  proposée,  c'est  à -dire  que  l'équation  D*s=:o  ncrcn* 
ferme  plus  que  des  racines  simples.) 

Actuellement,  si  l'on  divise  successivement  X  par  D,  D  parlX, 
D'  par  D',  D*  par  D*,  et  qu'on  désigne  par  Q ,  Q'^Q*,  Q'*,  Itt 
quotiens  obtcuus,  il  vient 

Q=^  =X'.X\X'.X«-  .X% 


<ï=& 


:X'.X'.X".X', 


Q'=g.-sX*.X".X\ 
Q-=?^=X".X'. 


Divisant  en'snite  Q  par  Q*,  Q'par  Q',  Q*  par  Q^çl  Q*  ptH/, 
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rouve  enfin 

Q  ^Y'   0;. x"  X. TT*  ^ ^YiT  ^  n*  — Yv 

Q>— ^>jp —     '0* — -*^  >jj»=^^»    et  li  =A'. 

^'oi  Pon  Toit  que,  par  le  moyen  de  trois  systèmes  d'opëra- 
s,  savoir  une  série  d'opérations  du  commun  diviseur  et  deux 
es  de  divisions,  on  parvient  à  isoler  successivement  les  £ac- 
•sX^X",  X*,X*^etX^,  qui,  égalés  séparément  à  o,  doo- 
ty  la  première,  les  racines  simples,  la  seconde,  les  racines 
blés,  etc. 
oici  le  tableau  de  ces  diverses  opérations  : 


=  X'X'*X*3X'^*X'5 
=  X''X**X^^X^4 

=X*X»'*X'3 

=X*^'» 

=  X^=o 


grir^X^X^X'^X' 

Q'  =  X'X'X»'X^ 

Q''=X''X^ 


Q" 


:X'  »< 


Q,  — X    _o 

Q»-X       — « 


est  à  remarquer  d'ailleurs  que  le  degré  de  X'=r  o  exprime 
lombre  des  racines  simples  de  la  proposée,  le  degré  de 
:=o,  le  nombre  des  racines  doubles,  celui  de  X*=o,  le 
tbre  des  racines  triples ,  etc.  ;  et  la  résolution  complète  de 
équations  fait  connaître  les  difTérentes  espèces  de  racines 
blés,  triples,  quadruples,  etc. 
inst  la  métbode  des  racines  égales  n'est  pas,  en  général , 

mélhbde  de  résolution  complète,  mais  bien  une  mititade 
faissement.  Ce  n'est  que  dans  le  cas  où  les  équations  X'-r^Oy 
so,  X^r^  o. .  •  ne  sont  que  du  premier  ou  du  second  de- 
,  qu'on  peut  obtenir  immédiatement  toutes  les  racines  de 
jation  proposée. 

)7.  On  peut  appliquer  la  tbéorie  des  racines  égales  à  la 
lerche  des  relations  qui  doivent  exister  entre  les  coei&ciens 
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d'un  poljnome  en  x  du  second  ,  troisième • . . .  qc     *''j»i  u" 
que  ce  poljnome  soit  un  carré^  un  cube. . .  •  pari.    .  .      Jiiit  j, 
pour  cela  de  former  le  polynôme  dérivé  da   poljpome  pro-  i 
posé,  puis  d*exprimer  (n**  289)   la  condition  nécesaaire  pour 
que  ce  poljnome  dériyé  soit  diviseur  relatif  du   polynôme 
proposé. 

Soit  y  par  exemple  y  le  trinôme  du  second  degré  ax*-\-bx'\'C^ 
dont  le  polynôme  dérivé  est  aox  +  ^i 

2ax*  4-  aftjp  +  2c     1     ^ax  +  b 
ùx  ^  qlc    f        X  -^  b 
2abx  +  /^ac 


4iiç  —  b\ 

En  appliquant  k  ces  deux  polynômes  le  procédé  da  commun 
diviseur  avec  ses  modilicalioDS,  on  trouve  pour  reste,  ^ac — ^*; 
et  si  l'on  suppose  ^ac — ^"  =  0,  ou  b*—  /^ac^r^o,  2av-(-'i 
sera  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  ax*  -i-  bx  +  c  et 
son  dérivé  y  qui  n'est  autre  chose  que  tiax-j-b  lui-même;  ainsi 
l'on  peut  regarder  ax^  +  bx-i-c  comme  le  carré  de  :iax  +  b, 
à  un  facteur  quelconque  pi*ès,  indépendant  de  x. 

On  a  vu  en  effet  (n®  112),  que  b^ — ^ac=zo,  est  la  condi' 
ti«n  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  trinôme  du  second 
degré  soit  un  carré  parfait. 

Soit  encore  le  polynôme ax"^  +    ix*  +  r*  +  rf, 

dont  le  dérivé  est. 3ax*  -f*  ^^^  +  <^  > 

en  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur,  on  trouve  pour 
reste,  {6ac — tkb*)x  +  Qad  —  ic.  Or,  en  écrivant  que  ce  reste 
est  nul,  on  établit  la  condition  que  3ax*-^2,bx+c  est  com- 
mun diviseur  entré  le  polynôme  et  son  dérivé;  mais  ce  reste 
doit  être  nul,  quelle  quesoil  la  valeur  de  x\  ainsi  (n**  188),  on 
a  séparément  6ac  —  ai*  =  o ,  qad  —  bc=zo.   En  effet ,  la  pre- 

b* 
miëre  de  ces  deux  conditions  donne  0=5—,  et  la  secondei 

oa 

rf=— =-— 7J  d'où,  substituant  dans  le  polynôme  propoiéi 
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Ménfke  raisonnement  pour  les  polynômes  du  4*>  ^'•••*  degré. 

298.  Le  procédé  du  commun  diviseur  sert  encore  dans  d'autres 
i  à  abaisser  le  degré  d'une  équation  :  tel  est  celai  où  l'on  donne 
ivance  une  certaine  relation  entre  deux  des  racines  de  l'éqna- 
n  proposée. 
Soit,  pour  fixer  les  idées ,  l'équation  générale 

*•  +  ?*—»  +Qjr«— 4. ....  +T*  +  U=o. ...  (0, 

supposons  qu'entre  deux  des  racines  a  et  6,  l'on  ait  la  rela- 
n  bsska+h  (k  et  h  étant  des  nombres  connus  et  donnés 

Puisque  l'équation  (i)  doit  être  satisfaite  par  les  deux  quan« 
ésa  et  ka-^'hf  il  s'ensuit  que ,  si  l'on  met  dans  cette  équa- 
n  ix  +  hklsL  place  de  jt,  ce  qui  donne  la  nouyelle  équation 

deux  équations  (i)  et  (i)  doirent  être  satisfaites  par  une 
sue  iraleur  a  ;  donc  (n®  i5a)  il  doit  exister  un  commun  di- 
enr  relatif  entre  leurs  premiers  membres. 
Aiinsi,  en  appliquant  à  cesdeut  polynômes  le  procédé  du  plus 
md  commun  diyiseur  relatif,  et  égalant  à  o  le  diviseur  ob- 
m,  on  en  tirera  la  valeur  de  la  racine  a.  Cette  Taleur  étant 
i^tttoée  dans  la  relation  b  =  ka+h,  fera  connaître  la  valeur 
rrespondante  de  b. 

Si  ce  commun  diviseur  est  du  premier  degré  en  jp,  on  peut 
idure  que  deux  racines  seulement  de  l'équation  ont  entre 
»  la  relation  donnée.  S'il  est  du  seconc^  degré ,  c'est  qu'il 
iste  deux  couples  de  racines  qui  jouissent  de  cette  propriété; 
leur  détermination  ne  présente  encore  aucune  difficulté.  Après 
oiy  Pbn  pourra  diviser  le  premier  membre  de  la  proposée  par 
icun  des  facteurs  du  premier  degré ,  qui  correspondent  aux 


cmes  obtenues. 
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En  général,  soit  D  le  commun  diviseur  auquel  on  est  par- 
Tenu.  La  résolution  de  l'équation  proposée  ne  dépend  pins  que 
de  la  résolution  de  D  =  o  et  de  l'équation  qu'on  obtient  en  divi- 
sant le  premier  membre  de  la  proposée  par  chacun  des  facteurs 
du  premier  degré  correspondant  aux  racines  de  D:=o,  et  à 
celles  qu'on  a  déduites  de  la  relation  6=  ita-f*  A. 

Soit ,  pour  exemple  9  l'équation 

jf*—  i2x^  +  48Ar'—  7ix  +  3o  =  o (i) 

dont  nous  supposerons  que  deux  des  racines  a  et  b  sont  liées 
par  la  relation  i  =  aa  + 1 . 

En  mettant  nx  +  i  pour  x  dans  la  proposée  et  développant 
les  calculs,  on  obtient,  toute  réduction  faite , 

Sx^  —  32^;^  +  36x*  —  7j;  —  2  =  o. 

Appliquant  aux  premiers  membres  de  cette  équation  et  de  la 
proposée ,  le  procédé  du  commun  diviseur,  ou  parvient  au  di- 
yiseur  relatif  x  —  2j  ce  qui  donne 

X  —  a  =  o,    d'oi    *  ou  a  =  2. 

Cette  valeur  de  a  substituée  dans  la  relation    &  =:  2a  -|"  <  y 
donne  ensuite  bz=z5. 
Le  premier  membre  de  la  proposée  est  donc  divbible  par  . 

(jx  —  a)  (*  —  5)     ou    «'  —  7x  +  io; 

et  en  effectuant  cette  division,  on  a  pour  quotient 

ar*_5jir  +  3=o,     d'oi     x=^^±^-\/iZ. 

2  2 

L'équation  proposée  se  trouve  donc  ainsi  complètement  ré- 
solue. 

299.  On  peut  déduire  comme  cas  particulier  de  l'analjst 
précédente ,  le  principe  fondamental  de  la  théorie  des  racine» 
^ales.  {Voyez  n**  291.) 

Soit  fait  hzsLo  dans  la  i^elation  bz=ika-^h'y  elle  devimt 


r  f 
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b:=zkay  et  l'équatioa  (2)  du  n^  298  se  réduit  à 

it».:r«4.  PA'«->.5;'»-»+ +Tit.x+U=o. 

Mais  comme  on  doit  avoir  pour  la  même  valeur  de  x, 

on  peut  substituer  à  l'une  do  ces  équations  le  résultat  de  leur 
soustraction ,  ce  qui  donne 

(ir«—  i):y"»  +  PCir"»-»— 1>'»-»  +  ....+  T(it}—  Ox  =  0, 

ou  bien,  observant  que  (jh—i)x  divise  tous  les  termes  de  celle-ci, 
et  efiPectuant  alors  cette  division^ 

+ Q(ifc«-^  +  i^-^+ ....  +  k+  i)x^-^  + .... + T = o. 

Actuellement  si>  outre  l'hypotliëse  de  A  =  o,  ou  suppose 
it=  I ,  ce  qui  revient  à  dire  que  deux  des  racines  6  et  a  sont 
égales,  l'équation  précédente  devient 

i»i«-»  +  P(7/*— Ox"»-*  +  Q(m— 2>"»-3  ^. ,  .+T=o, 

équation  dont  le  premier  membre  doit  avoir  un  comnmn  divi* 
seur  relatif  avec  celui  de  la  proposée. 

•  Mats  wMf»-'  +  (m—  I )  Pa?*"-»  + 4-T  n'est  autre  cho$o 

(  n^  278  )  que  le  polynôme  dérivé  du  premier  membre  de  la 
proposée  xT  +  Pjp"*""*  -*-...  .+T*+  U==o. 

Donc  enfin ,  dans  le  cas  ou  cette  dernière  équation  a  des  ra- 
cines égales  9  il  doit  exister  un  commun  diviseur  entre  le  pre^ 
mier  membre  de  cette  équation  et  son  polynôme  déripê  (*). 

DES   ÉQUATIONS   Iti^CIPROQtTXS. 

3oo.  Il  existe  une  classe  remarquable  d'équations  suscep- 
tibles d'abaissement  :  ce  sont  celles  dans  lesquelles  les  coejjiciens 


(*)  Ce  mode  de  dcniooitraliou  du  principe  de  Ift  tlj<;orie  des  rucincit  égales 
est  du  &  M.  Pninsor. 
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^  égale  dkiance  des  extrêmes  soni  égaux  entre  eux.  Telles  sont 

left  équations 

x^  +px^+q**+P*  +  ï=o ,     sfi+px^+  qx"+  qx^  4-/?jp+ 1=0. 

On  les  appelle  équations  réciproques ,  parce  qu'elles  jouissent 
de  cette  propriété ,  que  si  a  est  une  quantité  propre  à  les  vé- 
rifier «  '  est  nécessairement  une  autre  racine. 
a 

En  eifet,  considérons  la  première  des  deux  équations  ci- 
dessus,  pnisque  a  est  supposé  racine^  on  a    . 

«♦  +  pa^  +  qa^  -^pa  +  1=0; 
mais  actuellement,  si  Ton  substitue  -  à  la  place  de  x,  il  vient 

t)u  bien ,  i  -|-  pa  +  ^ra»  +pa^  +  a^  =  o, 

égalité  qui  n'est  autre  cbose  que  la  précédente  renversée. 

On  voit  donc  que  les  racines  de  ces  équations,  considérées 
deux  à  deux ,  sont  inverses  ou  récipwques  les  ones  des  autres; 
d'où  il  suit  que  la  moitié  des  racines  étant  déterminée ,  les  , 
autres  peuvent  s'obtenir  en  divisant  l'unité  par  cbacune  des 
premières.  Aussi,  nous  allons  faire  voir  que  la  r^lution  tic 
toute  équation  réciproque  peut  être  ramenée  à  celle  d*une 
équation  d'un  degré  sous-donblc. 

Prenons,  pour  fixer  les  idées,  l'équation  du  6*  degré, 

si  l'on  divise  l'équation  proposée  par  x^  (3  étant  la  moitié  du    f 
degré  de  l'équation) ,  elle  prend  la  forme 

Cela  posé ,  soit  fait  or  +  -  =  a  ;  il  en  résulte 

X 

x'  —  zx  -f-  1  =  o , 
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équation  qui  donnera  deux  valeurs  de  x  correspondantes  à  une 

même  valeur  de  s;  ainsi  l'on  pourra  obtenir  les  valeurs  de  Xy 

des  que  z  sera  connu. 

Or,  on  déduit  sucoessÎTement 

i" 
de  l'équation  x  -f  -  c=  *, 

X 

1^  en  élevant  au  carré  et  transposant,  as*  +  -^  =  »•  —  a  ; 
2®.  en  multipliant  ces  deux  nouvelles  équations  entre  elles , 
a:'+x  +  - +-j=sz3  — 2z;     d'où     x^  +  ^ïssa^  —  3«. 

Substituons  ces  expressions  de  x  -| — ,  ^"^"Z^f  ^  +  "3  > 

dans  l'équation  ci-dessus;  il  vient 

4^  —  3*  +  /?(*•  —  a)   +  <;f«  +   r  =  o, 

ou  réduisant,    t?  +/»*  +  (ç  —  3)«  +  r  —  2/1 1=;  o, 

équation  du  3*  degré,  tandis  qve  la  proposée  est  du  6*.  On 
ramènerait  de  la  même  manière  une  équation  du  4*>  8*9  10*, 
I2\.«.  degré,  à  une  équation  du  2*,  4*>  5%  6*....  degré.  * 

U  nous  reste  encore  à  considérer  les  éguaiiong  réciproques  d&k 
degré  impair. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

x*  +px^  +  qx^  +  qx*  +px  +  1  =3  o. 

n  est  d'abord  évident  que  —  i  est  racine  de  cette  équation, 

car  si  l'on  remplace  x  par  — >  i ,  on  obtient  pour  résultat  de  la 

substitution ,     —  i+p  —  î?  +  ?  — />  +  ' f     expression  dont 

luê  les  termes  s'entre-détruisent.  (  Il  en  serait  de  même  pour 

Ste  équation  réciproque  de  degré  impair.) 
'  résulte  de  là  (n^  262)  que  le  premier  membre  est  divisible 

P^"*  +  I  î  et  en  eflfectuant  cette  division ,  on  obtient,  d'après. 

^  ^^e  formation  n*  a53 , 
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X*  — 

+  p\        —  p 
+  9 
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équation  réciproque  de  degré  pair,  sur  laquelle  on  peut  opérer 
comme  il  a  été  dit  ci-dessus. 

3oi.  N,  B.  Les  racines  d'une  équation  de  degré  impair  sont 
encore  réciproques  (ieux  à  deux^  toutes  les  fois  que  les  coeffi* 
ciens  des  termes ,  pris  à  égale  distance  des  extrêmes,  sont  égaux 
et  de  signes  contraires.  j| 

Soit,  par  exemple ,  l'équation 

m 

a^  +/?x*  +  qj?  —  qx^  —  px  —  1  =  0; 
si  Ton  remplace  x  par  -  ,  elle  devient 

c^^x^^x^       X»       X  ' 

ou  chassant  les  dénominateurs  et  changeant  les  signes , 

x^  +/>j:*  +  ^^  ^*  y-^  —  px  —  I  =  o. 
Donc,  a  étant  une  des  racines  de  cette  équation,  -  est  néces- 
sairement une  autre  racine. 

D'ailleurs,  il  est  visible  que  i  vériGe  l'équation;  et  si  l'on  ef- 
fectue la  division  par  x —  i ,  il  vient 


X*  +  1   I   x^  -h  I 
+  />  I         +  p 


x*+i|x-|-i  =  o, 

+  p  ' 


équation  dont  les  coefiiciens  à  égale  distance  des  extrêmes  soni 
égaux  et  de  même  signe. 

Celte  obserYation  est  de  M.  Reynaud,  qui  l'a  consignée  dap 
ses  Notes  sur  If  Algèbre  de  Bezout  (page  i53,  n®  38i), 

3o2.  Applications»  Soit  l'équation  générale  à  deux  ter'^ 
x" —  1  =  o;  cette  équation  a  évidemment  \  pour  racin 
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en  effectuant  la  division  par  x  — i ,  on  trouve  (n**  3i)  pour 
quotient  > 

X"-'  +  a:"-»  +  x"-3  ^ +  j:*  4.  X  + 1  =  o, 

équation  réciproque  de  degré  pair  ou  impair ,  dont  la  résolution 
peut,  ati  moyen  des  principes  précédent,  être  ran&biiée  à  la  ré- 
solntioii  d'une  équation  de  degré  tous-double.        '    • 

Soit ,  par  exemple ,  l'équation  s?  —  i  =  o  ; 

on  a ,  en  divisant  par  x  —  i , 

o:^  +  x'-+- x*  +  a?  + 1  =  o , 

équation  que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

x*4--i+x+--  +  i  =  o. 

X"  X 

Posons  X  +  -  =  *>  d'où  X*  — *x  +  1  =  0;  il  en  résulte 

X 

X*  +  2  4-  -î;  =  4%      OU      X*  +  -î-  =  *»  —  2. 
X*  X* 

t 

Reportant  ce^  valeurs  de  x-)-  -  et  de  x^-f*--^  dans  l'équation  » 

X  x^ 

l'on  obtient  **  —  2  +  *  +  >  =  o  > 

ou  réduisant^  a*+  2;  —  i  =  o  ; 

donc  a= di-l/S: 

2       2        ' 

d'ailleurs ,  Téquation    x*  —  £x  4^  i  =  o    donne 

x=-±i/^n:4; 

2         2*^  ^ 

Jdhc  en  substituant  à  la  place  de  2  ses  deux  valeurs,  on  a^  toute 
réduction  faite , 

..x=  — izfciySdzT /loitaV/S.V/^. 
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L'équation   x^^'^m  ="o,    peut  eneare  être  résolua  Odin- 

plëteraeot  par  k  même  moyen» 
En  effets  on  a 

On  connaît  déjà  I^  racines  de  réquation  x^ —  t  t^  o  ;  qnauî 
à  celles  de  réquation  x^H^  i  ^  o^  comme  »  par  l'éeliaDgë  de  x 
en  — r  jp,  elle  devîeat  x^ —  i  =  o ,  on  rmt  que  tout  se  réduit 
a  prendre  avec  des  signes  contraires  les  racines  de  cette  der* 
nière  équation. 

§  in.  Thœrie  des  fonctions  sjrmétriques. 

Pour  compléter  Pensemble  des  matériaux  nécessaires  à  b  ré« 
solution  des  équations  d*nn  degré  quelconque ,  il  nous  reste  à 
exposer  l'une  des  théories  les  plus  curieuses  et  les  plus  impor- 
tantes de  rAnaljse  ;  c'est  la  théorie  dès  foiwdom  syméiriques. 
Le  célèbre  Lagrange  en  a  fait  la  base  d'une  méthode  pour  ré- 
soudre les  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré. 

(Les  candidats  pour  l'École  Polytechnique  peuTcnt ,  aana  in- 
convénient ^  passer  ce  paragraphe,  que  nous  n'aipons  placé  ici 
que  pour  nous  conformer  k  la  marche  que  nous  nous  sommes 
tracée.  ) 

3o3.  On  appelle  y^/ic^io/»  aymé trique  des  racines  d'une  équa- 
tion, toute  expression  algébrique' qui  renferme  ces  racines,  com- 
binées absolument  de  la  même  manière,  soit  entre  elles,  soit 
avec  (t autres  quantités.  Ainsi ,  la  somme  a  -f-  A+c-f-...  -4-  s  4"^ 
des  racines  d'une  équation,  la  somme  ab  -f- ac^  ad+n.^+U  Se 
leurs  produits  deux  à  deux ,  la  somme  abc  -f-  abd-^,,,.  de  leurs 
produits  trois  à  trois.... ,  sont  dites  des  fonctions  symétriques. 

Le  caractère  distinctif  d'une  fonction  symétrique  est  qu'f/£r 
conserve  la  même  valeur  numérique,  quelque  permutation  qut 
l'on  fasse  entre  les  racines. 

Nous  avons  déjà  vu  (n"  a57)  que  P,  Q,  R, . . . .  T ,  U  étant 
les  coefficiens  d'une  équation  ^  on  a  entre  les  racines  et  sei 
coefiiciensy  les  relations  a-f-&-f-c  -f* =s*->P.., 
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ab^ac  +  ad+..  .=sQ.... ,  a&cd. • .  =  ±: U ;  nous  allon» 
voir  maintenant  que  toute /onction  tymétriquê  rationnelU^  de  cet 
mémés  racines,  peut  être  exprimée  également  an  mojen  det 
coefficiens  de  Péquation. 

3o4*  Sommes  des  puissances  semblables  des  racines  (fune 
équa$ion.  Ïjcs  plus  simples  des  fonctions  symétriques,  et  celles 
au  moyen  desquelles  on  peut,  comme  nous  le  yerroi|S|  for- 
mer toutes  les  autres,  sont  les  sommes  des  puissances  sem- 
blables des  racines,  telles  que  a  -f*  6  -f-  c  +  d'^ 

a»+A*+c^+rf*+. . . . ,  et  en  général,  a'+b^+c*+d»+ , 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque. 

Or  jç  dis  que,  sans  connaître  les  racines,  il  est  possible 
d'exprimer  les  sommes  de  leurs  puissances  semblables,  au 
moyen  des  coefficiensr  P,  Q,  R. . . . ,  ifui  sont  des  quantités 
coiinnes, 

Soît  en  effet  x~+Px»»-»+Qjc"— +Rx-^. .  .+Tx+U=o, 

l'équation  proposée,  et  désignons  ses  racines  par  a,  ^,  c,  J. .  • 
Si  l'on  divise  successitement  le  premier  membre  par  cbacun 
des  m  facteurs  du  premier  degré,  x  —  a ,  x — A , 
on  obtiendra  (n®  35i),  pour  les  différens  quotiens, 


x—' -Hi 

x»—+a*    . 

x-^+c' 

X— 4+... 

.  +a— ' 

+P 

+Pa 

+Pa« 

-f-Po— 

-K> 

+Qa 

+Qa-' 

+R 

« 

"f*«  •  •  • 

+T... 

X— ''+6      X— '+&» 

X— î+6» 

X— <+.. 

..  +fc— 

+P             +?b 

4-Pi* 

+P6— 

+Q 

+Q6 

+Qi-» 

+A 

+  .... 
+T 

et  ainsi  de  suite,  poor  chacun  des  facteurs  x  —  r,  x  —  d. 
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Maintenant I  lî  Fou  tuii  U  sûtnme  de  oe«  i»  quoticni^  «I 
que  4'an  pose^  pour  plui  de  simiilidtè,  a+ &  +  ^  ^  *  <  «^sSi, 

^"^'  +  6""*  +  c""'  +  . . . .  ^=  S«_i ,  on  obtient  évidemment 
pour  cette  somme , 

+ii»P  I  +PS.  H-PS.  +PS«_^ 


lYun  autre  côté,  Peu»  a  tu  (n^  27g)  que  T,  ou  le  polynôme 
dérivé  du  premier  membre  de  la  proposée  y  représente  aoan  la 
somme  des  m  quotiens  de  la  division  de  X  par  x— a,  x  — i» 
X — c. , .  •  ;  or,  on  a  (n®  278) 

Y===iiMr«-'+(i».  I  )P*^»+(ni.2)QaH»-34.(^.3)IU»-44....^^ 

Donc,  en  comparant  terme  à  terme  ces  deux  expressions  û&fi- 
tiquea  de  la  somme  des  m  quotiens^  on  obtient  les  relations     ^ 

Si+mP=s(m — i)P,  ou  simplifiant,  S,+P=o; 
S«+PSi+mQ=(m— a)Q,  ou  bien,  S,+PS,+îiQ=:o ; 
S3+PSa+QS,+'wR=('»— 3)R,  ou  S3+PSa+QS,+3R=o; 


Sm— I    +   PSm— »    +•  •  •  •+W»T  =  T, 

OU        S«.,  +  PSm^a  +  QS„,.3  +.  • .+  (w—  I)  T  =  o. 

La  première  formule  donne  d'abord  la  valeur  de  Si  en  fonction 
de  P;  la  seconde  donne  ensuite  S»  en  fonction  de  P,  Q  et  de  Si} 
ainsi  de  suite  :  enfin ,  la  dernière  fait  connaître  Sm.i  >  au  mojen 
de  P„(2>  I\. .  .Tet  de  S^^»,  Sm_3.  . ,  qui  sont  censés  connus» 
d'après  les  relations  précédcntesi^  .  :::   ■*.  . 


*<♦. 


.'.> 
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Pour  étendre  ces  formules  au  cas  d'une  puissance  quelconque, 
reprenons  l'équation  proposée^  et  remplaçons  x  par  chacune 
les  racines  a,  by  c,  d. .  ,y  on  a  les  égalités 

a"'  +  Pa"»-»  -f-  Qa"»—  + +  Ta  +  U  =  o, 

i«  ^  p4«-i  ^  Q^ni-a  4-. . . .+  T6  +  U  =  o. 

Multipliant  toutes  ces  égalités  respectivement  par  a*,  &", 
c"..-*,  et  aiootantles  produits  terme  à  terme,  on  obtient, d'après 
les  aotatioins  eonvenues, 

Sm-H*  "I"  î*Sm-Hii-i  4"  QSm-H»-*  +••••+  TS„4.|  -J-  US»  =  O. 

Cela  pose,  Toici  l'usage  de  cette  formule  : 
Soit     7»=o,     d'oi     S„  =  So=a*'+i°+t<>4-...=77i; 
elle  devient 

Sn.  +  PSm-,  +  QS«.a  +. .  .  +TS,  +  mU  =  O. 

Cette  dernière  formule  se  lie  immédiatement  avec  la  dernière 
des  formules  obtenues  ci-dessus. 

Soit  £iit  ensuite  ti==i  ^  2,  3,  4>  5. . .  ;  on  trouve 

S„+t  +  PS«  +  QS^,  +....+  TS.  +  US.  =  o, 
S«^  +  PS«+,  +  QS„  +....+  TS3  +  US.  =  o, 
S«^  +  PS«^.  +  QS^t  +....+  TS4  +  US3  =  o, 


Il  est  facile  de  reconnaître ,  d'après  l'inspection  de  ces  for- 
mules ,  que  les  sommes  des  771  premières  puissances  étant  for- 
mées, les  suivantes  forment  (n®  191)  une  série  récurrente 
dont  l'échelle  de  relation  est  la  somme  des  m  coeflicicns 
P,  Q,  R T,  U,  de  la  proposée,  pris  en  signes  con- 
traires. 

La  formule  S^+n  +  PSirt-^-n-i +•  •  •  peut  donner  également 
les  sommes  des  puissances  entières  et  négatives.   En  effet , 
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soit  d'abord     n  =  —  i  ;     il  en  résulte 

Sm-«  +  PS«^  +  . . .  .  +  TSo +  US..  =  o, 

équation  d'où  Von  peut  tirer  la  valeur  de  S^i  en  fonction  de 
Sm—i,  Sn.^.,.  Si  y  Soj  qui  sont  censés  connus. 

Soit  encore  /»  =  —  2,  71  =  —  3...;  on  obtiendra  de  nou- 
velles formules,  qui  donneront  S»  en  fonction  de  Sm-^>  Sm_s... 
So ,  S^i. . . ,  puis  S^Sf  en  fonction  de  Sm-4  >  Sgi.^* . .  S^i, 
S^a;  et  ainsi  de  suite. 

G)ncluons  de  là  qu^une  équation  quelconque  étant  doiiUi4i> 
on  peut  toujours j  sans  connaître  ses  racines j  obtenir  les  sontme» 
de  leurs  puissances  semblables^  le  degré  de  la  puissance  étant 
un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif • 

Soit,  pour  exemple 9  l'équation 

x^^a?  —  7x*  —  x  +  6=:o. 
Ou  a  pour  cette  équation  particulière , 

P  =  ,.    Q=-7.    T=-i,    U=6. 
ce  qui  donne 

S.=-P=— I, 

S,=— PS,— 2Q=:i  +  i4=i5, 

S3=— PS,— QS.— 3T=— 15— 7+3=— fg,  < 

S4=— PS3— QSt— TS,— ifU=i9+i  o5— I— a4==99, 

S5=— PS4-.QSS— TS,— US,=— 99— i334-i5+6=— ai  1 , 

S6=—PS5—QS4—TSs—US,=2n+693— 19— 90=795, 


^    _  — S3— PS,— QS,— TSo_i9— 15-7  +  4      I 
^-'-  D '         6  =6' 


*( 


— i5+i+28+g 
Û  =  6  "^SS* 


c         — S.— PS.— QSo— TS..  --^-1       -«-6     85 

o_, ' — — ^ 
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Ces  valeurs  peuvent  être  aîicment  vérifiées ,  car  Pcqaatîon 
a  été  formée  par  la  multiplication  des  facteurs  x — .i  ^  x-f-  i , 
X — a,  x+3,  ce  qui  donne  +  i ,  — i ,  +a,  et  — 3,  pour 
les  quatre  racines. 

Considérons  maintenant  d'autres  espèces  de  fonctions  symc* 
triques. 

3o5.  On  divise  les  fonctions  symétriques  rationnelles  et  en- 
tières des  racines  d'une  équation ,  en  fonctions  symétriques  à 
ime  lettre,  à  deux  lettres ,  à  trois  lettres,  etc. 

Les  fonctions  symétriques  a  une  lettre ,  sont  celles  dont 
chaque  terme  ne  renferme  qu'une  racine;  telle  est  la  fonctioa 
a*  +  6*  +  c* . . . ,  que  nous  savons  déjà  (n®  3o4)  exprimer  au 
moyen  des  coefilciens  de  l'équation. 

Les  fonctions  à  deux  lettres  ^  sont  celles  dont  cJiaque  terme 

renferma  deux  racines;  telle  est  la  fonction 

o^  +  a^cf  -f-  *"û''  +  rt"^'  +....,  dont  il  est  aisé  de  con- 
cevoir la  formation  y  en  prenant  tous  les  arrangemcns  deux 
à  dmtx  des  m  racines,  et  afifectant  les  deux  lettres  de  chaque 
produit^  des  exposans  respectifs  n  ei  p\  d'où  il  suit  que  le 
nombre  total  des  termes  de  cette  fonction  est  (n^  149)  égal  à 
mXjn —  1). 
.     Les  fonctions  à  trois  lettres,  sont  celles  dont  chaque  terme 

renferme  trois  racines;  telle  est  )a  fonction 

a'b^à^  -4-  a'^cPdf  -+-  b^aPc^  +,...,  que  l'on  obtient  en  formant 
tous  les  arrangemens  trois  à  trois,  des  m  racines,  et  affec- 
tant les  trois  lettres  de  chaque  produit,  des  exposans  respectifs 
n^p,  q-y  ainsi  le  nombre  total  des  termes  est  marqué  par 
m  (m —  i)  (/?*  — 2),  et  ainsi  de  suite. 

G>mme,  un  terme  quelconque  d'une  fonction  symétrique  à 
plusieurs  lettres  étant  écrit,  on  peut  obtenir  tous  les  autres 
en  substituant  à  l'arrangement  des  lettres  qui  entrent  dans 
ce  terme,  les  autres  arrangcmens  dont  les  m  lettres  sont 
sniceptibles ,  et  conservant  aux  exposans  le  même  ordre,  on 
est  convenu  ,  pour  abréger ,  de  représenter  les  fonctions  à 
une^deux,  trois...  lettres  ,  de  cette  manière:  T.  a",  T.a"i'^, 
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T.û"i''c^. . . .  ;  c^est-à  dire  que  Ton  place  en  avant  de  Pan 
des  termes  delà  fonction,  la  lettre  T;  et  ces  notations  équivalent 
à  a«  +  Z»"+c»+  •.,a"6P  +  a«cP+...,  a''bPd+a''bPdi+.., 

Les  fonctions  dont  nous  venons  de  parler  sont  dites  les/ô/ic- 
tioris  syniê triques  élémentaires» 

On  peut  concevoir  ensuite  que  tous  les  termes  d^une  même 
fonction  soient  aifectés  de  coeffîciens^  mais  pour  que  la  fonc- 
tion soit  symétrique,  il  faut  que  tous  ces  coeffîciens  soient 
égaux,  et  alors  on  peut  mettre  ce  coelUcient  en  facteur  commun. 

C'est  ainsi  que  l'expression  ^a^b^  -f-  ^a?c^  +  ^b^a^  + . . . ,  que 
Ton  suppose  symétrique  en  o ,  6,  c .  • . ,  peut  se  mettre  sous  la 
iorme  4  (a^^*  +  a'c*  +  6 V  + .  •  •  )  >  ou  4T .  a^b\ 

EnGn  un  polynôme  symétrique  en  a,  &,  c  •  peut  être  coni- 
posé  de  la  réunion  y  par  addition  ou  soustraction  j  de  ylasieurs 
fonctions  symétriques  élémentaires  j  auquel  cas  le  pol}liOinfî 
proposé  est   dit   une   fonction   symétrique   complexe  ^  en   06 

qu'elle  renferme  fdusieurs  fonctions  de  la  forme 

T. a",  T.a^bPj  T.a^'ÙPd.. .  -,  mais  Vépaluation  d'une  fonction 
symétrique  complexe  est  évidemment  ramenée  à  celle  de  cha- 
cune des  fonctions  élémentaires  qui  la  composent.  Passons  donc 
à  la  détermination  de  celles  ci. 

Évaluation  des  fonctions  symétriques  à  deuxj  trois, .  •  UtUrts. 

3o6.  On  a  déjà  donné  (n°  3o4)  des  formules  ponr  éTaluer 
les  fonctions  telles  que  T.a"^  qui  n'est  autre  chose  que  &. 
Cherchons  à  évaluer  la  fonction  à  deux  lettres  T.a"&^.  Pour 
cela  multiplions  entre  elles  les  deux  expressions 

a»  +  i»  +  c«  4-  d«  + =  T. a»     ou     S„, 

aP  +  bP  ^  cP  +  dP  -+....-=  T.aP    ou     S^. 

Le  second  memhre  est     T.a«  X  T-a*",     ou     S^^yc^Sp. 

Quant  au  premier  membre ,  il  peut  arriver  deux  cas  dans 
la  multiplication  :  ou  les  deux  termes  du  ^lultiplicande  et  du 
multiplicateur  ont  la  mcmc  lettre,  et  dans  ce  cas,  le  produit 
partiel  est  l'un  des  termes  de  la  fonction  T. a"'*'''. 
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Ou  bien^  les  deux  termes  ont  des  lettres  différentes ,  aoqael 
5  le  produit  partiel  est  un  ternie  de  U  fonction  T.a*i^. 
immo  d'ailleurs  le  produit  total  doit  être  symétriqua,  pijHsque 
I  deux  facteurs  le  sont ,  il  s'ensuit  que  le  premier  manlire  a 

►ur  expresbion ,  T . a"**^+  T . a'b^. 

iiiêiron  a  l'équation  T.a»-»"/'+T.a"^=Tux»xT.o''j 

oii  Vqn  déduit  T .  a'bP = T . a«XT .  a^—T .  oT-^ . . .  (i )  ; 

I  fonctions  T. a%  T.o^  T.a'"^',  ou  S«,  Sp,  Sn^p,  étant  con- 
les^  d'après  les  formules  du  n°  3q4>  celle-ci  pourra  serfir  à 
terminer  toutes  les  Jonctions  à  deux  lettrée. 

307.  Cas  particulier.  Si  dans  cette  formule»  on  suppose  n=:pf 
rconstancc  qui  arrive  assez  souvent  »  le  second  membre  se 
daît  à  (T.a«)*— T.â"  ou  (S„)*  —  S.„.  Pour  savoir  ce  que 
Tient  le  premier  (qui ,  en  apparence >  se  réduit  à  T.a"&'*),  il 
ut  observer  que  l'on  a  « 

•^  dans  l'hypotliëse  de  »=/?,  tous  les  termes  de  ce  poljiioiiie 
(Tiennent  égaux  deux  à  deux j  savoir,  a^h^  et  l^aP^  a^c^  et 
oF. . .  ;  donc  T.a"i''  se  réduit  réellement  à  aT.fl'fi",  c'est-ir 
re  aa  double  de  la  fonction  exprimée  par  T.a*&",  dont  le 
imbre  des  termes  n'est  plus  (n®  3o5)  le  nombre  des  arrange- 
ent  9  mais  bien  le  nombre  des  combinaisons  deuxk  deux. 
Donc,  en  supposant  n=p  dans  la  formule  (i),  on  trouve 

r.c»A»=(T.a«)*— T.û*»j  d'oi  T.a»i-=  ^^^^^^ ±^!^ . . .  C») . 

308.  Tâchons  maintenant  d'évaluer  la  fonction  T.a"&^c^. 
Pour  y  parvenir,  multiplions  entre  elles  les  équations 

af  +  fc^4-c^-|-ti*+ =T.af. 

n  a  d'abord ,  pour  le  produit  des  seconds  membres , 
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T.o^^XT.^  ;  quant  aux  premîeri  membres,  5n  doit  oblcteir  ^ 

trois  espèces  de  foifetioiis  sjmétciqaes  pour  le  {iroduit  toUL 

Gar^  01* -là  lettre  du  terme  tnultiplicatear  est  ^lublable  • 
la  lettre  du  terme  multi^^licandet  affectée  de  l'ex posant  ii| 
auquel  cas  le  produit  partiel  est  un  des  termes  de  la  fooe* 
tien  T.a«-Hèr 

Ou  la  lettre  du  terme  mttUîpltcateur  est  semblable  à  la  lottn 
du  terme  multiplicande,  aiectée  de  Texposant/if  et,  dam  fie 
cas,  le  produit  partiel  apprtieut  à  la  fonction  T*û*iH^. 

Ou  bUiif  elle  est  différente  dei  deux  lettres  qui  entrent 
dans  leterme  multiplicande;  et  alors  le  produit  partiel  est  no 
des  termes  de  la  fonetion  T-o^i^c*, 

Donc  enfin,  le  produit  total  des  deux  premiers  membres i 
pour  expression ,  T  ..a*^tf  +  T  .a'b^^  +  T ,  o^fr^c*. 

Ainsi  ^  Pon  a  pour  nouvelle  équation, 

d^oii  Von  déduit 

Le  second  membre  de  cette  formule  ne  se  composant  que  it 
fonctions  à  une  ou  à  deux  lettres,  elle  peut  servir  à  évabcr' 
tbutes  les  fonctions  à  tmis  ig tires* 

309.  Coêparikulkn,  I^  Supposons  deux  des  trois  exposMii 
égaux,  /»  =  g,  par  exemple;  la  formule  (3)  devient,  en  obser- 
vant que  le  premier  membre  «e  réduit  à  2T.  a"£^c^j  puisque  tom 
les  termes  de  la  fonction  générale  T.a^i^t^  sont  alors  ^m 
deux  &  deux^  elle  deiient,  dis-je^ 

d'où  Fou  déduit 

et  celte  nouvelle  formule  servira  pour  toutes  les  fonctions  » 
trois  lettres  dont  deux  expcisans  seront  égaux^  , 
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s^.^Soppoions  les  irois  exposans  égaux ,  c^est4-dîre  ns=piss:q*, 
premier  membre  de  la  foi*mule  (3)  se  réduit  h  bT.a^&'r*, 
irce  que  tous  les  termes  (n^  i48)  deviennent  égaux  six  à  sue;- 
aîllcnrs  T.a'b^  est  alors  égal  à  aT.a"6"^  et  les  deux  termes 
.û»^A^,  T.af'bP-*-^  devienner\t  T.a*»i",  T.a'b^,  fonctions  îden- 
[|ues;  donc  la  formule  (3)  donne,  dans  ce  cas  particulier , 
r .  a*A"fl»=  aT .  a"i»X  T . a»  —  aT .  a"*»,  et  par  conséquent , 

Oa  panriendrait  a  ce  même  résultat ,  diaprés  U  formule  (4)» 
I  obsenrsnt  que  iz=/?  donne  T.a^bPcF  =  3T.û"t*t»,  parce 
lie  tons  lés  termes  de  T. a'é^c' deviennent  cgnux  irois  à  ^/loîs. 

Pour  peu  qu'olï^réflcchisse  sur  la  marclie  qui  vient  d'être 
livie*  pour  éYaluer^Ç^"^^,  l^^a^b^c^ y  il  est  aisé  de  voir  oe 
la'il  faudrait  faire  pour  évaluation  des  fonctions  à  quatre 
ttres^  à  cinq  lettres,  etc. 

3io.  P^ous  avons  déjà  observé  (n^  3oS)  que.  toute  fonction 
rmétrique  rationnelle  et  entière  des  racines  d'une  équation 
'est  que  le  résultat  de  la  réunion,  par  addition  ou  souslraclion, 

es  fonctions  T. a",  T.a^bP,  *I.a''bPc^ ,  nous  sommes  donc 

a  droit  de  conclure  ce  tliéorcmc,  qui  est  un  des  plus  beaux 
t  des  plus  iniportans  de  TAnal^se  algébrique  :  Toute  /bnc 
'4}n  symétrique  rationnelle  et  entière  des  racines  d'une  èqua-^ 
'on peutj  sans  que  l'on  connaisse  ses  racines,  ^/nr  Ji^aluée  au 
tayen  des  coejficiens  de  l'équation* 

If.  £•  Il  eu  est  de  même  d'une  fonction  symétrique  ration- 
lelle  et  fractionnaire;  car,  si  Ton  conçoit  que  tous  les  termes 
oient  réduits  au  même  dénominateur,  on  aura  une  seule  ex- 
pression fractionnaire,  dont  le  numérateur  devra,  d'après  le 
aractëre  distinclif  d'une  fonction  symétrique  (n®  3o3)  ,  élre, 
linsi  que  le  dénominateur,  une  fonction  symétrique  ratîon- 
lelle  et  entière;  donc,  en  évaluant  chacune  de  ces  fonctions 
(éparément,  on  obtiendra  la  valeur  de  la  fonction  proposée. 

3 II.  jipplications  de  la  théorie  des  fonctions  symétriques, 

3o 
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lit  théorie  des  fonctions  syniélriqQes  donne  le  moyen  de  ré- 
ioiidre  cette  question ,  que  nous  avons  déjà  traitée  (n^  287)»|iir 
«Isreeoours  de  l'élimination  :  Une  équaiion^  dont  on  ne  canmfU 
pas  Uê  racines j  étant  donnée^  fbrmtr  une  nouueUê  équation  jaî 
ait  pour  racine  une  certaine  combinaieon  de  dsuxj  troie,  ete»f 
quelconques  qes  racines  de  la  proposée. 

Pour  fixer  les  idées  ^  supposons  d'abord  que  l'on  veailk 
Jbrmer  une  équation  dont  les  racines  soient  la  somme  de  deux 
quelconques  des  racines  de  Véquation    X  t=  o. 

Soient  a,b,c,  d^,.  les  racines  de^cette  équation  ;  celles  de 
la  nouTolle  équation ,  que  nous  appellerons  Z  =s  o ,  seront 
a-f-^>^  +  ^>^  +  ^>^  +  c....y^et  leur  nombre  sera  exprimé 
par  le  nombre  de  sommes  ou  de  combinaisons  différentes  j  deox 
à  deux,  que  l'on  peut  faire  avec  les  m  lettres  a^b^c,  iL..y 

<^ett-à*dîre  (n®  i5o)  parte— ^ — — -^;    ainsi  ce  nombre» 

— ^ 'f    représente  déjà  le  degré  de  l'équation. 

Quant  à  la  composition  de  ses  coefficiens ,  comme  (  n®  aS^  ) 
le  coefficient  du  second  terme  est  égal  à  la  somme  des  racines 
prises  en  signes  contrairesi  il  a  pour  yaleur 

—  (a  +  fc)  — (a  +  c)  — (a  +  rf;...., 

expression  dans  laquelle  a^hyC entrent  toutes  de  la  même 

manière^  ainsi  cette  fonction  symétiique  rationnelle  et  en- 
tière peut  s'exprimer  au  moyen  des  coefficiens  P,  Q,  &.•• 
de  la  proposée. 

On  a  de  mèmc^  pour  le  coefficient  du  troisième  terine,  la 
somme  des  produits  deux  à  deux  des  mêmes  quantités,  c^est-à- 

dire,    (a+i)(a  +  c)-h(a  +  i)(t  +  c)  +  (a+c)(6  +  c)+w, 

expression  qui  est  encore  symétrique  en  a,  b^  r....,  et  peut 
par  conséquent  s'évaluer  au  moyen  des  coeffldens  P>  Q ,  R....; 
même  conclusion  par  rapport  aux  coefficiens  du  4*,  S*..... 
terme  ,et,  en  général ,  par  rapport  au  coefficient  de  rang  /i+ii 
puisqu'il  n'est  autre  obose,  au  signe  près,  que  la  somme  dm 
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^uiU  n  k  n  des  quantités  a^-b,  «x-f-'C..-,  somme  qui  ett 

ssairement  une  fonction  symétVîqne  de  a ,  b,  c.^. 

oute  la  difQculté  consiste  à  mettre  en  éridence  toutes  ces 

tions  symétriques,  et  à  les  évaluer  d'après  les  formules  éta- 

\  précédemment  ;  mais  nous  verrons  bientôt  un  mojen  plus 

lie  d'évalner  ces  coefficiens. 

n  peut  également  former  une  équation  dont  lés  racines 

Qt  des  combinaisons  de  la  forme 

ant  un  nombre  connu  et  déterminé. 

e  degré  de  cette  nouvelle  équation ,  que  l'on  peut  encore 

gner  par  Z  =  o ,  est  toojourt  marqué  par  m. ;  et  ses 

iiciens  étant,  au  signe  prës^  les  sommes  des  produits^  une  à 
,  deux  à  deuxj  trois  à  trois.,, j  des  quantités  a  -f-  &  -f-  kab^ 
•  c  +  tac,..,  y  sont  nécessairement  des  fonctions  symétriques 
onnelles  et  entières  des  racines  de  la  proposée. 

13.  Proposons- nous  )  pour  seconde  application  ^  Affirmer 
uation  aux  différences  des  racines  à* une  équation  dtmnie, 
ition  qui  a  déjà  été  traitée  par  l'élimination, 
fous  avons  fait  connaître  (  n®  290  )  la  forme  et  le  degré  de 
e  équation.  Soit  m  le  degré  de  la  proposée;  celui  de 
nation  aux  différences  est  exprimé  par  m(in— 1).  De  plus, 
est  de  degré  pair ,  et  ne  renferme  que  des  puissances  de 
ré  pair  \  en  sorte  que ,  si  l'on  pose  dans  celte  équation  v^scis 

»v^        ^  =  yt,  l'équation  prend  la  forme 

a»  +  Pi—»  +  Q'z»-*  + . . .  +  r»  +  U'  =  o . . .  (i) ; 

es  racines  de  cette  nouvelle  équation  sont  les  carrés  des 
""érences  des  racines  de  la  proposée. 

jCS  coefficiens  F,  QV—  T',  U',  sont  les  m^es  que  ceux 
l'équation  aux  différences;  mais  elle  est  de  degré  soim- 
ble,  et;  par  cela  même,  plus  simple  à  considérer. 

39.. 
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^  Cela  posé,  si  a,  b,  c,  r/....  sont  les  racines  de  la  proposée, 

on  a,  pour  celles  de  Téquatiou  (i) , 

Ca-ir>     (û-0%     (i-c)-....; 

donCi  d'aprës  la  composition  connue  des  équations ,  les  coeffi* 
ciens  P',  Q',  R'...,  sont,  au  sij^ne  près,  pour  quelques «uiw, 
les  sommes  des  produits  i  à  i ,  2  à  2,  3  à  3....  des  quantités 

ia-by,     (^a-cy,     (i-OV..; 
c'est-à-dire  que  Ton  a  ^ 

—  P'=  (a  -«  i)*  +  (a  -  cy  +...., 

(ys=î  (a  —  by  (a  —  c)*+  (a  — 6)*(6  — c)»+.. 

—  R'  =  (a  —  by  (a  —  cy  (A  —  c)*  +— 

Or,  toutes  ces  expressions  sont  des  fonctions  sjniélrîqucs  que 
Ton  peut  évaluer  au  moyen  des  coelRclcns  P,  Q,  R....  de  la 
proposée.  Toutefois,  si  Ton  effectuait  ces  déTeloppemens,  les 
di\ erses  fL»nclions  que  Ton  obtiendrait  seraient  des  fonctions  à 
une,, deux,  trois,  etc.,  et  en  général  à  p  leltres,  eu  considé- 
rant le  coeflicieot  de  rang  ]>  +  i  \  et  ces  coefificîens  s'évalue* 
raient  avec  beaucoup  de  peine  dans  la  pratique. 

Mais  il  ex'mle  un  moyen  plus  simple  de  calculer  P',  Q' ,  &^m 
I-ies  formules  Si  +  P  =  o ,  5»+  PSi  +  2Q  =  o.... ,  obtenaei 

n°  3o4i  font  connaître  S,,  S»,  S3 en  foaciioa  de  P, 

Q,  B 

Réciproquement j  si  Ton  connaissait  à  priori  les  sommes 
Si,  Ss,  S3....  des  racines  d'une  équation,  on  pourrait  calcu- 
ler les  coefiicieus  P ,  Q  ,  R. . . .  d'aprës  les  mêmes  formules  ; 
car  elles  donnent 

P-.-5.,  Q^ j^ ,  R_ , 


donc,  si  nous  pouvioils  évaluer  les  sommes  des  puissances  sem- 
blables dea  carres  des  différences ^  (a  —  i)',  (a  —  c)'...  9  nous  ol>* 
tiendrions  facilement  les  valeurs  «le  F,  Q',  R'.... 
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Or  en  appelant  S'» ,  S'»,  S's,  S\.,„  les  sommes  de»  puissances 
semblables  des  racines  de  l'équation  (3),  on  a 

S\  r=  (û—i)^+ (a— c)*+(a—rf)*+ ....=('»— OT .  û^—aT .  ai , 
S'.=(a— i)*+(a-c)^+...=(/7i— i)T.a*— 4T.a3A4-6T.a*6% 
S'3=(g— i)^+  («— c)«+.  ..=(m— 1  )T .  a^— 6T .  a^b+ 1 5T .  a^b^ 

—2oT.  a^i\ 


Explication  de  ce  tableau.  Il  est  évident  d'abord,  que  les 
déreloppemens  de  S'i,  S'»,  S'3. . .  ne  peuvent  se  composer  que 
de  fonctions  symétriques  à  une  oudeux  lettres  au  plus;  quant  a 
la  manière  de  les  obtenir,  on  observera  que  dans  chacun  d'eux, 
a*  ou  a^  ou  a®....  doit  être  répété  autant  de  fois  que  Ton  peut 
former  de  dilTorenccs  entre  la  racine  a  et  toutes  les  autres,  dont 
le  nombre  est  m —  i  j  donc  les  fonctions  T.  a%  T.o^,  T.a^, . . . 
ont  toutes  m —  i  pour  coelGcient^ 

Les  cociTiciens  des  autres  fonctions  sont  d'ailleurs  ceux  des 
dâreloppeniens  des  puissances  (a  —  by,  (a  —  b)^,  (a— i)^..., 
depuis  le  second  inclusivement  j usqu^ au  coefficient  du  ternie  qui 
tient  le  milieu^  aussi  inclusivement.  Enfin,  les  diverses  parties 
sont  alternativement  positives  et  ncgatiyes,  comn\e  dans  let 
aéveloppemcns  de  (a  —  i)',  (a  —  i)  ^. . . . 

\^  nombre  des' sommes  S^,  S'« ,  SV*«  qu'il  est  nécessaire  d'é-^ 
^Iner,  est  égal  au  nombre  des  coelTiciens  P',Q',  R'....  de  l'équa- 
tion (3);  par  conséquent,  la  dernière  somme  est  S'a* 

Qelà  pose,  roici  la  marclie  qu'il  faut  suivre  dans  la  pratique, 
pour  évaluer  ces  sommes  :  * 

On  commence  par  calculer  les  sommes  £|i.  S»,  S3. .  •  .y  Jusqu'à 
S^nj  ou  SotÇiïi— 0  ^^^  racines  de  la  proposée  (i)  y  puisj  à  Vaide  des 
formules  des  n°*  3o5  et  3oG^  on  évalue  toutes  les  Jonctions  T.«6ji 
T.a'^b,  X.a*b*,.. ;  d'oîi  l'on  conclut  les  valeurs  de  S'„  S'»,  S'3. ., 
SV-,  et  par  suite,  celles  de  P',  Q',  R'..^  T,  ^.  • 

3i3.  Soit  propose  de  former  l'équation  aux  carrés  des  difFc-' 
renées  des  racines  de  Vjquation  x*  —  71?  +  7=0. 


4^0  APFiaCATIONS 

Cette  équation  étant  du  3*  degré,  on  a  m^    "^   =3^ 

ainsi  l'équation  chercbée  est  de  la  forme  it''t*^^*+Q'^+^'=<^î 
c'est-4i-dire  qu'il  j  a  trois  coeffîciens  k  déterminer,  et  par  con- 
séquent, trois  sommes  S^i,  S^,  S'3,  à  calculer.  Cela  posé,  on  t 

P=o,  Q  =  — 7,R=7, 

d'oii  l'on  déduit ,  tout  calcul  fait, 

S,=o,  S.=  i4,S3=  — ai,  84=98,  85=— 245,Sb=833, 
T.û»=S.=     14,  T.a8    =Se     =833, 

T.abssz    Q=—  7,  T.a»^  =8581  — S6=— 833, 

T.o*  =    84=     98,  T-c46»= 848.— 86=     539, 

T,a3é=_84=>-^,  T.û3y=^-^^=^=— 1^; 

T.a-*-(i^J*=i9^98^49; 
a  a  ^^ 

donc      S',=aT.o*— aT.aiî=4a, 

S',=aT .  a-t— 4T .  a^i+ôT  .o''A»=88a , 
S's=aT,a«-6T.a*i+i5T.a*i*— aoT.a'*»=i8e69; 

ainsi,  à  cause  des  formules 

yi+Far»,  S^.+P'S'.+aQ'ss»,     S's+P'S',+Q'S'.-f3B'=o, 

on  a  F»-  S'.=-4a ,  (y=»~^'*~'^^''  z=^l , 

Donc  enfin ,  l'on  obtient 

*' —  4m' +  44»*  — 49  =  o> 

pour  Téquation  aux  carrés  des  différences  des  racines  de  l'équa- 
tion    x'— 7x+7=o. 

Nous  engagedna  les  commençans  à  traiter  ce  même  exemple 
par  la  méthode  d'élimination  ,  afm  de  comparer  les  deux  mé- 
thodes. 
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3i4-  Cette  méthode^  pour  déterminer  les  coefficiens  de  l'é- 
quation aux  carrés  des  différences,  peut  être  également  em- 
ployée pour  déterminer  ies  coefficiens  de  l'équation  au9 
sommes  des  racines  prises  deux  à  deux,  a^j^b^  a-j-Cj  ^-f-c* 
(voy.  n"3ii). 

Soit  x^  +  Pjc*+Q'^  +  R  =  <>>  l'équation  proposée;  l'équa- 
tion aux  sommes  a-f-A^  a-|~^'>  ^*h^>  serait  de  la  forme 
*3^-pV  +  Q'z+R'=o;  et  en  appelant  S'.,  S\,S's,  les 
sommes  des  puissances  semblables  des  racines  de  cette  seconde 
équation 9  on  aurait ,  pour  déterminer  S\f  S\ ,  S^s,  les  formules 

S\={a  +  b)  +(a  +  c)  +(6  +  c)  =2(a+A  +  c)=2S, 
S'.=  (a+6)»  +  (a+c)*  +  (6  +  c)»  =  aT  a*  +  aT.a6, 
S's=(a  +  i)3  +  (a  +  c)3  +  (6+c)3=:2T.a3  +  3T.a*i, 

Apres  avoir  calculé  les  sommes  Si,  S^,  S$  de  la  proposée,  on  en 
déduirait  les  valeurs  de  T.a%T.a6,  T.a^  T.a^b,  ce  qui  ferait 
eônnaitre  S\ ,  S\ ,  S'si  et  l'on  obtiendrait  enfin  F,  Q',  R',  d'après 
les  formules 

S'.+P'=o,  S\+P'S'i+aQ=o,  S'3+P'S'.+Q'SS+3R'=o. 

On  opérerait  d'une  manière  analogue,  pour  former  une  équa- 
tion dont  les  racines  fussent  des  combinaisons  de  œlles  de  la  pro- 
posée, de  la  forme  a+  i  +kab,  a  +  c  +  kac„..\  on  aurait, 
pour  une  équation  du  m*^^^  degré, 

S',=  (a+6+^ûi)+(a+c+irac)+. . .  .=(w— i)S.+itT,ai, 
^'^{a+b+kaby+..  .=(m— i)T.a*+2T.a6+2irT.a*6 


Nous  proposerons  les  exercices  suiyans  : 
Déterminer ^  i".  l'équation  aux  carrés  des  différences  des  ra- 
cines de  l'équation    or*  —  6x  —  7  =  o, 

(^Résukat «^  — 36ft*  +  3a4«-h45g=sD.) 
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Cet  eaiemple  a  été  traité  (ti^  ^&cf)  par  la  nïétlicMie  â^élimî* 
nation. 

'    ft*.  L*équatloii  des  sommes  deux  à  deux  des  racines  de  Péqua- 
tîon  x^^3jC+a^Q* 

(^RésuUeU*  ^  ~ ,   «^— 3;i— î^=o.)  ^ 

3*.  L'équation  d^nt  U&  racines  êùieni  As  cùmbin&^êons^  A  k 
ffïrme  a*f"^+oè,    dfïs  racrnes  de  Féquatiati 

{KisuUatu . , . ,     s^"*  -t*  iO£''+  K7S*-  ad  -  o.) 
4^.  lé  équation  dont  hs  racines  soUni  les  gommes  deoM  à  dsoM 
4es  racî  nés  d  e  l'équat  ion    a:*  —  Rr *  —  5x*  +  4^u: + 4^  ^  ^ 

{^ResuUcU 

«?—  i8i5+  gg^*  —  96*^—  747^*  +  a3M*  —  1944  =  0,) 

3i5.  Nou$  termmcrom  Ifs  applications  de  la  UiC'orie  de»  fonc- 
tions symétriques  par  la  dcraonstratîoi^  d'un  1res  beau  thé&rème 
sur  Tel imî nation. 

Ce  théorème  9  dû  à  Bezout^  consiste  en  ce  que  /^  degré  de 
jUquA'no^  yiNALBy  qui  résulte  de  l'élimination  de  V une  en 
inconnues  entre  dêux  équations  d?un  degré  quelconque  à  deux 
.  inconnues  j  ne  peut  être  plus  grand  que  le  produit  des  degrés 
des  deux  équations  ;  et  il  est  Justement  égal  à  ce  produit, 
lorsque  les  équations  proposées  sont  les  plus  générales  de  lemrs 
degrés.  •' 

Ayant  de  développer  cette  démonstration ,  i!  est  indispensable 
de  faire  connaître  la  composition  d'une  éc^uation  complète  Ai 
m^*^'  degré  a  deux  inconnues ,  et  la  forme  sous  laquelle  on  p^ 
toujours  la  mettre^ 

Déjà  nous  avons  donné  (n^  1 16)  la  composition  d'une  équation 
du  second  degté,  et  nous  avons  observé  que  l'on  peut  toujours 
la  ramener  à  la  forme  d'une  équation  à  une  seule  inconnue 
ftiv* -f  Njt  +  Pssoj    M  étant  une  qaanttlc  toute  connue* 
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M  un  polynôme  du  premier  degré  en  y  y  et  P  un  pol  jnome  du 
second  degré. 

En  général,  une  équation  à  deux  Inconnues  est  dite  du  m""' 
degré,  lorsque  le  plus  haut  exposant  de  chaque  inconnue 
étant  77»,  la  somme  des  exposons  de  ces  deux  inconnues  clans 
un  même  terme,  ne  surpasse  pas  m.  Il  résulte  évidemment  de 
là  que  toute  équation  du  degré  m  peut  être  ramenée  à  la 
forqie 

A  étant  une  quantité  connue^  numérique  ou  algébrique» 
B  un  poljnome  du  i*'  degré  en  j^,  tel  que  cy+i» 

C  un  polynôme  du  a*  degré û'y*+&[y+  «?'> 

D du3*degréay  +  fry +c''jr+d«, 


T du  m— 1*'"' degré  ^J<""*+/j'""^+..- 

U  • du /Ti'*^"' degré  hy"^     4  V^«»-»-f .... 

3i6.  Cela  posé,  considérons  les  deux  équations  à  deux 
inconnues 

'      Af-'  +  Bx'"-'  +Cx«-*  + +Tj:  +  U  =  o, 

A'x"  +  B'x"-'  +  Cx--»  + +  T'x  +  U'=  o , 

,.  .                           I    ,                       C  M=:o, 
q^  nous  désignerons,  pour  abroger»  par         < 

Concerons  en  outre ,  quoique  nous  n'eu  ayons  pas  encore 
1^  moyens ,  que  la  première  équatioa  soit  résolue  complëte- 
uent  par  rapport  àx,  et  donne  les  m  râleurs x=  a,  x=6>. 
at=c,. ...  (a,b,c ....  étant  des  fqfictions  de  y)  \  chacune 
de  œs  m  valeurs  dex,  substituée  dans  Féquation  M=o,doit 
la  vérifier,  quelque  valeur  que  l'on  attribue  àjr»  après  cette 
Substitut  iou. 


lynnaiitre  odtéj  ai  l'on  suliètitue  cm  mtaleurs  suceeséiveaitol 
dans  le  premier  Jiiembra  de  T équation  N  =^  o  ^  on  obtient  lei 
ezpieasions 

AV+  BV-'  +,.,,  AV  +  B'4"-'+,,, ,  AV  +  ITc— "+..., 

qai  ioiit,  en  général,  des  fonctions  irrationnelles  de  ^.Or^  je 
dis  qoe  toute  >âleurj  j^^C^  qui  rend  nutk  Vune  da  o^ 
fonctions, est  une  valeur  coRTenable  (n°  282).  En  effet,  iiif- 

posons,  par  exemple,  que  C  rende  nulle  la  fonction, , 

A'a'+B'a"**^  +,,..,  et  design  on  a  par  je  ==  «  ^  ce  que  de-. 
Tient x=:a^  lorsqu^on  remplace^  par  C  dani  a;  le  syitlm 
(x  =  flt,  y  =  C)  vérifie  éfidcmment  M^o,  puisqu'on  j 
déjà  TU  queâ^:^=a  lawériC^^  quel  que  soit  y.  En  seecind  Ueiu 
y=^^  rendant  nulle  la  fonction  A'a*  +  B'a*"^  +  *-, ,  qtt 
n'est  autre  chose  que  le  premier  membre  de  H  :^  o  ^  dans  le* 
qnel  on  a  mis  a  à  la  place  de  or,  TériGe  N  =:  o  en  même  tempi 
que  X  =  «y  Taleiir  de  a  ^  qui  correspond  à  ^  =  C  On  TOÎt 
donc  que  (x=sce,  j^=C)  forme  un  système  commun  kvx 
deux  équations  M=:o  et  Iï  =  o;  ainsi,  jf=C  est  um 
valeur  conffenable. 

Réciproquement,  ioiUê  valeur  conpenable  de  j  doit  anéaniir 
Vune  des  /bncHons  ci-deseus.  Car,  pour  être  conifenable,  U  fiuit 
qu'elle  satisfasse  aux  deux  équations  en  même  temps  qu'une  cer- 
taine Taleur  de  x\  or,  toutes  les  Taleurs  de  x  conTcnables  sint 
comprises  dans  0:=  a^x:=^b y  x^isc.  •  • , ;  et  dès  que  l'on  fiiit 
x:=sa  ou  X  =  A ,  ...  le  premier  membre  de  N  =  o  retombe  d^ 
l'une  des  fonctions  ci -dessus,  qui  doit  par  conséquent  s'éT»* 
nouir  par  l'hypothèse  ys=C.  •        < 

On  peut  conclure  de  là  quej,  si  l*on  égale  ào  le  produit  de 
toutes  ces  fine  tions^l'ÈQjjATiov  qu'on  obtiendra  sera  (sans  aucun 
factenr  étranger)  V équation' finale  résultant  de  ^élimination  dex- 
entre  les  deux  équations  proposées. 

Cette  équation  finale  ék  donc 

(AV+  B'a'-'-f-..-  +ra+ir)(A'6-+B'6— •+....+T'A+ir) 
(A'c»+B'c— '+....  +Tc  +Xr) «  o. . .  .(Y). 
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Sa  formation  semble  reposer  sur  la  résolution  complète  de 
l'équation  M=  o,  par  rapport  à  a?;  mais  nous  allons  Toir 
que  cela  n'est  pas  nécessaire  ,  et  nous  reconnaitrons  ^  dans 
ce  qui  vient  d'être  dit,  une  nouvelle  méthode  d'élimination, 

Remarquons  d'abord  que  l'équation  (Y)  ne  change  pas» 
quelque  permutation  que  l'on  fasse  entre  les  racines  a,  i,  c.  • .  ^ 
ainsi  le  premier  membre  est  (n®  3o3)  une  fonction  symétrique 
rationnelle  et  entière  des  racines  de  l'équation  M  =  o,  résolue 
par  rapport  à  x.  Donc ,  en  vertu  du  tbéorème  n^  3  lo ,  ce  pre- 
mier membre  peut  être  exprimé  au  moyen  des  coeffîciens  A , 
B,  C.»..  de  l'équation  M  =  o  ;  et  il  est  possible  de  former 
l'équation  (Y),  sans  que  l'on  soit  obligé  de  résoudre  d'abord 
l'équation  M^  o. 

Cette  méthode j  qui  est  assez  simple  pour  deux  équations 
du  second  degré,  devient  très  laborieuse,  lorsqu'on  veut  l'ap- 
pliquer à  des  équations  d'un  degré  plus  élevé.  Elle  a  toute- 
fois^ sur  la  méthode  exposée  n^  284 1  et  sur  plusieurs  autres , 
l'avfll^tage  de  conduire  toujours  à  la  véritable  équation  finale^ 
sttiu  l'introduction  d'aucun  facteur  étranger. 

Hais  ici  notre  principal  objet  est  de  démontrer  le  théorème 
sur  le  degré  de  l'équation  finale. 

317.  Pour  déterminer  le  degré  en  y  de  l'équation  (Y),  il 
suffît  de  considérer  un  terme  de  rang  quelconque.  Or,  chaque 
terme  de  ce  produit  se  forme  de  la  multiplication  d'un  terme 
du  premier  facteur,  p«ir  un  terme  du  second,  par  un  terme 
du  troisième....;  soient  Ka^K' M',  R'^c^''.... ,  des  termes  pris 
au  hasard  dans  chacun  des  77»  facteurs,  le  terme  correspon- 
dant du- produit  sera 

K.K'.K' Xû*A*V....; 

d'ailleurs,  le  produit  total  est  symétrique  en  a,  6,  c... 
donc,  ce  terme  fait  partie  d'une  des  fonctions  symétriques  qui 
entrent  dans  la  composition  de  (Y);  et  cette  fonction  partielle 
peut  elle-même  être  représentée  (n®  3o5}  par 
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Il  suffit  donc  de  déterminer  le  plus  baut  degré  en  y  de 
cette  fonction. 

Si  Ton  se  rappelle  la  composition  des  formules  qui  donnent 
St,S^f  S3. . . .  (n'*  3o4) ,  et  que  l'on  ait  égard  aux  degrés  en  y 
des  coefficiens  A,  B^  C . . .  .de  Véquation  M  =  o  (n*  3i5)  ,  on 
Terra  que  S,,  Ss,S3  y.  ..Sa  >  sont  du  i*',  2*,  3*.  ...,eten  général, 
du  degré  /*  en  y. Donc , S*  X  S*/  X  S*// ...  est  d'un  degré  marque 
par  A-f-  //+/*'+. ...  ;  et  d'après  les  formules  du  n®  3o8,  qui 
donnent  Pèxpression  d'une  fonctîoa  symétrique  quelconque, 
Ta*6*V*. ...  est  aussi  du  degré  h+h'+h"... ,  et  ne  peut  sur- 
passer ce  degré. 

D'un  autre  côté,  soient  kjh'yb'.....  les  exposans  dey  dans 
les  coefliciens  K,K^K'...;la  somme  des  exposans  du  pro- 
duit K.K'.K'....est  k+y+k''+....  Ainsi,  dans  la  fiwc- 

tion  K.K'.K" X  Ta^è^'c*". . . . ,  la  somme  des  exposans  eit 

h'\'V'\'k'''\'....  +  h  +  Ji'^h''+....\m;i\%j  d'aprcs  la  com- 
position de  PéquationN  =  o,  l'on  a  tout  an  plus, 

Donc  enfin,  la  fonction  symétrique  ci-dessus  est  tout  an  plus 
d'un  degré  marqué  par  n  -f-  n  +  ti  +. ..,  ou/nX  ti. C.Q.F.D.^ 
JV.  B.  Véquation  aux  différences  étant  (n**  288)  Iç  résultat 
de  rélimination  de  x  entre  les  équations 

X=o, 

Y4--  m4--^i,*4.....  +  7^— '  =  0, 
a  2.3       * 

dont  la  première  est  du  degré  /»  en  x,  et  la  seconde  du  degré 
m —  I  en  X  et  1^,  il  s'ensuit  que  celte  équation  finale  doit  être 
du  degré  m{m —  i  )  ;  et  c'est  en  effet  ce  qui  a  été  reconnu  (n®  290). 
Le  théorème  précédent  est  également  applicable  à  un  nombre 
m  d'équations  renfermant  un  pareil  nombre  d'inconnues.  {J^oy*^ 
pour  sa  démonstration,  un  Me /noire  de  M.  Poisson^  XI*  cabier 
du  Journal  de  f  Ecole  Polytechniquej  page  199.) 
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CHAPITRE  VIII. 

Résolution  des  Équations  numériques  à  une  ou 
plusieurs  inconnues^ 

LxB  principes  que  nous  avons  établis  dans  le  chapitre  préoé* 
dent  sont  applicables  à  toutes  les  équations  ^  de  quelque  nature 
qae  soient  leurs  coefficicns ,  c'est-à-^ire  qu'ils  soient  numériques 
ou  algébriques;  et  ces  principes  doivent  être  regardes  comme 
lot  élémens  des  raétbodes  qui  ont  été  employées  pour  résoudre 
les  équations  de  degré  supérieur. 

Nous  avons  déjà  dit  que  les  analystes  ne  sont  parrenua 
jusqu'à  présent  qu'à  la  résolution  des  équations  générales  du 
troisième  et  du  quatrième  degrés.  Les  formules  qu'ils  ont  ob- 
tenues pour  les  valeurs  des  inconnues^  sont  si  compliquées  et 
d*un  usage  si  peu  commode  >  lorsque  toutefois  on  peut  les  ap^ 
plîquer  (ce  qui  n'est  pas  toujours  possible),  que  l'on  doit 
regarder  le  problème  de  la  résolution  des  équations  algébri- 
ques d'un  degré  quelconque,  comme  plus  curieux  qu'utile. 
Aussi  les  analystes  ont -ils  dirigé  principalement  leurs  re- 
cherches vers  la  résolution  des  équations  numériques^  c'est -à- 
dire  de  celles  qui  proviennent  de  la  traduction  algébrique  d'nu 
pr(d>lëme  dont  les  données  sont  des  nombres  particuliers  ;  et 
ils  ont  trouvé  des  méthodes  au  moyen  desquelles^  une  êqua^ 
tion  numérique  d'un  degré  quelconque  étant  donnée^  on  peut 
toujours  déterminer  les  racines  qu'elle  renferme. 

C'est  l'ensemble  de  ces  méthodes  que  nous  nous  proposons 
de  développer  dans  la  première  partie  de  ce  chapitre. 

La  seconde  aura  pour  objet  le  complément  de  l'élimination, 
ou  la  résolution  des  équations  numériquesà  plusieurs  inconnues. 
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[Pour  la  généralité  de  nos  raîsonnemens ,  nous  représenterons 
encore  Téquation  proposée  par  x^-}-  Px"*~'  +Qx'"""*+^..=o; 

mais  les  lettres  P,  Q seront  censées  désigner  des  nombres 

particuliers  et  des  quantités  réelles  positives  et  négatives.] 

§  P*".  Principes  fondamentaux.  Limites  des  racines. 

3 18.  Pbsmier  principe.  Si  deux  nombres  f  et  q^  êubêd» 
tués  à  ia  place  de  J^dans  une  équation  numérique,  donnée 
deux  résultats  de  signes  contra  ires ^  ces  deux  nombres  com* 
prennent  au  moins  une  racine  réelle  de  la  proposée. 

Soit       «•  +  Px"-*  +  Qx"-*+...  +  Tr  +  U=:o 

l'équation  proposée.  Son  premier  membre  renfermant  en  géné- 
ral des  termes  positifs  et  des  termes  négatifs  ^  désignons  par  A 
l'ensemble  des  termes  positifs,  et  par  —  B  l'ensemble  des  termes 
négatifs  j  l'équation  prend  alors  la  forme 

A— B  =  o. 

Soit  en  outre  p^q,  et  admettons  que  p,  substitué  k  la  place 
de  Xj  donnant  un  résultat  négatif j  q  donne  un  résultat />9£^^ 
Cela  posé  9  puisque  le  premier  membre  devient  négatif  par 
la  substitution  de  jd,  et  positif  par  la  substitution  de  ^,  il 
s'ensuit  que  l'on  a,  dans  le  premier  cas,  A  <  B^  et  dans 
le  second,  A  >>  B.  Or,  il  résulte  de  la  nature  des  quantités  A 
et  By  qui  ne  contiennent  que  des  nombres  absolus  et  des  puis- 
sances entières  et  positives  de  x  y  que  ces  quantités  croissent 
l'une  et  l'autre  à  mesure  que  x  augmente  j  et  si  l'on  conçoit 
que  X  croisse  d'une  manière  continue,  depuis /?  jusqu'à  q^  A 
et  B  croîtront  aussi  d'une  manière  continue.  (^)  Cependant» 
puisque  A,  par  bypotbëse,  de  plus  petit  qu'il  était  que  B, 
devient  ensuite  plus  grand,  il  faut  nécessairement  que  A 
ait  un  accroissement  plus  rapide  que  B,  qui  détruise  insensi^ 

{*)  La  coniinnitd  dans  les  nombres  n^est  qu^une  chose  idcale  ;  et  Poo  ne 
pcat  la  rendre  sentxbX«  qa'en  Géoméirie. 


\ . 
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biemeni  l'excès  quê  B  avait  sur  A  ,  et  finisse  par  produire- 
un  excès  en  sens  contraire.  On  aent ,  d'apràs  cela ,  que  du 
pasnge  deA'^BàA>'By  il  doit  j  avoir  un  point  intermé- 
diaire oii  A  devient  égal  à  B,  et  le  nombre  substitué  qui 
correspond  à  cette  circonstance,  est  racine  de  l'équation ,  pnis« 
qu'il  vérifie  A  —  B  =  o,  ou  la  proposée.  Donc,  si  deux  nom^ 
bres,  etc. 

Dans  la  démonstration  précédente ,  nous  avons  supposé  que 
p  et  q  soient  deux  nombres  absolus  ;  mais  la  proposition  n*en 
est  pas  moins  vraie  ^  dans  l'hypothèse  où  p  et  ^  sont  de  signes 
quelconques* 

Pour  le  prouver,  remarquons  d'abord  que  les  raisonnemens 
ci-dessus  s'appliquent  également  au  cas  où  l'un  des  nombres 
p  eiq^Pf  par  exemple,  serait  o;  c'est-à-dire  qu'on  prouverait, 
dans  ce  cas ,  qu'il  y  a  au  moins  une  racine  entre  o  et  q. 

Cela  posé,  soient  d'abord  petq  tous  deux  négatifs^  et  repré- 
sentés par  — />'  et  —  q\ 

Si,  dans  l'équation  x«4.Px'"-»+Qr"»-«+. .  .+Tx+U=o, 
on  change  x  en  — ^>  ce  qui  donne  pour  la  transformée 

(-^r+P(-^)— +Q(-J')— '+...  +  T(-jr)+Ui=o, 

il  est  évident  que  substituer  — /?'  et  —  ^'  dans  la  proposée, 
revient  à  substituer />'  et  q^  dans  la  transformée;  car  les  résuU 
tats  de  ces  substitutions  sont  toujours 


et      (—  qT  +  P(~  q'y  +.  ..+  T(—  q')  +  U 


or,  puisque  p  et  çr ,  ou  — p'  et  —5'',  substituées  dans  la  pro- 
posée, donnent  deux  résultats  de  signes  contraires,  il  s'ensuit 
que  les  nombres  absolus/?'  et  q^  substitués  dans  la  transformée, 
donnent  aussi  deux  résultats  de  signes  contraires;  ainsi,  en 
vertu  de  la  première  partie  de  la  proposition,  les  deux  nombres 
p'  et  q'  comprennent  au  moins  une  racine  réelle  de  la  transfor- 
mée-, et  à  cause  de  la  relation  x:=:  — y,  les  quantités  — />' 
et  ^-q'j  ou/>  et  ^ ,  comprennent  elles-mêmes  au  moins  une  valeur 


-^/ 
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4le  X.  Cette  démonstratloQ  s'appliquerait  énoore  eu  cas  oi 

aurait    p  =s  o  oa  jr  sac  o*  ^ 

Su^jOMioini&^boip.poêUifeïqTtêgatifotk  égal  à  —  ^^;  s 
fait  JB[«3^ei^DS  l'équation  9  le  premier  membre  se  rédntt 
dernier  trirçie»  qui  est  néœsiairement  de  signe  diflerent  c 
lui  qne  donne ,  soit p,  soit  —g';  d'o&  l'on  peut  oonclure 
y  a  une  racine  compriie  entre  o  et  />,  ou  bien  entre  o  et  • 
et,  par  oonséqueoli  entre j»  et  —  jr  (n®  63). 

319.  SiooMD  ralNCiPs.  De  ce  que  deux  nombres  sulto 
à  la  place  dé  x^  dans  une  équation,  donnent  deux  ré^ 
de  signes  contraires  ,  on  est  en  droit  de  conclure 
contprèniient  au  moine  une  racine  réelle;  mais  on  ne 
pas  -assurer 'qu'ils  n'en  comprennent  qu'une  seule  9  < 
peuvent  en  oùmpr^ndre  un  nombre  impair  quelconque. 
résulte  d'une  nouTcIle  proposition  que  nous  allons  dé 
trer,  et  qui  consiste  en  ce  que,  si  deux  nombres  compre 
un  nombre  impair  quelconque  an-)-  t  de  racines  réelle 
résultais  dé  leur  substitution  à  la  place  de  x  sont  Je  . 
contraires;  et  sfils  en  comprennent  un  nombre  pair 
conque  9XL ,  les  résultats  de  leur  substitution  sont  néces 
ment 'de  même  signe. 

Pour  mettre  cette  proposition  dans  tout  son  jour,  dési 
par  a  9  &t  c..^  celles  des  racines  de  l'équation  proposée  X 
que  Ton  suppose  comprises  entre  deux  nombres  donnés/} 
de  signes  quelconques^  et  par  Y  le  produit  âes  facteu 
premier  degré  en  x,  correspondant  aux  racines  réelle 
comprises  et  aux  racines  imaginaires. 

Le  premier  membre  X  de  Tcquation  peut  se  mettre  s 

forme  (r  —  a)  (x  — i)  (r  —  c). . .  X  Y. 

Substituons  maintenant ,  dans  le  produit  précédent  ^  p  et 
place  de  x;  on  obtient  les  deux  résultats 

(jy  —  a)  (p-b)  (p^c)...X  Y\ 
{q  —  a)  i^q  ^  b)  (î7  —  c). .  .X  Y\ 

Y'  et  Y"  désignant  ce  que  devient  Y,  lorsqu'on  y  remplace 
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et  ^  ;  ces  deux  quantités  Y'  et  Y"  9ont  nécessairement  de  niiSiiè 
,  puisque  autrement,  en  vertu  du  premier  principe /.Y=:^ 
it  encore  au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre pëC^y 
qui  serait  contre  l'hypothèse. 

Cela  posé  y  pour  déterminer  plus  facilement  les  signes  des 
Il  résultats  ci-dessus ,  divisons  le  premier  par  le  second  ;  oii 
.     .(/>  — g)    C/>  — ^)   (;>  — r)....xY^  .     ^ 

k  ,,.       ..p  —  «      P  —  ^  ^    P  —  <^  Y' 

fon  peut  écrire  amsi  : X  ■ r  X X X^rz^. 

^  q  —  a       q  —  o       q  —  c  Y 

Hais  p  eX,  q  comprenant  les  racines  a^  b ,  c,  c£....,  on  a  néces* 
nireiûetit  P  ^  a,  b,c,  d. . .  ,^ 

<t  q        a,  b,Cyd ; 

Ml  Ton  déduit  p  —  a,  /? —  b,  pi^c  ....         o,  ;- . 

et  q  —  a,    q  —  by   q  —  c...  o; 

donc,  puisque/) — a  et  q — a  sont  de  signes  contraires,  ainsi  que 
p  —  6ety  —  b  y  p  —  c  Qi  q  —  c....,  les   quotiens  partiels 

iT'^      P  ^ ....  sont  tous  négatifs:  d'ailleurs  =r; 

y  — a       q  —  b     q  —  c  ^  Y 

eit  essentiellement  positif,  puisque  Y"'  et  Y''  sont  de  même  signe; 

_  p  —  a      p  -"^  b       p  —  c  Y' 

•insi ,  le  produit X 7  X  X  . . . .  =j  ,  sera 

'        ^  q  —  a       q  —  o        q  —  c  Y 

^^ègatifj  si  les  racines  comprises  a,  b,  c....  sont  en  nombre  im- 
pair, et /)os*/î/i  si  elles  sont  en  nombre  pair. 

Donc  enfin ,  les  deux  résultats  (p — à)  [p — b)  (j>— c}....  x  Y' 
et  {q — à)  {q — b)  (7 — c)  ....  X  Y"  ,  seront  de  signes  contraires 
Ou  de  même  signe,  suivant  que  les  racines  comprises  entre  p  et  q 
aeront  en  nombre  impair  ou  en  nombre  pair. 

Conséquence,  On  déduit  nécessairement  de  cette  proposi- 

3i 
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tioD ,  que,  si  deux  nombres  HubsUtuin  à  la  j^lace  de  x  ,  danê 
vju  équation  j  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires^ 
'Ùs  comprennent  au  moins  une  racine^  mais  ils  peuvent  aussi 
en  comprendre  un  '  nombre  impair  quelconque  ;  et  s* ils  don^ 
nent  deux  résultats  de  même  signe  ^  ou  ils  ne  comprennent 
pas  de  racines  ,  ou  bien ,  ils  en  comprennent  un  nombre  pair 
qiulconque* 

Limites  des  Racines  réelles  des  équations. 

àao.  lies  diverses  méthodes  de  la  résolution  des  équations  nu- 
mériques consistent  généralement  à  substituer  des  nombres  par* 
ticuliers  dans  la  proposée,  pour  reconnaître  si  ces  nombres  la 
vérifient,  ou  bien,  s'ils  comprennent  des  racines.  Mais  pour  peu 
qu'on  rcUécbisse  sur  la  composition  du  premier  membre  d*uoe 
équation ,  on  sent  que ,  son  premier  terme  étant  positif  et  affecté 
de  la  plus  haute  puissance  de  r,  puissance  d'autant  plus  grande, 
par  rapport  à  celles  de  degré  inférieur,  que  x  est  plus  consi- 
dérable; on  sent,  dis-je,  qu'il  doit  exister  (Sies  nombres  au- 
dessus  desquels  toute  substitution  devient  inutile,  parce  que 
ces  nombres  donneraient  des  résultats  constamment  positifs  et 
différens  de  o. 

On  appelle  limite  supérieure  des  racines  positives  d'une  équa* 
tîon,  tout  nombre  qui  surpasse  la  plus  grande  des  racines  posi-^ 
tiçes  de  cette  équation. 

Il  résulte  de  cette  définition  que  la  limite  est  susceptible 
d'une  infinité  de  valeurs  ;  car  des  qu'un  nombre  est  reconnu 
supérieur  à  la  plus  grande  racine  positive ,  tout  nombre  plus 
grand  jouit  à  plus  forte  raison  de  cette  propriété;  mais  alors  y 
on  doit  se  proposer  de  déterminer  la  limite  la  plus  petite 
possible  :  or,  on  est  certain  d'avoir  une  limite,  dès  que  l'on  a 
obtenu  un  nombre  quij  substitué  à  la  place  de  x ,  rend  le 
premier  membre  positif  j  et  qui  est  tel  en  même  temps  j  que 
tout  autre  nombre  plus  grand  donne  aussi  i:n  insultât  po- 
silif. 


{ 
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Occupons-nous  donc  de  la  détermination  d'un  nombra  qui 
jouisœ  de  cette  double  propriété. 

321.  Avant  de  résoudre  cette  question ,  nous  nous  en  propo- 
serons d'abord  une  plus  simple;  elle  consiste  k  déterminer  un 
nombre  qui^  si^hstituè  à  la  place  de  x  dans  une  équadonj  rende 
le  premier  term^  x"*  plue  grande  à  lui  aeul^  que  la  soioa  aritb  - 
sfiriQUE  de  tous  les  autres. 

Supposons  que  tous  les  termes  de  l'équation  soient  négatifs ,  à 
partir  du  second  ;  en  sorte  que  l'on  ait 

x-— Px«-'— Qx*»^— ..•— Tx— Usao; 

il  ^agit  de  trouver  pour  x  un  nombre  qui  rende 

x«>  Px-»-*  +  Qx-^*+  . . . .  +Tx+U- 

Désignons  par  k  le  plus  grand  de  tous  les  ooefficienS|  et  remp1a« 
çons  ces  coeffîciens  par  celui-là  y  l'inégalité  devient 

x«>itx--'+itx^^  +  ....  +  te  +  itj 

il  est  évident  que  tout  nombre  mis  pour  #,  qui  satisfera  à  cette 
noufelle  condition,  satisfera  à  plus  forte  raison  à  la  précé* 
dentej  car  cette  inégalité  revient,  en  divisant  par  x",  à . 

Cela  posé,  si  Ton  fait  d'abord  x^k  dans  celle-ci,  le  second* 

k 
membre  se  réduit  &  t  ou  i ,  plus  une  suite  de  frffctioas  po- 
sitives f  ainsi  le  nombre  k  ne  satisfait  pas  a  l'inégalité^ 

Mais  si  l'on  pose  xssifr-f-i,oQ  obtient,  pour  ce  seeond 
membre,  la  suite  des  fractions 

qui,  considérée  dans  un  ordre  inverse,  n'est  autre  chose  qu'une 
pr(^ression  géométrique  croissante  ,  dont  le  premier  terme 
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k  k 

est  TT-T — r=>  la  raison  i+  i ,   et  le  dernier  terme  ,—7—; 

la  somme  de  tous  les  termes  de  cette  suite  a  donc  (n^2oi)  pour 
valeur, 


quantité  évidemment  plus  petite  que  l'unité. 

Tout  autre  nombre  >  it  +  ^  >  ™îs  à  la  place  de  x ,  rendrait 

k       k 
la  somme  des  fractions,  -  H — ^  -|-  . . . . ,  plus  petite. 

M        se 

Ainsi  ft  +  i>  ou  le  plus  grcuul  coefficient  de  réqnatiofi, 
augmenté  de  l'unité  j  et  tout  nombre  supérieur  à  k  -f-  i , 
jouissent  de  la  propriété  de  rendre  U  premier  terme  x"*  plus 
grande  à  lui  seul  ^  que  la  somme  arithmétique  de  tous  Us 
autres. 

322.  Limite  ordinaire  des  racines  positi^*es.  Le  nombre  que 
l'on  vient  d'obtenir  peut  être  con&idéré  comme  une  première 
limite I  puisque  ce  nombre,  ou  tout  autre  nombre  plus  grand, 
rendant  le  premier  terme  supérieur  à  la  somme  de  tous  les 
autres,  lès  résultats  des  substitutions  de  ces  nombres  à  la  place 
de  Xy  doivent  être  constamment  posttifs;  mais  cette  limite  est 
ordinairement  beaucoup  trop  grande,  parce  qu'en  général ,  Tê- 
quation  renferme  plusieurs  termes  positifs.  Cberchons  donc  une 
limite  qui  puisse  convenir  a  toutes  les  équations. 

Désignons  par  x*"""  la  puissance  de  x  oorrespondante  au  prc-s 
mier  terme  négatif  qui  vient  après  le  terme  x"*,  et  considérons 
le  cas  qui  est  évidemment  le  plus  défavorable  (mais  c'est  le  plus 
commode),  celui  où  les  termes  sont  négatifs,  à  partir  de 
x""",  et  aifectés  du  plus  grand  des  coefiiciens  n^atifs  qui 
entrent  dans  l'équation. 

Soit  S  ce  coefficient  ;  tâcbons  d'abord  de  satisfaire  li  la  con* 
clition 

X-  >  Sx"--  -f-  Sx—"-'  +  . . .  +  Sx  +  S , 
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OU,  divisant  les  deux  membres  de  cette  inégalité  par  x*, 
-.^^S.S.  «S,    S 

II 

Posonsd'abordx"=S,  oux=:v/Sj  on  trouve  pour  le  seoQnd 

S 
membre  ;  ^  ou  i ,  plus  une  suite  de  fractions  positives;  mais  si 

n 

Ton  fait  X  =  V^S  +  i ,  ou  bien ,  x  =  S'  + 1  (en  posant ,  pour 

plus  de  simplicité ,  v/S=S',  d'où  S=S'*),  îl  vient/  pour  ce 
second  membre, 

série  qui  n'est  autre  cbosc  qu'une  progression  par  quotient,  dont 

le  premier  terme  est    ^.^  ,  la  raison  S'+i,  et  le  dernier 

S'" 
terme  r^r-, — zz*  La  somme  de  toutes  ces  fractions  a  donc  pour 

(S  +  0»  » 

expression  (n**2oi), 

(s^+i)"'^  +'^    (y+i)'»  _  _  s^»-' S'""' 

S'+i  —  i  —  (S'+i)— '       (S'+i)-* 

Quantité  évidemment  plus  petite  que  i. 

n 

D'ailleurs  tout  nombre  >S'  + 1  ou  V^S+ 1 ,  mis  à  la  place 

S          S 
de  Xy  rendrait  la  somme  des  fractions  •-5  +  -x5:7 plus 

petite,  puisque,  les  numérateurs  restaol  les  mêmes ,  les  dé- 

n 

Dominateurs  augmenteraient.  Donc  V^S-f-i,  et  tout  autre 
nombre  plus  grand,  jouissent  de  la  propriété  de  rendre  le 
premier  terme  x*"*  supérieur  à  la  somme  arithmétique  des 
seuls  termes  qui  soient  négatifs  dans  l'équation ,  et  par  consé- 
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qucnt^  de  donner  pour  le  premier  membre  >  des  réëuliata  œns^ 
iammeni  poaitifi^ 

n 

Dodo  enfin ,  V^S+  i  y  ou  PunUé  augmentée  de  la  racine  du 
plus  grand  coefficient  négatifs  racine  d^un  degré  marqué  par  le 
nombre  des  iermeê  qui  précèdent  le  premier  terme  nègaiifj  est 
une  limite  supérieure  des  racines  positiçes  de  Inéquation» 

Soit  n  s=:  I  y  auquel  cas  le  premier  terme  négatif  est  le  second 

terme  de  Péquatlon;  la  limite  devient  V^S-|-z^  ou  S+i; 
<^est-à«dire  le  pluê  grand  coefficient  négatifs  augmenté  de  l'unité; 
G^est  la  limite  la  plus  usitée. 

Soit  A  =  a  y  auquel  cas  les  deux  premiers  termes  sont  po- 
sitifs, ou  le  terme  en  07****  manque  dans  l'équation;  la  limite 

est  alors  \/S  +  i. 

Soit  iis=:3;  on  trouve  pour  la  limite,  k  S4~  >  •  •  • 
On  demande,  par  exemple,  la  limite  supérieure  des  racines 
positives  des  équations 

a:*— 5jr'+37r>— 3x4-39=o;  V^S+i=\/B  +1=6; 

»  _  a  

ar*4-7x^-.iar^49r'+5ax-i 3  =0 ;  ï/S+i=|/49+ 1  =8 , 

n 

(  Ici  le  plus  grand  coei&cient  négatif  est 5- ,   parce  qu'il 

faut  d'abord  diviser  par  le  coefficient  de  x^.  ) 

3a3.  Souvent,  ati  moyen  d'une  transformation  exécutée  sur 

II 

l'équation,  on  obtient  une  limite  plus  petite  que  i/S  +  i* 
Soit,  par  OKempIe,  la  première  des  équations  ci-dessus,  on 

peut  la  mettre  sous  la  forme  x'  {x — 5)4-37X  (x — — J+39=o. 


"A 
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Or  5  il  est  irUible  qu'en  mettant  5  ou  tout  autre  nombre  plua 
Hprand  pour  x,  on  obtiendrait  un  résultat  constamnent  positif; 
donc  5  est  une  limite^  tancMS  que  l'on  a  trouvé  6^  d'après  la  for* 

mule  V^S+  I. 

De  méniey  la  seconde  équation  rêrient  à 

(en  réunissant  le  premier  et  le  quatrième  terme,  le  second  et  le 

3    

4roisièmey  etc.);  or,  il  est  évident  que  X  =  V ^^9  c^est-à-direi  4 
ou  tout  autre  nombre  plus  graod  y  donnerait  un  résultat  positif. 
L'artifice  de  cette  méthode^qui  ne  peut  s'appliquer  qu'à  certaines 
équations  y  consiste  à  décomposer  le  premier  membre  en  pki" 
sieurs  parties  composées  chaciâie  de  deux  facteurs  j  dont  le  pre^ 
mier  soit  un  monôme  positif  j  et  l'autre  un  binôme  en  x  dont  U 
second  terme  soit  numérique  et  négatifs  puis  à  déterminer  x  de 
nuuUère  que  tous  les  facteurs  entre  parenthèses,  soient. positifs. 

Elle  est  nirement  applicable  à  des  équations  renfermant  plu- 
sieurs termes  consécutifs  afTectés  du  signe  -r» . 

Par  exemple,  on  ne  peut  l'appliquer  à  une  équation  telle  que 

X*  — 5x4— i3x3+  lyx"  — 69=0. 

3^4*  MéHiode  de  Newton  pour  déterminer  la  limite  la  plus 
petite  ^possible.  INous  ferons  encore  connaître  un  autre  mojeit 
de  déterminer  la  limite,  qui  a  l'avantage  de  d<inner  la  limite  la. 
plus  petite  possible  Çen  nombres  entiers). 

Soit  X=:o  l'équation  proposée;  si  l'on  fait  dan^  cette  équa-- 
tion,  xc=:x'+  u,  x'  étant  une  indéterminée, on  obtient  (n*  «78) 

la  transformée  X'  +  T'i#  +  -  m'+.  . .+ tt"  =  o.  (On  connais 

11 

d'ailleurs  la  loi  de  formation  des  cœffîciens  X',  Y', —.,.). 

Cela  posé ,  concevons  que ,  par  des  essais  successifs ,  on  soit 
|Kàrvcnu  à  déterminer  pour  J  un  nombre  qui,  substitué  dans. 
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Xf,  Y^,  — • . . ,  rende  tous  ces  ooefficieos  positifs  k  la  fois;  jedil 

que  ce  nombre  est  ai^riêwr  à  la  plu$  grande  racine poêidim de 
i'éqi4ationX=^o. 

Eu  effet,  les  coefficiens  de  la  transformée  étant  tons  positifiif 
aucun  nombre  absolu  ne  peut  Térifier  cette  équation;  ainsi  les 
yaleurs  réelles  de  u  doivent  être  toutes  natives;  mais  de  l'é- 
quation x:=x'-^Uf  on  tire  u =x<— x';  et  pour  que  les  Talenrs 
de  u  correspondantes  à  cbaque  valeur  de  x  et  à  la  Taleur  de  â^ 
(  déjà  déterminée  ) ,  soient  n^atiyes,  il  faut  absolament  que  b 
plus  grande  râleur  positive  de  x  soit  moindre  que  la  Taleor 
de  x';  ce  qu*il  fallait  démontrer. 

Voici  d'ailleurs  la  manière  d'appliquer  la  méthode: 

Soit  Téquation    aH  —  5x^  —  6x*  -?-  ig^c  +  7  =5  o. 

G>n^ffle  x'  est  un  digne  indéterminé^  on  peut  cousérrer  la  lettre 
X  dans  la  formation  des  polynômes  dérivés,  et  l'on  a 

X  =    .t4  —    5x3  —    or*  —  19X  +  7, 
Y  =  4-*^  —  i5x*  —  lax   —  19, 

-  =  6x*  —  i5x   —  6, 
a 

Jja  question  est,  comme  on  vient  de  le  voir ,  ramenée  à  tronver 
pour  X  un  nombiie  (  le  plus  petit  possible  )  qui  rende  tous  ces 
poljrnomes  positifs. 

G>mmençons  par  le  polynôme  du  premier  degré;  il  est  visible 
que  a  ou  tout  autre  nombre  >>  a,  le  rend  positif. 

Sj  substitué  dans  le  polynôme  du  second  d^ré,  donne  un 
résultat  négatif j  mais  3  ou  tout  nombre  >>  3 ,  donne  un  résultat^ 
positif. 

3  et  4>  substitués  dans  le  polynôme  du  troisième  degré ,  don- 
nent UT^  résultat  négatif;  mais  5  donne  un  Résultat  positif,  et  il 
en  serait  de  même  de  tout  autre  nombre  plus  grand. 

Enfin  5,  substitué  dans  X,  donne  un  résultat  négatif,  et  il 
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en  est  de  même  de  6;  car  les  trois  premiers  termes  ...  .' 

oc^ — Sx^-^6j^  rertennent  à  af^Cx— 5)— Bx",  expression  qui 
se  réduit  à  Oydès  que  lon^faitxssô^mais  j?=  7  domie  é?i* 
demment  un  résultat  positif* 

Donc  7  esâ  une  limite  supérieure  des  racines  posidçes  de  la 
proposée;  c'est  d'ailleurs ,  en  nombres  entiers,  la  limite  la  plus 
petite  y  puisqu'on  Tient  de  reconnaître  que  6 donnait  un  résultat 
négatif  ;d'o&  il  suit  (n^  3i8)y  qu'il  ja  au  moins  une  racine  oom-* 
prise  entre  6  et  7. 

En  appliquant  la  méthode  a  l'équation 

a-s— 3x4— 81:'— 25r*+4r— 39=0, 

on  trouTerait  6  pour  la  limite  supérieure.      >• 

On  obtiendrait  de  même  7  pour  la  limite  supérieure  des  ra- 
cines positives  de  l'équation  x*— Sx*—  i Sx*  + 1 7x*— 69  =:  o . 

JV.  B,  Cette  raétliodc  n'est  guère  d'usage  que  dans  la  recherche 
des  racines  incotnmensurables. . 

3a5.  Il  nous  reste  maintenant  à  déterminer  la  limité  supé^ 
Heure  des  racines  négatiyes^  et  les  limites  inférieures  des  racines- 
soit  positives ,  soit  négatives. 

Dorénavant ,  nous  désignerons  par  la  lettre  L  la  limite  supé- 
rieure des  racines  positiyes  d'une  équation^  de  quelque  manière 
qu'on  l'ait  obtenue. 

i^«  Si  dans  l'équation  X=  o,  on  fait  x=— j^^ceqni  donne 
la  transformée  T=o^ il  est  clair  que  les  racines  positives  de 
cette  nouvelle  équation,  étant  prises  avec  le  signe*— ,  donneront 
les  racines  négatives  de  la  proposée  ;  donc  en  déterminant,  par 
les  moyens  connus ,  la  limite  supérieure  L'des  racines  positiyea 
de  la  transformée ,  on  aura  —  Il  pour  la  limite  supérieure  (nu* 
mériquement)  des  racines  négatives  de  la  proposée/ 

2®.  Si  dans  Tcquation  X  =  o  ,  on  fait X£=  -,    ce  qui  donne 

une  transformée  Y=  o  (  que  l'on  forme  en  renversant  l'ordre 
des  termes  de  la  proposée  et  divisant  tous  les   termes  par  le 
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dernier),  il  résolte  de  la  relation x=  -,  qa'aax  plus  granlet 

Taleurs  positires  de  y  correspondent  les  plus  petites  de  x;  donCi 
en  désignant  par  1/  la  limite  supérieure  des  racines  positives  d^ 

la  transformée ,  on  aura  y^  pour  la  limite  infSrieure  dee  racifim 
posiUvea  de  la  proposée, 

3^  Enfin,  si  dans  la  proposée,  on  remplace  x  par-^  -  ,  «t 

•  ^  y 

qu'on  cherche  la  limite  supérieure  L''  des  racines  positires  de  la 

transformée  Y  =  o ,  —  î^  sera  la  Umite  inférieure  (  numéri* 

quement)  dee  racines  'négatives  de  la  proposée, 

^  826.  Nous  terminerons  la  théorie  des  limites  par  qudqoa 
•     observations  utiles  dans  la  recherche  de  ces  limites. 

Premièrement,  toute  équation  qui  n'a  que  des  permanenoet 
de  signe j  c'est-à-dire  dont  tous  les  termes  sont  positifs ^  ne  pe^i 
apoir  pour  racines  réelles  que  des  nombres  négatifs;  car  totti 
nombre  positif  mis  à  la  place  de  x  rendrait  le  premier  membre 
essentiellement  positif. 

En  second  Heu,  toute  équation  confié  te,  dont  les  termes  son 
alternativement  positifs  et  négatifs,  c'est-à-dire  qui  n'aquede^ 
variations  de  signe,  ne  peut  apoirpour  racines  réelles  que  de 
nombres  positifs;,  car  il  est  aisé  de  reconnaître  que  tout  nombr 
négatif  mis  à  la  place  de  x  dans  la  proposée ,  rend  tous  les  terme 
positifs,  si  l'équation  est  de  degré  pair,  et  tons  les  termes  négi 
tifs ,  si  l'équation  est  de  degré  impair.  Donc ,  dans  aucun  cas,  1 
somme  des  termes  ne  peut  devenir  nuUe. 

11  en  est  de  même  de  toute  équation  incomplète,  telle  que,  à 
l'on  c^iange  xen^—y,  il  en  résulte  une  trafisformée  qui  n*a  jfH 
des  permanences. 
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prineipe  foodaméfatal  de  la  résolatkm  des  équations  numé- 
B,  et  ceux  que  nous  Tenons  d'établir  snr  les  limites ,  ont 
lit  les  géomètres  k  des  oonséquonces  très  importantes. 

].  Première  conséquence.  T\>utê  iqUaHon  d$  degré  impair 
les  coei&ciens  sdntréels^a  am  moine  unit  racine  réelle  de 
cofitraire  à  son  dernier  terme. 

effet,  soit  x"  +  Px*»-'  +. , .  .+Tx  ±:U= o ,  Péquatlon 
>sée  ;  et  considérons  d'abord  le  cas  ob  le  dernier  terme  est 

if. 

l'on  fait  X  =  o  dans  l'équation ,  le  premier  membre  se  ré* 
il— *>U.  D'un  autre  côté,  substituons  k  la  place  de  x^ 
I ,  ou  (n^  32i)  le  plus  grand  coefficient  de  l'équation ,  aug- 
è  de  Tunité  *,  comme ,  par  cette  substitution ,  le  premier 
i  x",  est  à  lui  seul  plus  grand  que  la  somme  arithmétique 
us  les  autres  termes ,  il  s'ensuit  que  le  résultat  de  la  8ubsti« 
1  est  positif;  donc^  en  vertu  du  principe  (n*  iiS),  il  y  a 
oins  une  racine  comprise  entre  o  etlL  +  i^  laquelle  racine 
ositive,  et  par  conséquent  de  [signe  contraire  au  dernier 

pposons  actuellement  le  dernier  terme  positif 

faisant  toujours  x=o,  on  trouve  pour  résultat +  U; 
en  mettant  pour  x ,  -^  (K  +  >)  >  <»^  obtiendra  un  résultat 
tairement  négatif  puisque  le  premier  terme  x"*  devient 
if  par  cette  substitution,  et  donne  son  signe  à  toute  l'ex* 
ion  ;  donc  l'équation  a  au  moins  une  racine  comprise  entre 
'—  (  K  -il  i)  7  c'est  àwdire  négative  ou  de  signe  contraire  au 
er  terme. 

»nde  conséquence.  Toute  équation  de  degré  pair^  à  coeffi- 
réels  ,  dont  le  dernier  terme  est  négatif  a  au  moins  deux 
es  réelles j  l'une  positlt^e  et  Vautre  négative. 
efiët ,  soit  —  U  son  dernier  terme  ;  en  faisant  x=  o ,  on 
e  pour   résultat — U.   Substituons  ensuite,  soit  K.+  1» 
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soit  —  (  K  +  i) ,  K  étant  toujours  (n®  32i)  le  plus  grand  coef- 
ficient de  l'équation  :  comme  m  est  pair,  le  premier  terme  x" 
restera  positif;  d'ailleurs  il  devient  plus  grand,  par  ces  substi- 
tutions, que  Ja  somme  de  tous  les  autres;  donc  le^  résultats 
des  deux  substitutions  sont  l'un  et  l'autre  positi/sj  ou  de  signe 
contraire  à  celui  que  donne  l'hypotbèse  x=oî  ainsi  l'équa- 
tion a  au  moins  deux  racines  réelles^  l'une  comprise  entre  o  et 
K  -f-  I  youpositipâj  et  l'autre  comprise  entre  o  et  —  (K  •+-  i),oa 
négatii^e, 

JV.  B.  On  ne  peut  rien  conclure  pour  toute  équation  de 
degré  pair  dont  le  dernier  terme  est  positif;  et  même  il  eit 
aisé  de  former  des  équations  qui  n'aient  que  des  racines  ima- 
ginaires; il  suffit,  pour  cela,  de  multiplier  entre  eux.  pla- 
sieiirs  trinômes  du  second  degré  qui ,  égalés  séparément  à  o, 
ne  donneraient  que  des  racines  imaginaires;  il  est  clair  que 
l'équation  ainsi  formée  n'aurait  elle-même  que  dea  racinet 
imaginaires, 

liemanjue  sur  les  deux  conséquences  précédentes.  En  rappNH 
cbant  CCS  conséquences ,  de  la  proposition  (n°  aSo)  que  tenta 
équation  a  au  moins  une  racine,  on  voit  que  cette  propoaitioa 
hypothétique  se  trouve  maintenant  démontrée  pour  la  plupart 
des  équations;  d'ailleurs,  les  démonstrations  des  conséquences 
ci-dessus  sont  fondées  sur  le  principe  du  n°  3i8  et  sur  celui  do 
n°32i,  qui  sont  tout-à-fait  indépcndans  de  la  théorie  établie 
dans  le  septième  chapitre. 

828.  Troisième  conséquence.  Si  une  équation^  dont  les  coeifi- 
ciens  sont  réels,  renferme  des  racines  imaginaires ^  ces  racines 
ne  peuvent  être  quen  nombre  pair. 

En  effet,  concevons  que  l'on  ait  divisé  le  premier  membre  de 
la  proposée  par  tous  les  facteurs  simples  qui  correspondent  aux 
racines  réelles;  l(;  polynôme  quotient  que  l'on  obtiendra,  aura 
ses  coeflicicns  réels  (d'après  la  loi  de  formation  n"  253)  5  de  [Jlus, 
il  doit  être  de  degré  pair;  car,  s'il  ûlait  de  degré  impair,  on  l'é- 
galerait à  zéro,  et  l'équation  résultante  aurait  encore  (n*  827) 
au  moins  une  racine  réelle,  ce  qui  serait  contre  la  nature  de 
cette  équation 
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Hemarquê,  Le  polynôme  quotient  dont  nous  venons  di.' 
parler ,  jouit  d'ailleurs  d'une  propriété  caractéristique  ,  c'est- 
à-dire  appartenant  exclusivement  aux  équations  qui  n'ont 
que  des  racines  imaginaires ,  c'est  de  rester  constamment  po~ 
sitifj  quelque  valeur  réelle  que  l*ony  mette  à  la  place  de  x. 

En  effet  y  s'il  pouvait  devenir  négatif ,  comme  on  obtiendrait 
aussi  un  résultat  positif ,  en  substituant  pour  x  ^  K  -(-  i  ou  le 
plus  grand  coeflicient  augmenté  de  l'unité,  il  s'ensuivrait  que 
ce  polynôme  égalé  à  téro,  aurait  au  moins  une  racine  réelle 
comprise  entre  K  -f-  ^  et  le  nombre  qui  aurait  donné  un  ré- 
tallat  négatif. 

Il  suit  encore  de  \k ,  que  le  dernier  terme  de  ce  polynôme 
doit  être  positifs  puisque  autrement ,  x=^o  donnerait  un  résultat 
négatif. 

Nous  démontrerons,  dans  le  neuvième  chapitre,  que  non- 
seulement  les  racines  imaginaires  sont  en  nombre  pair  dans 
toute  équation,  mais  encore  qu'elles  s'y  trouvent  par  couples j 
et  qu*elles  sont  de  la  forme  a  rt:  b  ^Z —  i ,  c'est-à-dire  de 
la  forme  des  racines  imaginaires  d'une  équation  du  second 
degré. 

32g.  Quatrième  conséquence.  Toutes  les  fois  que  le  dernier 
terme  d'une  équation  est  positif  le  nombre  des  racines  réelles 
positives  de  V équation  est  pair;  et  toutes  les  fois  qu'il  est 
négatif  le  nombre  des  racines  réelles  positives  est  impair, 

£n  eflet,  supposons  d'abord  que  le  dernier  terme  soit  +  Uy 
ou  positif  Comme  en  faisant  j:=o,  on  a  pour  rcsullat  +  U, 
et  qu'eu  faisant  x==K-f-i,  on  a  aussi  uu  résultat  positif, 
il  s'ensuit  que  o  et  K+i  donnent  deux  résultats  de  même 
signe ^  et  par  conséquent  (n°  3 19),  que  le  nombre  des  ra- 
cines réelles  qii'iLs  comprennent  est  nul  ou  un  nombre  pair 
quelconque. 

Si,  au  contraire,  le  dornînr  terme  est  — U,  alors  o  et  K+  » 
donnent  deux  résultats  de  signes  contraires  et  comprennent 
par  conséquent  une  seule  racine  ou  un  nombre  impair  quel- 
conque de  racines  réelles. 

La  réciproque  de  celte  proposition  est  évidente. 
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33o.  Rèolb  des  8IGHZ8  DB  DsscARTEs.  Voici  Une  rëgle  qa 
fait  connaître  /#  pliu  grand  nombre  e(e  racines  poeiUt^eg  ei  l 
plus  grand  nombre  de  racines  nègaUçes  qu'une  équation  nmiié 
rique  peut  renfermer  : 

Une  équation  d^un  degré  quelconque  ne  peut  atfoir  plus  d 
racines  positives  que  de  tabiationa  de  signes  j  ni  un  nombn 
de  racines  négatives  plus  grand  que  celui  des  fehmanxncss. 

La  proposition  serait  évidemment  démontrée,  si  Ton  pcMi< 
vait  faire  voir  que  la  multiplication  du  premier  membre  d'un 
équation  par  un  facteur  x^^a^  correspondant  à  une  racin 
positit^'ej  introduit  au  uoiks  uvb  variation  de  plus,  et  qn 
la  multiplication  par  un  facteur  x-^a,  introduit  au  mdik 

UMB  FERBiANSNCE  de  pluS. 

Soit  donc  l'équation 
x«d=A*"-'dzB*~-*dbGi?«-3H: dzT*rtU=ro, 

dans  laquelle  les  signes 'se  succèdent  d'une  manière  quelconque 
on  a,  en  multipliant  par  x — a, 


*»+'±A 

*»±:B 

x°-'±C 

«■"-•i.. 

..±:U        X 

— a 

rpAa 

zjLba 

q:Ta      ipUo, 

Les  coeflîciens  qui,  dans  ce  produit,  forment  la  premifai 
ligne  horizontale,  sont  ceux  de  la  proposée,  pris  avec  b 
même  signe;  et  les coefficicns  de  la  seconde  ligne  sont  formé 
de  ceux  de  la  première ,  multipliés  par  a  ,  mais  pris  avec  ai 
signe  contraire  et  avancés  d'un  rang  vers  la  droite. 

Cela  posé,  tant  que  chaque  coelFicicnt  de  la  ligne  supé- 
rieure sera  plus  grand  que  celui  qui  lui  correspond  dans  II 
ligne  inférieure ,  il  déterminera  le  signe  du  cœiEcîent  total; 
ainsi,  dans  ce  cas,  il  y  aura  ,  depuis  le  premier  terme  jusqu'i 
l'a vant-der nier  inclusivement,  les  mêmes  variations  et  la 
mêmes  permanences  que  dans  la  proposée  ;  mais  le  demiei 
ternie  z^  Va  ayant  un  signe  contraire  à  celui  du  coefficieni 
supérieur  de  l'avant- dernier,  il  existera  nécessairement,  au 
produit,  une  nouvelle  variation  que  la  proposée  n'avait  pas. 
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iSt  un  coefEcient  inférieur  est  de  signe  contraire  à  son  cor- 
respondant supérieur^  et  est  plus  grand  que  lui  ^  il  y  a  néces* 
sa i rement  une  permanence  qui  se  change  en   une  variation; 
car  le  signe  du  terme  dans  lequel  cela  arrive ,  étant  le  même 
que  celui  du  coefficient  inférieur,  est  contraire  au  signe  du 
terme  précédent ,  qu'on  a  supposé  le  même  que  celui  de  son 
coefficient  supérieur.  On  voit  donc  que,  chaque  fois  qu'on 
descend  de  la  ligne  supérieure  dans  la  ligne  inférieure,  pour 
déterminer  le  signe,  il  j  a  tme  variation  qui  ne  se  trouve  pas 
dans  la  proposée;  et  si,  après  ce  passage,  on  reste  toujours 
dans  la  ligne  inférieure,  on  retrouve  les  mêmes  variations  et 
les  mêmes  permanences  que  dans  la  proposée,  puisque  les 
coefficiens  de  cette  ligne  sont  tous  de  signes  contraires  k  ceu;L 
des  coefficiens  primitifs.  Quand  on  remonte  de  la  ligne  infé- 
rieure à  la  ligne  supérieure ,  il  peut  en  résulter  indifféremment 
une  variation  ou  une  permanence.  Or,  en  supposant  même  que 
ce  passage  produisît  dans  tous  les  cas  une  permanence ,  comme 
le  dernier  terme  rpUa  fait  partie  de  la  seconde  ligne,  il  faudrait 
toujours  revenir  une  fois  de  plus  dans  cette  ligne  que  dans  la 
première.  Donc  la  nouvelle  équation  doil  aifoir  au  moins  une 
variation  dt  plus  que  la  proposée  ;  et  il  en  serait  de  même  à 
chaque  racine  positive  qu'on  introduirait. 

On  démontrerait  d'une  manière  absolument  analogue,  que 
la  multiplication  par  un  facteur  T+a^  correspondant  à  une 
racine  négative ,  introduirait  au  moins  une  permanence  déplus* 
Donc,  dans  toute  équation,  le  nombre  des  racines  posiiiifes  ne 
saurait  surpassser  celui  des  variations  de  signe  et  le  nombre  des 
racines  négatives  ^  celui  des  fermakencjbs. 

33 1 .  GoNsiQUENCE.  Toutes  les  fois  qu'une  équation  n'a  que  des 
racines  réelles,  le  nombre  des  racines  positii^s  est  égal  au  nombre 
total  des  variations,  et  le  nombre  des  racines  négatives  au  nombre 
total  des  permanences. 

En  effet ,  soient  m  le  degré  de  l'équation ,  n  le  nombre  des  va- 
riations de  signe  qu'elle  renferme,  />  le  nombre  des  permanences  ; 
on  a  nécessairement  m=^n+p.  Soient  d'ailleurs  n  le  nombre 
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des  racines  positires,  et  ff  le  nombre  des  racines  négatives;  ou 
a  encore  m^=,n  +p'  \  d'o&  l'on  déduit 

n+p  =  rh  +p\ 

Or,  on  vient  de  voir  que  n  ne  peut  être  >/»,  et  p'  ne  peut 
être  >"p;  donc  il  faut  que  Pon  ait   n'  =znj    et  p'=P' 

332.  Remarque.  Lorsqu'une  équation  manque  de  quelques 
termes,  on  peut  souvent ,  aumojen  de  la  règle  précédente,  re- 
connaître la  présence  de  racines  imaginaires. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

x^  +px  +  y  =S  o , 

peiç  étant  essentiellement  positifs;  rétablissons  le  terme  qui 
manque ,  en  l'affectant  du  coefficient  di  o  ;  il  vient 

or'it:  o.x^+px  +  q^sio. 

lEn  n'ayant  égard  qu'aux  signes  supérieurs,  on  ne  voit  que  des 
permanences,  tandis  que  le  signe  inférieur  donne  deux  varia- 
tions. Cela  prouve  que  l'équation  a  des  racines  imaginaires;  car 
si  elles  étaient  toutes  trois  réelles,  il  faudrait,  en  vertu  du  signe 
supérieur,  qu'elles  fussent  toutes  trois  négatives,  et,  en  vertu 
dn  signe  inférieur,  qu'il  y  en  eût  deux  positives  et  une  négative, 
résultais  contradictoires. 

On  ne  peut  rien  conclure  si  l'équation  est  de  la  forme 
x^  —  px  4-5^  =  0; 
car  rétablissons  le  terme  zt.o,x^\  il  vient 
c[?±  o.x* — p^  +  qi 
équation  qui  présente  une  permanence  et  deux  variations ,  soit 
que  l'on  prenne  le  signe  supérieur,  soit  que  Ton  prenne  le  signe 
inférieur.  Ainsi ,  cette  équation  peut  avoir  ses  trois  racines 
réelles,  savoir,  deux  positives  et  une  négative;  ou  bien,  elle  a 
deux  racines  imaginaires  et  une  négative,  puisque  son  dernier 
terme  est  positif  (n**  329).  (*) 

(^)  M.  Rudant  de  Boi>latircnt,  dans  la  dernière  édition  de  son  onvrage 
intitule  ,  Nouvelle  mtihode  pour  la  résolution  des  équations  numériques, 
^'tablit  plusieurs  tlicorcmcs  faisant  suite  h  la  tèglc  de  Dcicartcs,  et  qui  sont 
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Passons  actuellement  k  l'exposition  detdÎTerses  méthodes  de 
la  résolution  des  équations  numériques. 

§  IL  Recherche  des  Racines  commensurables  des 
équations  îtumériques. 

333.  Les  racines  réelles  commensurables  doivent  être  l'objet 
d^  premières  recherches.  G»  racines  peavent  être  eniièrtê  ou 
fractionnaires. 

Observons  d'abord  que  toute  équation  dont  le  premier  terme 
a  pour  coefficient  t unité  ^  et  dont  tous  les  autrêk  coejfficiêns  sont 
des  nombres  entiers  j  ne  peut  ai'oir  pour  racines  commensUrablés 
que  des  nombres  entiers. 

En  effet ,  soit  l'équation 

dans  laquelle  P^  Q. . . .  T,  U^  sont  des  nombres  entiers,  et  sup- 
posons qu'elle  puisse  avoir  pour  racine  un  nombre  fractionnaire 

oommensiurable  tel  que  7',  il  vient  ^  par  la  substitution, 

d'où,  multipliant  toute  l'équation  par  Z»*"''  et  transposant, 

^  es—  Ptt*"-»  —  Qc"-»ft  — —  Taft"»-*  ^  Ui""- »; 

mais  le  second  membre  de  cette  égalité  se  compote  d^ODe  su itcf 
de  nombres  entiers,  tandis  que  le  premier  membre  lestèBsen-^ 
ticllement  fractionnaire ,  car  a  d  b  pouvant  toujours  être  sup- 
)M)sés  premiers  entre  eux,  il  en  est  de  même  (  Arith. ,  n*  1^4  ) 
de  à"  et  &;  donc  cette  égalité  ne  saurait  exister. 

Afnsi,  il  est  impossible  qu'aucun  nombre  fraotionnaire  com- 
mensnrable  satisfasse  à  l'équation.  Or ,  on  a  vu  (  n|*  280  ) 

propres  \  faire  reconiialirc  Pabsense  de  racines  réelles  dans  une  équation 
donnée. 
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Cbmment ,  étant  donnée  une  équation  dont  les  coefficîens  sont 
rationnels  9  mais  fractionnaires ,  on  peut  la  transformer  en  une 
autre  dont  les  coefEciens  soient  entiers,  son  premier  terme 
conservant  d'ailleurs  l'unité  pour  coefficient.  Donc  la  re- 
cherohe  des  racines  commenaurabîes  (  entières  ou  fraction- 
nairei  )  d'une  équaUon^  peut  toujours  être  ramenée  à  nue 
simple  recherche  de  racines  entières. 

334*  Cela  posé,  reprenons  l'équation  générale 

x"4-Px«-'  + . . . .  +  Ra;^  +  Sx*  +  Tx  +  U=  o. 

(Pour  Vexposition  de  la  méthode,  il  faut  nécessairement  écrire 
les  quatre  ou  cinq  derniers  termes.  ) 

Désignons  par  a  un  nombre  entier ,  positif  ou  n^tif  ^  qui  doit 
vérifier  l'équation ,  et  cherchons  à  quelles  conditions  il  doit  sa- 
tisfaire pour  être  reconnu  j-acine. 

Si  a  est  racine^  on  doit  avoir  Tégalité 

a-  +  Pa«-V^+.,,..  +  fia3  +  Sa*+Ta  +  U  =  o....(i); 

ainsi  y  en  remplaçant  a  par  tous  les  nombres  entiers  positifs  ou 
négatifs^  depuis  i  et  —  i  jusqu'aux,  limites  +  L  et — 1/  (n®  325) 
des  racines  positives  et  négatives,  ceux  qui  vérifieraient  l'éga- 
lité ci-desâus  seraient  reconnus  racines.  Mais  on  conçoit  com- 
bien ces  essais  seraient  longs  et  pénibles;  on  a  donc  cherché 
à  déduire  de  l'égalité  (i),  qui  est  une  condition  nécessaire  et 
sii^£aante  ^T  d'autrca  conditions  équivalentes  et  plus  simples  à 
vérifier. 

Transposent  tous  les  termes ,  excepté  le  dernier,  et  divisonf 
par  a  ;  l'égalité  (1)  peut  être  mise  sous  la  forme 

^  =  — a~-'  — Pa«-'— ....— Ra«— Sa  — T....  (2)j 

or ,  le  second  membre  de  cette  nouvelle  égalité  est  un  nombre 
^ntter;  donc  il  faut  que  —  soit  un  nombre  entier;  ainsi ^  dt'jà 

les  moines  entières  de  l'équation  sont  comprises  parmi  les  di$'i' 
êeurs  du  dernier  ternie. 
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TrâmpoMns  actueUement  dans  Fégalité  (%)  le  terme  — T, 
et  dÎTÎflOiis  par  a  ;  il  vient ,  en  poiAit  pour  plus  de  simplicité , 

T 

—  =  _a"— —  Pa--'....  — Ra-S..,.    (3); 

le  second  membre  de  réalité  (3)  est  un  nombre  entier;  donc 

T                                                     U 
il  faut  que —  ,  ou  le  quotient  de  la  division  de f-Tpora^  ffo/< 

un  nombre  entier. 

Transposons  de  nouveau  le  terme  —  S ,  et  divisons  par  a  ; 

il  vient,  en  posant î. . .. |-S=cS', 

^  =  _a— '-Pa«-t- -R....    (4)i 

k  second  membre  de  cette  égalité  est  un  nombre  entier;  donc 

il  faut  que  — ,  ou  /!ff  quotient  de  la  diifiaion  de 1-  S  par  b^  eoU 

un  nombre  entier. 

.  En  continuant  ainsi  de  transposer  dans  le  premier  membre 

tqos  les  termes  du  seconde  on  parviendra ,  après  la  m-*-  i''*' 

transformation ,  à  une  égalité  de  la  forme  —  =  —  a  —  P. 
Transposant  enfm  lé  terme  —  P,  divisant  par  a^  ....... . 

et  posant ....,,,.  Ç.+Ps^P',  . 

F  F  ,  '    '-         . 

on  trouve  —  =  — i»     ou     — -t-i.s=o. 

a  a    * 

Cette  égalité  y  qui  n'est  d'ailleurs  qur'imie  transformée  de 
Fégalité  (i),  est  la  dernière  condition  à  laquelle  il  faut 
et  il  êuffit  que  le  nombre  entier  a  satisfasse  pour  être  reconnu 
racine. 

En  rapprochant  les  conditions  précédâtes ,  on  peut  conclure 
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que  pdOr  qu'un  nombve entier  a,  positif  on  négatif ,  soit  racine 
cle  Téqnation  piH>po8ée,  il  faut 

Que  le  quûUent  du  dernier  terme  dU^isèjyar  a  soit  entier; 

Qu'en  ajoutant  à  ce  quotient  le  coefiBcient  de  a:'  (pris 
avec  son  signe),  le  quotient  de  cette  somme  dipisie  par  a 
soit  entier  ; 

Qu'en  ajoutant  à  ce  nouveau  quotient  le  coefficient  dex^,  le 
quotient  de  cette  nouçeUe  somme  par  a  soit  entier;  et  ainsi  de 
suite '^ 

Qu'enfin ,  si  I'od  ajoute  le  coefficient  du  second  terme  de  Pé» 
quation,  ou  de  x'*''S  au  quotient  précédent,  le  quotient  de  la 
uoi^pel/e  somme  divisée  par  a ,  soit  entier  et  égal  d  -*i  ;  ou  bien 
encore  ^  que  le  résui^t  de  l'addition  de  l'unité  ou  du  coefficient 
de  li^  au  quotient  précédent^  soit  égala  o. 

Tout  nombre  qui  satisfera  h  ces  épreuves  réunies  sera  racine, 
et  ceux  qui  n'y  satisferont  pas  defront  être  rejetés. 

Afin  de  déterminer  à  la  fois  toutes  les  racines  entiëret  d'one 
équation,  voici  la  marche  qu'il  convient  de  suivre. 

Après  avoir  déterminé  tous  les  diviseurs  du  dernier  terme 
(Arîtli. ,  n**  1^6)^  on  écrit  sur  une  même  ligne  horÎMonUdej  et 
tant  avec  le  signe  +  qu'avec  le  signe  ^^^  les  diviseurs  comT- 
pris  entre  les  limites  +  L  */  —  L'y  puis^  aurdessous  de  ces 
diviseurs  j  on  écrit  les  quotisns  dit  dernier  terme  par  chacun 
d'eux. 

On  ajoute  ensuite  à  cliacun  des  quotitns  le  coefficient  de  i}j 
ce  qui  donne  des  sommes  que  l'on  place  aurdessous  des^uotiens 
qui  leur  correspondent;  puis  on  divise  ces  nouvelles  sommes  par 
chacun  des  diviseurs,  ce  qui  donne  des  quo tiens  que  l'on  écrit 
au-dessous  des  nommes  correspondantes  (  on  a  le  soin  de  rejeter 
les  quoliens  fractionnaires  et  les  diviseurs  qui  ont  donné  ces 
quotiens);  et  ainsi  de  suite. 

Observons  en  outre  que ,  si  quelques  termes  manquent  dan% 
l'équation-  ])articu1ière  proposée,  jl  faut  en  tenir  compte,  en 
regardant  chacun  de  leurs  cocfficiens  comme  égal  k  o. 

Enfin ,  il  est  inutile  d*applîquer  la  méthode  aux  diviseurs  +  i 
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et  —  I ,  parce  que  leur  substitution  claiis  l'équation  réduit  le 
premier  membre  à  la  série  des  coefficienS)  et  il  est  facile  de  s'as- 
surer directement  si  ces  deux  nombres  satisfont  ou  ne  satisfont 
pas  à  l'équalion. 

Soit^  pour  premier  exemple,  l'équation 

X*  —  a^ — i3x*+ i6x-^  4^=so. 

La  limite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  ciiuation 
est  1 3  -f- 1  ou  1 4*  [On  ne  considère  pas  ici  le  coefliclent  48, 
parce  que  les  deux  derniers  termes  revenant  k  16 (r  —  3),  dès 
que  l'on  fait  a:  ^  3,  cette  partie  est  essentiellement  positive} 

On  trouverait  d'ailleurs  (n**  3?.5)  pour  la  limite  supérieure 
des  racines  négatives,  —  (i  + 1^48)»  ou  —  8. 

Cela  posé^  les  diviseurs  de  4^  jusqu'à  14  sont  i ,  a,  3,  4»  ^' 
8^  12;  d'ailleurs,  aucun  des  deux  nombres  +ii  — ^^  ^ 
satisfait  à  l'équation ,  car  le  coefficient  —  4^  ^1^  ^  ^^^  ^^^^  *^"~ 
mérîqueiiient  plus  grand  que  tous  les  autres  réunis;  ainsi, 
l'on  ne  doit  soumettre  aux  épreuves  que  les  diviseurs  pogiUfs 
compris  depuis  a  jusqu'à  la,  et  lesdiuiseurt  négatifs  compris 
depuis  —  a  jusqu'à  —  6. 

Voici  le  tableau  des  calculs ,  d'aprfes  la  marche  indiquée  : 


la,      8,     6 

—  4,-6,-8 
+  12, +10, +8 

+     «f       »,     » 

—  la,       »,     » 

—  I,       »,     » 

—  a,      »,     » 

j»,       »,     » 


4>  3,  a, —  a,—  3,—  4» —  6 
— la,— 16,— a4,+a4,+i6,+ia,+  8 
+  4,  o,—  8,+4o,4-3a,+28,+a4 
+  I,  o,— 4,— ao,  »,—  7,— 4 
—12, — 13, — 17, — 33,       », — ao, — 17 

—  3,       »,       »,       )i,       »>+  5,       » 

—  4,      »,      »,      »,      »,+  4,      » 

—  1»       »,       »,       »f       »»—  ii       » 


La  première  ligne  est  celle  des  diviseurs;  la  secondej  celle 
des  quotiens  de  la  division  du  dernier  terme,  —  48 >  P^r  cha- 
cun des  diviseurs. 

La  troisième  est  la  ligne  des  quotiens  que  l'on  vient  d'obte- 
nir, augmentés  du  coefficient  -f- 16  de  la  proposée,  et  la  qua- 
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irièmê  celle  des  quotiens  de  œi  sommes  dWisées  par  chacun  des 
diyisenrs;  cette  seconde  condition  exclut  d'abord  les  dîrîseurs 
+  8, +6  et —S. 

La  cinquième  est  la  ligne  des  Retiens  précédens  augmentes 
djM  coe£Bcient  — 13  de  la  proposée,  et  la  êixième  celle  des 
qootiens  des  nouvelles  sommes  par  chacun  des  diTÎseurs;  cette 
troisième  condition  exclut  les  nouTeaux  diviseurs  3 ,  a ,  —  2 
et  —  6. 

Enfin ,  la  septième  est  la  ligne  des  troisièmes  quotiens  »  aug- 
mentés du  coefficient  —  i  de  la  proposée  y  et  la  huitième 
celle  des  x|uotiens  des  dernières  sommes  par  chacun  des  di- 
viseurs. II  n'y  a  que  les  diviseurs  +  4  ®^  ~*  4  4"^  donnent 
—  1  y  donc  +^  et  —  4  ^^^^  1^  seules  racines  entières  de  la 
proposée. 

En  eflety  si  Ton  divise  x^ —  r'—  i3x*-|-  i6x  —  48,  par  le 
produit  (x  — 4)  (^  +  4)>  ^"  X*  —  i6,  il  vient  pour  quotient, 
X*  —  X  -H  3 ,  polynôme  qui ,  égalé  à  zéro ,  donne 

X  =  -dz-K — II  : 

a      a  ' 

ainsi  les  quatre  racines  sont  4>  —4  ^^  *"  ^-V^— n. 

335.  Remarque.  Comme  dans  les  applications  de  la  mé- 
thode,  on  peut  commettre  quelques  erreurs  d'addition  ou  de 
division  y  et  laisser  ainsi  échapper  quelques  racines,  il  est  con- 
venablcy  après  avoir  divisé  le  premier  membre  de  la  proposée 
par  chacun  des  facteurs  du  premier  degré  y  correspondant  aux 
racines  déjà  obtenues  y  il  est  convenable  y  dis  -je,  d*appliquer  de 
nouveau  la  méthode  à  Inéquation  résultante ^  qui  est  d'un  d^ré 
plus  simple  y  et  dont  les  coeiliciens  sont  aussi  plus  simples  que 
ceux  de  la  proposée. 

II  y  a  même  une  circonstance  où  cette  équation  résultante 
peut  encore  renfermer  des  racines  commensurables ,  sans  que 
l'on  ait  commis  aucune  erreur  ;  c'est  lorsque  la  proposée  ren- 
ferme des  racines  égales  commensurables.  Com\ne  la  méthode 
des  racines  égales  est  plus  compliquée  que  celle  des  racines 
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commensurables ,  il  faut  toujours,  une  équation  numérique 
étant  donnée,  commencer  par  la  soumettre  à  la  méthode  des 
racines  commensurables.  Or,  ceite  méthode  suffit  bien  pour 
obtenir  les  racines  di£Pérentes,  mais  elle  n'iadiqne  pas  si  nna 
même  racine  n'entre  qu'une  fois,  on  se  trouve  plusieurs  fois 
dans  la  proposée.  On  peut  s'en  assurer  de  deux  manières,  ou 
bUn,  en  soumettant  de  nouveau  à  la  méthode  l'équation  qui 
résulte  de  la  suppression  des  racines  déjà  mises  en  évidence  ; 
OIS  bierij  en  essayant  la  division  du  premier  membre  dé  cette 
équation  par  les  facteurs  du  premier  degré  qui  correspondent 
aux  racines  trouvées. 

Soity  par  eiemple,  l'équation 

'   x* — i3x*+67x' — i7ix*-|-2>6x— io8  =  o. 

La  limite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  équation 
est  y  d'aprës  la  décomposition  (n®  ZtS)  ,  i3  +  i  >  ou  i4  ;  elle  n'a 
pas  de  racines  négatives ,  puisque  l'équâtion  ne  renferma  que 
des  variations  de  signe  (n**  3a6). 

Les  diviseurs  de  io8,  au-dessous  de  i4  >  sont 

»>  *!  3,  4,  6,  9,  la; 

f  aiHeors  + 1  ne  saiisfisit  pas  à  l'équatbn ,  car  il  vient,  pouf 
r<niltat  de  la  substitutioÀ,— -8;  sAnsi^  a,  3,  4»  ^9  9»  ^^j  ^^^^ 
les  seuls  nombres  à  soumettre  aux  épreuves. 


12 

—      9 
+  ao7 


6,  4i  3,  a 

—    12,  —    i8,  —    27,  —    36,-54 
+  ao4,  ;f  198,  +  189,  +  180,  +  ïCa 


9v 


+  33, 

—  i38, 

-  23, 

+  44, 


» 


»  +.  60»  +. 

,*  —  III,.— 

I  —  87,  — 

,  +  3o.  + 

j  +  10,  + 

,  -  3,  - 

.  —  I.  — 


81. 

9» 
45 

22 
II 

2 

I. 
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•  On  Toîty  par  rappHcation  de  la  méthode ,  que  3  et  a  sont  nn 
cinef  de  la  proposée. 

Effectuant  la  division  du  premier  membre  de  cette  équation 
par  (*— 3)  (x— a),ou  «*— 5«  +  6,  on  trouve  pour  quotient , 

jp—Sx^+nïx — i8  =  o, 

3,  2, 

—  6,  —  9 
+  i5,  +  la 
+    5,  +    6 

—  3,  -    a 

—  I,  —     I.  ,  • 

En  appliquant  de  nouveau  la  méthode ,  on  reconnais  que 
«f-  3  et  +  2  sont  encore  racines  de  Péquation 

:r3— ac»+2i*  — i8  =  o. 

Divisant  celle-ci  par  x* — 5x  +  6y  on  obtient  pour  quotient 
X  —  3  =  o  9  d'où  X  =  3  ;  ainsi  la  proposée  peut  se  motti*e  sous 
la  forme      (x  —  3)^  (x  —  2)»  =  o. 

336.  Lorsque  le  nombre  des  diviseurs  du  dernier  terme ,  qui 
se  trouvent  compris  entre  les  deux  limites  +  L  et  —  L^  est 
très  grand ,  on  peut  restreindre  le  nombre  de  ceux  susoeptiblei 
d*étre  soumis  aux  épreuves  de  la  méthode  précédente,  par  une 
règle  d'un  usage  facile. 

Soit  l'équation  x"  +  Px«-  +  Q*"-»+...+  T*  +  U=o, 

dans  laquelle  nous  supposons  toujours  que  les  coeffîciens  soient 
entiers. 

On  sait  que,  a  étant  racine  de  cette  équation,  son  premier 
membre  est  divisible  par  x  —  a  ;  ainsi  l'on  a  l'identité 

P',  Q'..,  T,  V  sont,  d'après  la^loi  de  formation  du  n*  a53,  des 
nombres  entiers  aussi^bien^que  a,  F,  Q....,  T,  U.  Cela  posé, 
comme  l'équation  précédente  doit  se  vérifier,  quel  que  soit  x^ 
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faisons  x  ss  i  {  il  vient 

1  +P  +Q+...+  T+U  =  (i  -a)(l  +F  +„.+r+U'), 

I  —a 

le  secoud  memhre  de  œtte  égalité  est  un  nombre  entier,  donc  il 
doit  en  être  de  même  da  premier  membre^  ainsi  a  étant  on  nombre 
entielr  positif  ou  négatif,  ne  peut  être  racine  j  qu'autant  que 
I  —  a  dipiêe  le  rivdtat  de  la  subaiitution  de  +  i  daifê  la 
prcpoêée. 

On  prouverait  dç  même ,  en  faisant  x  es  —  i ,  que  —  i  —  a 
doit  dipieer  le  résultat  de  la  substUfition  d#  —  i j  d'où  résulte 
lar^lesuiyante:  i, 

Substitue*  succêssiifement  -f-  i  et  — -  i  dans  la  proposée  j  et 
dérignes  par  M  et  M' les  yaleurs  numériques  des  résultats  de 
oetle  double  substitution.  , 

(  Si  l'un  des  résultats  ^it  o,  auquel  cas  -f- 1  ou  —  i  serait 
radne ,  il  faudrait  commencer  par  supprimer  cette  racine  dans 
la-^proposée,  arant  d'appliquer  la  rëgle.  ) 

j  ^  Tout  diviseur  positif  du  dernier  terme  qui^  diminué  de  i^ 
ne  dkfisepas  M^et  qui,  augmenté  de  ij'ne  divise  pas  Vfj  doit 
ttrm  rejeté. 

9^  Tout  dMfiseur  négatif  dont  la  valeur  numérique  j  aug" 
mentiê  de  i^ne  dipise  pas  M,  et  diminuée  de  ij  ne  dipise  pas 
jr^  doit  être  rejeté. 

Afin  de  mettre  plus  fiacilement  en  éridence  ces  deux  carac- 
tères d'exclusion  I  on  peut  décomposer  d'abord  les  deux  réaul- 
tata  M  et  M' dans  leurs  diTiseurs  Çdrith.^  n°  i4^)* 

Soit,  pour  exemple,  proposé  de  déterminer  les  racines  com- 

mensorables  de  l'équation   x^— 5r^— 372:*-|-a57a>-»36os=o. 
La  limite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  équation  est 

X  —  -g-J  ; 


5o6  METHODE 

la  limite  supérieure  des  négatives  est  —  (i  4"  V^36o)  où  —  lo. 
Les  diviseurs  de  36o^  que  l'on  doit  soumettre  aux  épreuves  de 
la  méthode  du  n*^  334  ^  ^^^  ^^^^ 

1,  a,  3,  4,  5,  6,  8,  9,  lo,  la,  i5,  i8,  20,  !i4,  3o,  36, 
et— I,— a^— 3,— 4,— 5,— 6,— 8,— 9,— io,  —  ia,— 15,— i8j 

le  résultat  de  la  substitution  de  -f- 1  dans  la  proposée  est  y  en 
faisant  abstraction  du  signe,  i44  ^^  a^.3*;  le  résultat  de  U 
substitution  de  -^  i  est  648  ou  a^ .  3^* 

Cela  posé,  passons  d'abord  en  revue  les  diviseurs  positifs,  k 
partir  de  36  qui  est  le  plus  grand. 

36 -*  I  ou  35=  7  X  5,  ne  divise  pas  i44»  ^^i  est  égal  à 
a^.3*;  ainsi  36  doit  être  rejqté. 

On  rejettera ,  par  la  même  raison,  3o,  a4,  ao^  18,  i5,  la. 

10  —  I  ou  9  divise  i44;  ™^>^  10  +  i  ou  11  ne  divise  pas 
648,  qui  est  égal  a  a^«3^;  ainsi  10  doit  être  rejeté. 

On  reconnaîtra  encore  que  9,8,6,4  doivent  être  rejetés; 
c'est-à-dire  que  les  seuk  diyiseurs  positifs  qui  satisfont  k  la 
règle ,  sont  5 ,  3  et  2. 

Quant  aux  diviseurs  négatifs,  18-f-i  ou  19,  ne  divise  pas 
i44>  AÎQSÎ  —  >8  <^oi^  ^^re  rejeté. 

i5  +  I  ou  16  divise  i44;  ^^^^  i5  —  i  ou  i4  ne  divise  pas 
648;  donc —  i5  doit  être  rejeté. 

On  reconnaîtrait  pareillem At  que — 1 2, — 1 0,-9, — 8^ — 6,-4 
doivent  être  rejetés.  Ainsi,  l'on  ne  doit  soumettre  aux  épreuves 
de  la  méthode  du  n®  334,  ^"e  les  diviseurs —  5",  —  3  et  —  2. 
Reprenons  maintenant  Téquation 

x^^Sx^ — 37x»  +  257x — 36o=o, 

et  voyons  quels  sont  ceux  des  diviseurs +5, +3,+ a,— a, — 3,-5 
qui  la  vérifient. 


+ 

5,+     3, 

— 

7a,  —  lao, 

+ 

i85,  +  i37. 

+ 

3?!  4-    »  » 

o,  +    »  , 

o,  4-    »  , 

— 

5,  +    •  , 

— 

i,  -h    »  , 
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+      a,  -      ;,  -      3,  -  5 

—  i8o,  4-  i8o,  +  190,  4-  7» 

+    77.  +  437»  -t-  377,  +  Sag 


k  dif  jnur  5  est  lo.  seol  qui  vempliste  tout»  les  conditions .  et 
i|iu  «rit  .par  oonséqueiit  rœcinê  de  Péqpation. 

Ei|  ebçtoant  la  dÎTisioii  de  U  proposée  par  x  —  5 ,  on 
tio«re  pour  résultat,  x^ —  37x4*7^380,  équatioo  qui  nfa 
plAs  que  des  racines  inoommensnraUes. 

Toici  de  nouveaux  exercices  : 

1*.  X*  —  Sr*  4"  3i5.»  —  ai  *=  o. 

(X—  I)  (x^  3)  (x*— X—  7)  =  o. 

« 

a%  i5x*  —  19c*  4  6x^4"  >5x*  —  i9r46B:o. 

(3x  —  a)  (Sx—  3),Cx'+  0"o- 

^•-    9«*  +  3ox*42***4  iox'4  i7.ê— *.aor44==o. 
(x4.a)*(3x— i)»(*'  +  0«*«so. 

337.  Ce  qui  ptécëde  suffit  pour  la  détermination  des  racines 
conunensurables  de  tctute  équation  numérique  dont  les  coeOi-* 
ciens  sont  rathnneh^  entUr$  on/raciionnaires.  Cependant  nous 
obserrerons  qu'il  j  a  des  questions  dont  les  énoncés  conduisent 
à  des  équations  de  degré  supérieur,  et  qui,  par  leur  nature^ 
n'admettent  que  des  nombres  entiers  pour  solutiona;  c'est-à-dire 
que  toifte  solution  fractionnaire  commensuraUe  ou  incommen- 
surable doit  être  regardée  comme  tout*à-fait  étrangère  à  la 
question. 

Soit,  par  exemple , /^roposil  de  déterminer  la  base  du  système 
de  nitmiration  dans  lequel  le  nombre  2147^  écrit  dans  le  sys^ 
tème  décimal,  serait  représenté  par  feneemUe  des  chiffres  32o4a 
(système  cherché  ). 


So8  uAthode 

Désignons  par  x  ia  base  inconnue;  a,  4*,  o.x',  aor',  3r< 
représenteront  les  valears  relatÎTes  des  chiflres  a^  4»  ^9  ^  <^^  ^ 
du  nombre  32o4a  ;  ainsi ,  Ton  aura  Péquation 

3îr*  +  ar*  +  o.x*  +  4*^  +  ^  =  ^'47  > 
ou  bien  3x*  -f"  ^x'  +     4*  —  ai45         =  o, 

à  résoudre  en  nombres  entiers  et  positifs^  car  x  doit  être,  par 
sa  nature  >  un  nombre  entier  absolu. 

Or ,  pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  méthode  exposée  n**  334» 
pour  trouTer  les  racines  entières  d'une  équation  dont  le  coeffi- 
cient du  premier  terme  est  Punité,  on  verra  qu'elle  est  égale- 
ment applicable  au  cas  où  le  coefficient  du  premier  terme  ert 
un  nombre  entier  quelconque;  ia  seule  différence^  si  l'éqnaliim 
est,  par  exemple,  de  la  forme 

é'st  quej  lorsqu'on  est  parvenu  à  la  dernière  des  conditione  que 
comporte  la  méHiode,  le  résultat^  au  lieu  d^itre  égal  d  —  I , 
doit  être  égal  à  —  A* 

On  peut  d'ailleurs  reconnaître  l'exactitude  de  cette  assertion, 
en  reprenant  les  mêmes  transformations  et  les  mêmes  raison- 
nemens  que  ceux  qui  ont  été  faits  n®  334* 

Ainsi  9  pour  trouver  les  racines  commensurables  entières  d'une 
équation  dont  le  premier  terme  a  un  coefficient  différent  de 
l'unité^  il  n'est  pas  nécessaire  d'opérer  la  disparition  de  ce 
coefficient^  opération  qui  (n^  280)  a  I*  inconvénient  de  coodoire 
à  une  équation  dont  les  cœfficiens  sont  très  grands. 

D'après  cela^  recherchons  les  racines  entières  de  l'équation 

3x*  -f- 2x^  +  4^ ""•*45  =  o- 
La  limite  supérieure  des  racines  positives  est  (n®  3aa) 

i  +  V/IÏ45=:  1+7  =  8, 

le  nombre  ai 45  est  décomposable  (  Arith. ,  n^  148 )  en 

3  X  5  X  1 1  X  1 3  ^  ainsi ,  il  n'y  a  lieu  à  essayer  que  les  nombres 
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3ct5j 

5,  3, 

—  439.  —  7'*> 

—  425,  —  7"» 

—  85,  —  287, 

—  85,  -  237, 

—  »7.  —    79» 

—  «5,  —    77, 

—  3,  «. 

Le  seul  nombre  6  donne  pour  dernier  résultat^  **3^  ou  le 
coclfîcîent  du  premier  ternie,  pris  en  signe  oontrijre ;  ainsi  cinq 
est  la  base  du  système  chercbé% 

En  effet,  32042,  écrit  dans  le  système  quinaire j  équiyaut 

à 3x5^ 4-2X5^+0X5*4-4x5  +  2, 

ou  effectuant,  3x625+2X  i25+4x5+a=aai47,  dans  le 
systëme  décimal. 

On  peut  s'exercer  sur  les  exemples  saÎTans  : 

i^.  Déterminer  la  base  du  système  de  numération  dans  lequel 
7829  (système  décimal)  est  représenté  par  SS63  (système  cher- 
clié)  [r  =  o/Mse.] 

2^.  La  base  du  système  dans  lequel  81479  (système  décimal) 
m^t  représenté  par  456356  (système  cherché)  [xrszsept,'] 

338.  Recherche  des  diviseurs  commensûrables  du  second  degré 
d^uné  équation.  Obseryattons  préliminaires* 

La  méthode  des  racines  commensûrables ,  exposée  n°  334, 
est  aussi  appelée  méthode  des  dii^iseurs  commejisurables  du 
premier  degré j  parce  que,  connaissant  une  racine  oommenAi- 
rable,  entière  ou  fractionnaire,  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion est  (n*  25 1)  divisible  exactement  par  le  facteur  du  premier 
t!f*gré  en  x,  correspondant  h  celte  racine;  et  les  coeflîciens  de 
ce  facteur  sont  nécessairement  commensûrables  eux-mêmes. 

Lorsqu'une  équation  numérique  est  débarrassée  de  ses  divi^ 
scnrs  commensûrables  du  premier  degré,  l'équation  résultante 
ne  renferme  plus  que  des  racines  incommensurables,  réelles 
ou  imaginaires;  mais  on  conçoit  que  plusieurs  des  facteurs  du 


léi 
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premier  ilegr<!i  rjuî  correspondent  à  ces  r^clpes,  quoique  Ayant 
das  eoclTiciens  încomiuensurables,  pearent  fort  bien,  par  Uw 
combina Isoii  dous  à  deux^  donner  naissance  à  des  produits 
dont  ïus  eoellîciciis  soient  rationnels;  c'est  ainsi  que:ïr^^/3) 
luultijdié  par  x  +  ^/S,  donne  pour  produit,  x"*  —  3, 
De  nicmi*, 

Or^  ai  Ton  avait  quelque  moyen  de  découvrir  dans  uneéqat- 
tinii ,  iesdipheti.rs€omm^tismtiHes  du  second  dcgré^en  les  égalant  I 
ix  o ,  ou  en  dëiiuirait  des  racines  de  ^équation  proposée,  et, de  ' 
plus ,  on  Ips  iïbti  en  (Irait  sous  leur  Téri  table  forme* 

INous  allons  voir  comment  les  principes  de  rélimînalioà  €t 
\ii  niêttiodf^  iUi  n°  33^  conduisent  à  ce  buL  ^ 

339»  Soit  X  =^  o  une  équation  débarrassée  de  ses  diviseurs 

comuïcnsu râbles  du  premier  degré. 


i 
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^^On  éommâncêra  -parfornur,  d'âpre  les  méthodes  oonnaes, 
Véqnation  finale  en  i^^  à  laquelle  an  appliquera  la  méthode 
dn  racines  com^neneurablea  (n®  334)*  Après  at^oir  obtenu  toutes 
les  valeurs  rationnelles  de  ^^  on  les  substituera  (n*  a85)  dans 
le  reste  du  premier  degri  par  rapport  à  q ,  lequel  resUj  égalé 
ensuite  à  o,  donnera  les  valeurs  rationnelles  de  q,  correspon- 
dantes aux  valeurs  de  p  dé/à  trouvées.  Enfin ^  on  substituera 
chacun  des  systèmes  de  valeurs  de  p  et  q  dans  le  trinôme 
x*  +  px<4»q;  ce  qui  donnera  autant  de  diviseurs  commensu- 
râbles  du  second  degré. 

Il  est  éyîdent  que  l'équation  finale  enp  doit  être  d'utt^ degré 

marqué  par  m  ( j ,  m  étant  le  degré  de  Téquation ,  pu  is- 

que  c'est  l'expression  d'un  nombre  total  des  diviseurs  comraen- 
surables  ou  incommensurables  du  second  degré.  D'après  cela, 
on  petit  juger  combien  cette  raétbodc,  facile  en  théorie,  est 
compliquée  dans  la  pratique.  Aussi  l'usage  en  est-il  peu  fré- 
quent. 

On  voit  assez  ce  qu'il  faudrait  faire  pour  obtenir  les  divi- 
seurs commen«urables  du  Z^'^',  4'^'  •  •  •  degré  ;  mais  cet  -der- 
nières questions  ne  sont  d'aucune  utilité  (*).  '*'* 

§IIL  Recherche  des  Racines  réelles  incommensurables. 

340»  Lorsqu'on  a  débarrassé  une  équation  de  tous  les  diviseurs 
du  premier  degré  qui  correspondent  à  ses  racines  commensu- 
rables  9  l'équation  r^ltante  contient  encore  des  racines  incom- 
meneurahlesj  réelles  ou  inMgiaOiresj 

La  véritable  forme  dea  raciiies  réelles  incommensurables 
d*une  équation  d'un  d^ré  quelconque  restera  inconnue,  tant 
quV>n  n'aura  pi(B  de  méthode  générale  pour,  résoudre  les  équa- 
tions de  degré  supérieur.  Mais  s!  la  détermination  de  leur 

?•  

{*)  Dans  la  note  placée  à  la  fin  de  l^onvrage ,  nons  nous  proposons  de  din; 
fjaolqucs  mots  sur  la  décomposition  d^un  polynôme  rationnel  et  entier  qael- 
con<pM  en  ses  facteurs  premiers. 
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"forme  est  encore  un  problème  à  résoudre ,  il  n'en  est  pas  aiil 
de  la  valeur  numérique  de  chacune  de  ces  racines.  En  effets  il 
existe  des  méthodes  pour  obtenir  ces  valeurs  avec  tout  le  degré 
d'approximation  qu'on  peut  désirer. 

Pour  plus  de  simplicité ,  nous  diviserons  cette  théorie  eo  deux 
parties  : 

Dans  la  première  j  nous  supposerons  que  la  proposée  soit 
telle  ^  que  la  différence  entre  deux  quelconques  des  radaes 
réelles  soit  plus  grande  que  l'unité;  et^  dans  la  seconde j  que 
quelques-unes  de  ces  différences  puissent  Atre  plus  petites  que 
Punité; 

PREMiâRs  PARTIE.  Cos  OU  la  différence  entre  deux  racines 
réelles  quelconqueé  est  plus  grande  que  l'unité. 

[Nous  admettrons  encore,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  que  l'on 
ait  déterminé  les  limites  -4~  L  et  — *  I/,  les  plus  resserrées  possi- 
bles, soit  par  la  méthode  des  décompositions  (n®  3^3},  soit 
par  la  méthode  de  Newton  (  n®  324)0 

341.  Chacune  des  racines  incommensurables  étant  nécessai- 
rement composée  d'une  partie  entière  (  qui  peut  quelquefois 
être  o  )  et  dune  partie  plus  petite  que  l'unité ^  le  premier 
objet  dont  nous  avons  à  nous  occuper  consiste  à  déterminer  la 
partie  entière  de  chaque  racine. 

Pour  cela ,  il  faut  substituer  à  la  place  de  x ,  dans  l'équa- 
tion, la  suite  naturelle  des  nombres  o,  i ,  2,  3. . . ,  et  — -i , 
—  2,  —  3. . . ,  compris  entre  -^h  et  — L'.  Gourme  entre  deux 
nombres  substitués  qui  donnent  deux  résultats  de  signes  con- 
traires, il  doit  (to?  3i8)  exister  "au  moins  une>  racine  réelle, 
il  s'ensuit  que  clvaque  couple  de  nombres  donnant  des  résultats 
de  signes  contraires j  comprendra  une  racine  réelle^  et  n'en 
comprendra  qu'une^  puisque,  par  hypothèse,  les  racines  ont 
<^ntre  elles  une  différence  plus  grande  que  l'unité.  D'ailleurs, 
la  partie  entière  de  la  racine  comprise  sera  le  plus  petit  des 
deux  nombres  substitués. 

G:la  posé,  il  pourra  arriver  deux  cas  :  ou  bien^  l'on  ob- 
tiendra par  ces  dîflërentcs  substitutions,  aii/a/z^  de  chofigemens 
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ile  signe  (ou  de  couples  de  résultats  de  signes  contraires)  qu'U 
y  a  d'unités  dans  U  degré  de  féquation  ;  auquel  cas ,  on 
pourra  conclure  que  toutes  les  racines  sont  réelles.  Ou  le 
nombre  des  changemens  de  signe  sera  moindre  que  le  degré 
do  J'équalion  9  et,  dans  ce  cas,  il  y  aura  autant  de  racines 
fétUes  que  de  changdKns  de  signe  ;  les  autres  racines  seront 
iinagioaires.  Dans  les  deux  cas,  cette  méthode  de  substitution 
fera  connaître  la  partie  entière  de  chacune  des  racines  réelles 
de  la  proposée. 

II  reste  maintenant  à  déterminer  la  partie  plus  petite  que 
l'unité, 

342.  Méthode  d'approximation  de  Lagrange, 
Soit  X  =  o  une  équation  dont  toutes  les  racines  rcelles  ont 
une  partie  entière  diiTérente,  que  l'on  suppose  avoir  été  déjà 
déterminée. 

Désignons  par  a  et  a  +  *  deux  nombres  entiers  consécutifs 
qui  comprennent  l'une  d'elles;  le  nombre  a  exprime  la  partie 
entière  de  cette  racine. 

Pour  obtenir  la  partie  plus  petite  que  runité,  faisons  dans 
l'équation  X=o,  ou 

il  en  résulte  la  transformée 

XY  +  Y'j»-'  +  -  j''""*  4-  • . .  +  ï  =  o. 

f  Pour  obtenir  celte  transformée ,  on  commence  par  rem- 
placer X  par  a  +  u,  ce  qui  donne  (a®  278) 

Z' 

X'  +  TiA  +  -i**+...+  w"»  =  o, 

X'  désignant  ce  que  devient  X,  lorsqu'on  y  met  a  pour  a; ,  et 
T',Z'.i. ,  étant  des  polynômes  dérivés  de  X'  d'après  la  loi  établie 

n*  278;  puis  on  remet  -  pour  u,  et  l'on  chasse  les  dénomi- 
nateurs.] 
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Appelons,  pour  plus  de  siraplicité,  Y==o  cette  équation 
transforméci  laquelle  est  de  même  degré  que  la  proposée,  et  qui 

a  par  conséquent  m  racines.  Puisque  la  relation     x=:  a  +  "  i 

doit  donner  toutes  les  valeurs  de  x ,  connaissant  les  valeofi 
de  j^,  et  que  y  par  hypothèse,  a  et  a  ^Pl  comprennent  um 
racine  réelle  et  n*en  comprennent  qu'une  seule,  il  faut  néces- 
sairement que  -  ait  une  seule  de  ses  m  valeurs ,  positive  et 

plus  petite  que  i  ;  ce  qui  exige  que  l'une  des  m  valeurs  de  y 
soit  positirâ  et  plus  grande  que  i ,  de  plus,  qu'i7  nfy  en  ait 
qu'une  sëuh  de  cette  espèce;  autrement,  ce  serait  supposer  que 
a  et  a  +  I  comprendraient  plus  d'une  valeur  de  x. 

Si  donc,  dans  l'équation  T=:o,  on  substitue  la  série  des 
nombres  entiers  i,  2,  3. ...,  on  est  certain  d'obtenir  tôt  ou 
tard  un  changement  de  signe;  et  les  deux  nombres  qui  pro- 
duiront ce  changement  de  signe,  comprendront  la  valeur  de 
y  cherchée 

Soient  fr  et  &-|-  I  ces  deux  nombres,  on  fera  dan»  Y=o, 

y'=zb  -\ > ,  ce  qui  dounera  une  nouvelle  transfornîce  T,=o 

y 

(que  Ton  obtiendra  par  le  moyen  indiqué  ci-dessus);  et  celle 
équation  aura  encore  une  seule  racine  réeUe  positit^^  plue 
grande  que  1  ,  qui  sera  mise  en  évidence  par  la  substitution 
des  nombres  entiers  i ,  2,  3. . . .  dans  Yi  =0. 

Soient  c  et  c  +  1  les  nombres  consécutifs  qui ,  ayant  dA 
produire  un  changement  de  signe,  comprennent  la  valeur  de 

y  \  on  fera  encore  dans  l'équation  Y,  =0,  y'=  c  -f-  — ;  vt 

y" 

qui  donnera  la  transformée  Ya  =  o,  ayant  une  seule  racine 
réelle  positii'e  plus  grande  que  i. 

Soient  d  ci  dalles  deux  nombres  qui  la  comprennent;  00 
posera  de  nouveau  j^"  =  d  +  7»  >  ^  l*on  continuera  celtt 
suite  de  tranfor mations  aussi  loiin  que  Ton  voudra. 


Rapprochons  maintenant  lesxdatkma 

il  en  résulte 

I 


xssaia  + 


«+à+.. 


Or  on  sait  que ,  dans  nne  fraction  continue  ^plus  on  prend  de 
fractions  intégrantes,  plus  on  approche  de  la  valeur  du  nombre 
réduit  en  fraction  continue;  et  le  degré  d'approximation  s'es- 
time {Arith.j  n*  174)  P^r  l'unité  divisée  par  le  carré  du  dé- 
nominateur de  la  dernière  réduite.  Ainsi  la  méthode  précédente 
donnera  la  valeur  de  x  cherchée,  arec  tel  degré  d'approximation 
<|uc  ¥on  voudra. 

343.  Appliquons  la  théorie  précédente  k  Téquatîon 

x^  —  6x  — 3=0...   (i).  .'      .1 

D'abord ,  les  limites  supérieures  des  racines  positives  et  néga-  ' 
tives  sont  y  comme  il  est  faoile  de  s'en  assurer,  -f"  3  et  — a«. 
Faisons  donc  dans  1-équation , 

x  =  -^2^  — 1>  o,    t,   2,   3;  r  .       i.» 

H  rient  pour*         oc  *=  —  3l —  i, 

x  =  —   I +   If  ■.'■■.-:■': 

x=        o -—  3f 

Jf  =«  Î4 —  7> 

X  =        2 —  5,  . 

X  =        3 +  9. 

Gomme  on  obtient  ici  trois  changemens  de  signe,  il  s'ensuit 
que  l'équation  a  ses  trois  racines  réelles;  savoir ,  une  posiUve 
comprise  entre  2  et  3;  et  deux  négatkfes  comprises  entre  o  et 
—  I  ,  puis  entre  —  i  et  —  2. 


5i6  iiiTnoDS  om  l^obanoe. 

Occupons- nous  premièrettuit  àe  la  yalear  positÎTe  comprise 
entre  3  et  3. 


^Ht^ 


Posons  dans  l'équation  (i)^     x=  a  «f-  -;     il  en  résulte  une 

équation  de  la  forme 

Z' 


xy  +  yy+-.3.  +  ,  =  o, 


dans  laquelle  on  a  (n®  278) 


X'  =     (a)î^  —  5(2)'  —  3  = 
r=3(a)*-5=  7, 

I'  =  3(2)  =  6, 


5, 


2 

IL 

2.3 


ce  qui  donne  ^  par  la  substitution  et  après  le  changement  des 
signes , 

5/— 7y— 6y— 1  =  0...  (2). 

Faisant  dans  cette  équation  ^^  =  1,  2,  3,...yon  trouTe  pour 
^  =  ' —    9. 

y  =  a —    !• 

:k  =  3 +  53; 

donc  la  yaleur  cherchée  4e^  est  comprise  entre  2  et  3. 

Posons  dans  l'cquatioo  (2)  ,   ^  =  2  4*  -7  >     il  en  résalte 
l'équation 

dans  laquelU    X'  =   5  (a)'  —    7  (a)»  —  6  (a)  —  i  =  —  i , 
Y''=i5{2)«— i4(2)  —6  =  26, 

^=.5(a)_    7  =  a3, 
a. 3-^' 


cequi  donncipar  laMibtUtntiony  ' 

*  * 

y*»— a^— a3y  —  Saeso.  ; ,  (3). 

Comme  cette  équation  revient  i 

y(/-a6)-23y  — 5=.o,. 

il  est  yisible  q«e  tovte  ▼aleor  pliu  petilatgM  36>%abfiit«ée  pour 
y  y  donnerait  un  résaltat  njj^tif. 

Mais  si  Ton  pose   y  =  26,  il  en  rés«Ite  —  6o3| 
/  =  a7 +.io3; 

d'ob  l'on  Toit  qne  y  est  compris  entra  96  «t  97. 

Posons  donc  dans  Féquation  (3),    y  =  ^  +  ";»|  «n  obtient 

dus  laquelle   X'ss  (36)>«a6(26)*— a9(t6>^5is-u6oS, 
T-«3(a6)»  —  5a(9l^  —  a3  «6«, 
—  =3(a6)  —  a6=5a, 
V 

ce  qui  donne  la  novrelle  tttaaatotmie 

60S/3 -653/*  -  5a/~  I  =  c...  (4), 
éqoation  qui  revient  à  celle-ci, 

y  (6o3y  —  653)  —  6ay*—  i  aso. 
Comme   ^'a  1 1  donne  pour  résultat  •*    io3y 

^       et   y  =  2 • +  aio7, 

il  s^ensuit  qne-jr''  est  compris  entre  i  et  9« 
Posons  de  nouTcan  dans  Féquation  ^4)  >  J'*  =  "  +  "H  >  on 


\ 


5i8 

obtient 
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équatiou  dans  laquelle 

X*^=  6o3(i)'—   653(i)*   —  52(0— I  =— to3^ 
T>^  =  i8o9(0*  —  i3a6(0'  —5%ss^5i, 

?!'  =1809(1)»  — 653   =ii56, 

ce  qui  donne  la  transformée 

,o3jr"^  — 45iy**—  iiS6)r— 6o3=r  o, 

ou  bien,         J'**(ïo3y*  — 4^*) —  ii56y* — 6o3=:o. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  la  valeur  de  ^*  est  comprise 
entre  5  et  &.-,  en  sorte  que,  si  l'on  voulait  continuer  TopératioDy. 

il  faudrait  supposer     y  =s  5-f-  — ^.  Alais  arrêtons -nous  aux 

résultats  déjà  obtenus. 

Les  équations  ^ 

donnent  pour  la  valeur  de  x^ 
I 


X=r»- 


a  + 


36. 


'  +5- 


Les  réduites  consécutives  de  cette  fraction  continue  étant 


a     5     i3a     137     817 
i'  2'    53  *    55  '  328* 


on  peut  prendre  la  dernière  ponrlu  Talear  mpproeliéé  de  x; 

l'erreur  oomniiseest  {Jirkh,^ti^  174)  moindre  que  /o  a^Jou... 

_i_  ^  P^ 

107584- 

81*7  .  '"* 

Or  si  Ton  réduit  ^-^  en  décimales ,  et  que  Eon  pousse  Topéra- 

tion  jusqu'aux  looooo'**''  inclusii^çmeiit,  on  trouTe  3,49085, 
qui  est  censé  représenter  la  valeur  de  a;  à  0,00001  près. 

Cette  valeur  est  trop  iaible  pour  deux  raisons,  premièrement, 

parce  que  la  réduite  ¥~i^^  ^^  ^^^  impair*,  en  «eoçnd  lieu» 

parce  que  a, 49^85  est  elle-même  une  Araction  plus  petite  que 

—L  U  suit  de  là  qu'il  peut  y  avoir  lieu  à  augmentei'  le  dernier 

chiffre  5  d'une  unité. 

En  efiet,  si  l'on  substitue  a, 49086  et  2,49086  dans  la  pro- 
posée, on  trouve  deux  résultats  négatifs;  ce  qui. prouve  que 
la  racine  cherchée  ne  peut  être  comprise  entre  ces  deux  nom- 
bres. Mais  comme  en  substituant  2,49087,  on  obtient  un  ré« 
sultat  positif,  il  s'ensuit  que  j::  est  compris  entre  2,49086  et 
249087.  Donc  c^lfin  2,49086  exprime  la  valeur  de  x,  à  0,00001 
près. 

344*  Passons  à  la  détermination  des  valeurs  négatives.    -  ' 
Pour  plus  de  simplicité ,  changeons  x  en  —  x  dans  la  propo« 
sée  x^  — 5x  —  S  =  0;  il  vient  '  \^ 

—  x*  +  5x  —  3  =  0,     on  bien,     ac*-— Sx+Ssssçj     ♦ 

éqnation  dont  les  racines  positives,  prises  avec  le  signe— ^  se- 
ront les  racines  négatives  de  la  proposée.  Ainsji^  laqnestiob 
est  rameoée  à  déterminer  ligs  racines  positives  de  la  nouvelle 
^uation.  ■,'..*"      '  '*  ' 

L'une  de  ces  racines  est'  comprise  entre  1  et  2 ,  l'âultre  entre 
o  et  I.  Voici ,  en  abrégé ,  le  tableau  des  calculs  relatifs  à  là  <dér 
termination  de  chaçone  d'elles  :  ' 


i|9>  mkmam 

donc,  x^o-| 1 — '■ 


1  + 


lo  +  -• 


Réduites  oonsécutÎTes , 


o     I     f     a     ai     44 
7'  ?  %'  3'  35'  B^^ 

4^  =  0,6566  à  Oyoooi  pr%8. 

ainsi  la  valeur  de  x  comprise  entre  o  et   i   est  o,6566  « 
Oyoooi  près. 

Donc  enfin  les  deux  racines  négatiyes  de  Téquation  pto^ 
posée  x^  —  Sx  —  3  =  o  ,  sont 

x  =  — i,834a    et    x  =  —  o,6566. 

Ces  eremples  suffisent  pour  mettre  au  fait  de  la  méthode  de 

Lagrange. 

345.  MéUiode  de  Newton,  Il  existe  une  autre  méthode  d'ap- 
proximation ,  qui  a  souvent  l'avantage  de  donner  des  approxi- 
mations plus  rapides. 

Pour  en  donner  une  première  idée  et  la  faire  comprendre 
plus  facilement^  nous  reprendrons  l'équation  particulière.  . .. 
3?  —  5x  —  3  =  0  ,«dont  nous  nous  proposerons  de  déterminer 
la  racine  comprise  entre  a  et  3. 

La  racine  cherchée  étant  comprise  entre  a  et  3 ,  il  faut 
tâcher  de  resserrer^bes  deux  limites  ;  pour  cela ,  considérons 

le  moyen  terme  a-  on  a^S  et  substituons  ce  nouveau  nombre 

dans  l'équation  x^  —  Sx  —  3  =  0  ;  il  vient  pour  résultat 
+  Oy  laS.  D'ailleurs,  a  a  déjà  doiwié  pour  résultat ,  —  5;  ainsi 
la  racine  est  comprise  entre  a  et  a, 5. 

Considérons  un  nouveau  nombre  eonapris  entre  a  et  a^S; 


Si» 

igiais  comme,  d'aprfes  les  résultats  dkmiiés  jj/^r  a  et  9>S|  il  est  i 
présumer  que  la  racine  est  plus  Toiâne  de  2^5  que  de  a,  po- 
sons j?s  J,4>  ^^  obtient  pour  résultat  de  la  substitution^ 
— 1 9 176;  tandis  que  2,5  avait  donné  -|-o,ia5.  Ainsi  la  racine 
est  comprise  entre  2,4  et  2^5. 

En  continuant  ainsi  de  prendre  des  moyens  termes,  on  par- 
Tiendrait  à  resserrer  de  plus  en  plus  les  deux  limites  de  la  ra- 
cine. Mais  lorsqu'une  fois  on  a  obtenu ,  comme  dans  ce  cas-ci , 
la  valeur  de  a?  à  moins  de  o ,  i ,  00  peut  en  approcher  davan- 
tage par  un  antre  mojen  ;  et  c'est  en  cela  que  consiste  principa^ 
lement  la  uàrBoom  jol  Newton. 

Faisons  dans  l'équation    jc^  —  Sx  —  3  =  o , 

On  obtient  (n^  278)  la  transformée 

X'  +  Tm -h  -  «•+ ii?=so  , 

2 

daiulaquelle      X'=s  (4,4)»— 5(a,4)  — S^—i.i^e, 
T^=,3(a,4)»-5  =  i.,2Ô, 

-=ss3(a,4)  =7,a. 

L'équation  en  h  étant  du  3*  degré,  ne  peut  être  immédiate' 
ment  résolue;  mais  en  transposant  tons  les  termes  à  l'exceptioD 
du  ternie  T'u,  et  dirisant  les  deux  membres  par  T',  on  peut  l» 
niettre  sons  la  forme 

X'        Z'  I     . 

Cela  posé,  puisque  Tune  des  trois  racines  de, cette  équationr 

I  • 

doit  être  moindre  que  — ,  d'après*  la  relation     x  =  2,4  +  ''f 

les  valeurs  correspondantes  de  t^  et  de  u^  sont  moindres  que 
Too  ^*  Tooô'  ï^'*""«'"»i  l'iiîspection  des  valeurs  fiuttlértqMes 


Ael^  etdc  V  prouTO que  -^-s  est  <[  i  ;  aiasMa  râleur  de  »  nf 

X 
ditESrant  naiiiériq[iieineDt  de  — s?  que  par  la  qnanlîté 

7Â  1  t  1 

— ^77  u*  +  =7  u^  qai .  le  plos  iouTcnt»  est  au-dessous  de  — , 

cétle  valeur  de  u,  dia-je,  est  exprimée  par  —  =71  a  o  ,01  près. 
Comme  I  dans  cet  exemple, 

X'       +'»»76       11,76 

-  F  ■=  lîTir  ="n3s*' *'''9- -'•  » 

il  en  résulte    «sso^og,  à  — ^  près,  et  par  consiqoent, 

«7=2,4  + 0,09=  !i,49,  ^  75;  P"**- 

En  efiety  2,49  substitué  dans  le  premier  membre  delà  pro- 
posée^ donne  pour  résultat    —  o, 01  I75i*;^ 
tandis  que  a ,  5o  avait  donné    +  o ,  i  st5. 

Pour  obtenir  une  nouvelle  approximation,  flaiisons  dans  h 
proposée ,    x  =  a  , 49  +  >*'  y    on  a  l'équation 


X'+TV  +  --u'»  +  w''=«o, 
a 


dans  laquelle     X"  =   (2,49)'— 5(2,49) — 3= — 0,011751, 
T''  =  3(2,49y  —  5=  i3,6oo3. 


—  =  3(a,49)  =7,47. 


Mais  l'équation  en  w'  peut  s^écrire  ainsi  : 


Y'      a. Y'"        Y'"   ' 


et  puisque  f  une  des  valeurs  de  u'  doit  élre  moindre  que  -—i 


les  Yftleurt  oorrespondanUs  dci  u^^  u^.^  Êmt  WMAnàttM  que 


1  I 


X* 


,   ,^^^^^^  »     donc    —  ^  peut  repréfcnter  la  rai  car  de 


fOOOO     loooooo 


près. 


loooo 
Comme  on  a 

-r"=  i3,éoo3=.3éoo3o;*=^'^^-- 

il  sVnsuitqne    w'=o,ooo8,i  — >—  prfct;  et  par  conséquent, 

a-  =  2,49+o,ooo8  =  a,49o8,  à  TJJJJ  !"*•• 

Il  serait ,  enefict ^  facile  de  reconnaître  que  ^^9^^  ^^  ^4909t 
substitués  dans  la  proposée^  donnent  deux  résultats  de  signes 
contraires. 

En  posant  de  nouteau    x  =  a.4998  +  >*%    on  obtiendrait 

une  valeur  approcbée  de  x.  à  moins  de  ■  .  m»  ^f^ini 

*^*^  toooooooo'  . 

Ordinairement,  chaque  opération  nouToîIe  donne  pour  la 
racine  un  nombre  de  chifiresdécimMiz  double  de  celui  de 
l'opération  précédente» 

346t.  Voici  en  quoi  consiste  la  «léthode  générale  : 

Soient  p  et  /El  +  t  deux  nomKies  qui  comprennent  Pune  des 
racines  de  Féquation  X  s=s  o. 

On  commence  par  cUUrminer  la  valeur  de  ceiée  racine  à  — 

10 

prie,  en  substituant  une  suite  de  nombres  compris  entre/»  et 

p  4*  I >  et  continuant  jusqu'à  ce  que  dcw  de  œs  nM>7ens  termes 

ne  dînèrent  entre  eux  que  de" — . 

Cela  posé,  appelant  x'  la  yaleur  de  x  obtenue  à  moim  de 


\ 
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— ,  on  pose  dans  Inéquation     X  =  o , 
x  =  Jp'  +  u\ 
ce  qui  donne  la  transformée 

71 

X'  +  Y'tf  +-  W*....+  M'"  =  0, 
2 

qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

X'         Z'      .  I 


r    2.r     •••     r 


!*•" 


X',  T',  Z' . . . .  sont  d'ailleurs  des  quantités  faciles  à  calculer 
(n*»  278). 
Comme  dans  le  second  membre  de  cette  équation ,  l'ensemble 

X' 

des  termes  qui  suivent  — ^,  est  ordinairement  au-dessous  de 

,  on  les  néglige j  et  calculant^  =7  à prèsj  on  ajoiUeU 

résultat  an'  y  ce  qui  donne  une  nouyelle  valeur  x"  approchée  à 

moins  de  — .        ^ 
100 

Pour  obtenir  une  3*  approximation ,  Von  pose  dans  Inéqua- 
tion, X  =  x^  +  Uj  et  Von  obtient  la  transformée 

X"  +  Y''!^'  +  —  I*'*  + . . . .  +  tf'"  =  o  ; 

d,     «                           /                   X'               Z            ,  ^         fm 

OU  u  =  — y^""^7f*  "         ~î^  M-. 

Z*  I 

Négligeant  tous  les  termes  —  — ^  — . . . . —  =p  m'*,   cU>ni 

2  •  X  X 

X* 

t ensemble  est  supposé  moindre  que  0,0001 ,  on  calcule ^-^^^  en 

poussant  ^opération  jusqu^au»  loooo'^f*''^  et  Von  a/oute  le  ri* 
sultat  an"  j  ce  qui  donne  une  3*  valeur  x*  approchée  â  moins 

10000 


^ 


Méram»  ob  WEWToir*  S^*] 

Pour  AToir  ane  nouvelle  approKimatioD^  m  Mmplae*  r 
jENir  x^'-f"  u'  ^''i'*^  '^  propoaée* 

Oi»  calculé  rexpressiou"^  y=^j  qui  résulte  de  cette  t|-ant-> 

formation  I  et  Von  pousse  V opération  jusqu'au  8*  chiffré  dè^ 
cimal  induèipement ^  puis  Pon  ajouU  ce  résultat  à  x*;  et' 
ainsi  de  suite. 

Oa  répète  cette  série  d'opérations  pour  chacnne  déracine» 
positives.  Quant  aux  racines  négatires,  on  ramène  leur  re-- 
cherche  à  celle  des  racines  positifes ,  en  changeant  âp  en  -*  x 
dans  la  proposée. 

347*  Premiers  remarquerlA  méthode  précédente  tA  fondée 
sur  ce  que ,  dans  la  transformée , 

X'+  Tu+  -  u«+ 4.  M»âfco, 

*X'        Z*  1 

qui  rerientà     usas  — -7— — r,  »»— _— y»»^ 

on  peut  négliger  tous  les  termes  affectés  dez^*^  u"^,  ui^..,.y  sans 
erreur  sensible  sur  les  loo""''  à  la  première  opération ,  sn^l^les 
10000'^*"''  à  la  seconde,  etc.;  mais  cette  méthode  est  quelque- 
fois en  défeut,  ainsi  que  iiagrauge  le  proufe  dans  si^  Traité' 
de  la  résolution  des  $lquations  numériques. 

On  a  toutefois  un  mojen  de  s'assurer,  à  la  fm  de  chaque 
opération,  si  la  méthode  a  donné  le  degré  d'approximation 
que  l'on  croyait  dcToir  obtenir. 

Par  exemple,  pour  reconnaître  si  3,4908  cxpirime  la  ra- 
cine positive  de  x^ — 5x — Ss^o,  è .près,  on  substitue 

dans  cette  équation  249o8>puis2,4909>  ou  2,49^7»  suivant  que 
le  résultat  de  la  substitution  de  2 ,49^  est  de  signe  èeirrtfiiire  ai» 
résultat  de  la  substitution  de  3  ou  de  2;  et  si  les  deux  nom- 
hres-2)49o8  et  2,4909,  ou  bien  2,49^8  et  2,49^79  donnent 
deux  résultats  de  signes  contraires,  nul  douté  que  2,4908  ne* 

soit  une  valeur  exacte  à près ,  soit    en  moU^,  soit  en 


^ 
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p/iif.  S'il  n'en  est  pas  ainsi ,  l'on  augmente  ou  diminue  k 
dernier  cliiflre  d'une  ou  de  plusieurs  unités  (de  dix  milUèmêi)^ 
jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  deux  nombres  qui,  par  leur  substi-' 
tution^  donnent  deux  résultats  de  signes  coulraîrcs. 

348.  Seconde  remarque.  Il  y  a  aussi  des  cas  oii  ^  dès  la  pre- 
mière  opération»    il  est  nécessaire   de  calculer    la  quantité 

— =17  jusqu'aux  looo"*"",  et  même  jusqu'aux  loooo""". 

Soit  Téquation  x'— 6x — 7  =  0»  dont  il  est  aisé  de  s'as- 
surer que  Tune  des  racines  est  comprise  entre  a  et  Saquant 
aux  deux  autres,  elles  sont  imaginaires  (  comme  nous  le  ver- 
rons n*  353. 

On  reconnaîtra  d'abord  facilement,  parla  substitution  des 
moyens  termes ,  que  la  racine  réelle  est  comprise  entre 
2,9  et  3). 

Maintenant  y  faisons  dans  Tcquation  ,x  =  ay9-f-M;  il  en 
résulte  la  transformée 

7! 
a 

danslacjuellc  X'=(a,9)'—  6(1,9)  —  7= — 0,011 , 

r=3(2,9)»-6=i9,a3, 

?!=3(2,9)=8,7. 

Négligeant  les  termes  en  w*  et  i*",  on  a 

X' 0,011 II 

•  ""  Y'       i9>î*3         19230' 

Or,  si  l'on  réduit  celte  expression  en  fraction  décimale,  on 
trouve  des  zéro  pour  les  trois  premiers  chiffres  décimaux,  et 

5  pour  le  4*  chiffre  ;  c'est-a<<lire  que  l'on  a     i^=  OyOOo5 

résultat  qui,  ajouté  à  9,9,  donne  (en  ne  tenant  compte  qne 
i\cs  qiialre  premiers  cLliïres  décimaux),     x=2,90u5. 

Pour  vérifier  cette  valeur,  il  faut  substituer  s, 9006  dans 
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^   oe  qui  donoe  —.0,001 38,  résultat  de  ligne 

celui  que  donne  a::=3;iuais  en  substituant. ..  •: 

^906 y    on  trouve    -("  0,00054,    qui  est  de  signe  con- 

o ,  00 1 38.    Donc  2 ,  gooS  exprimé  la  valeur  de  x , 


y  .10000 

3l|gb  Hdggmfchement  Aê  deux  mééliodea,  La  méthode  d'ap* 
prozimation  de  Lagrange ,  quoiqu'on  général  moins  ;expédi- 
tire  que  celle  de  Newton,  a  sur  celle-ci  l'avantage  de  donner  à 
étWque  opération  une  approximation  toujours  certainifc 

Obl  pourrait  même  à  la  rigueur  trouver,  par  la  méthode 
de  Lagrange,  les  racines  comme nsurahles*  La  fracth>n  con— 
tinue  que  l'on  obtiendrait,  serait  alors  composée  d'un  nombre 
Kmité  de  fractions  intégrantes;  c'est-à-dire  qu'en  oontiniiant 
les  opérations  convenablement,  on  parviendrait  à  une  équa- 
tion Y(k)  2=  o ,  dont  la  racine  positive  plus  grande  que  1 , 
serait  égale  à  un  nombre  entier;  et  toutes  les  réduites  consé- 
cutives étant  formées,  la  dernière  représenterait  la  vraie  va- 
leur de  la  racine  commensurable. 

Ce  moyen  est  sans  contredit  moins  simple  que  la  méthode 
exposée  n^  334;  ^^^^  ^^^^  ^^  ^^  qu'on  pourrait  employer 
si  l'on  supposait  que  quelques-uns  des  coefîiciens  fussent  irra- 
tionnels; car  la  méthode  ordinaire  nest  applicable  qu'aux 
équations  dont  tous  les  coclBciens  sont  des  nombres  commen- 
su  râbles. 

La  méthode  de  Nevi^ton  ne  pourrait  pas  donner  ces  mêmes 
racines  exactement,  puisque,  d'après  sa  nature,  on  n'obtient 
les  valeurs  numériques  des  racines  que  sous  la  forme  de  frac- 
tions décimales. 

Nous  observerons  toutefois  que  l'applicatic^  simultanée  des 
deux  méthodes  à  une  même  équation ,  peut  àpréger  beaucoup 
les  calculs.  Ainsi ,  par  exemple ,  après  avoir  d'abord  employé 
la  méthode  des  fractions  continues,  pour  obtenir  chacune  des 

racines,  &  —  et  même  à près,  rien  n'empêche  d'avoir  en- 

'10  100  "^  ^ 

34 
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faite  reooars  a  la  méthode  de  ^ewtoo^  f^^^.  (ibtenîr  on  |ifil 
grand  degré  d'approximation.  >  '  ■*       A    ' 

Enfin  notts  renvoyons  ^  pour  de  pins  amples  détails  snr le» 
méthodes  d^approxîmation ,  à  Texcelleat  Traiié  de  l-a  wo^ 
huiondês  Éguaiions  numériques*  Nous  indiquerons  encore  Toti- 
yrage  déjà  cité  page  49^»  ^^  ayant  pour  titre  :  NoutfeUe  Aiéiiwdé 
pour  résoudre  Us  Équations  numériques j^^j^M,  ButlaD;  ainjï  qut: 
le  Supplément  à  t^Mssai  sur  la  Théorie  des  Nombres^  patr  Le- 
gfindre,  on^râge  dans  lequel  ce  géomètre  fait  connaître  une 
HoaTelUknéthode  qui ,  dans  certains  cas,  est  plus  simple  et, plus 
expéditiTe  que  celles  de  Lagrange  et  de  Newton, 

Seconds  partie.  Cas  où  Jb  diff'érence  entre  deux  reumti 
rielteè  d^une  équation  peut  être  moindre  que  l'unité  (n^  34o). 

SfioLLorsque,  par  la  substitution  dea  nombres  entiers  cxni- 
séciitiiay  compris  entre  lea  lîmîtea  +L  et  — 11^  on  obtient  dur 
tant  de  changciuenâ  rie  signe  qu'il  j  a  d^unîtés  dans  Je  degré 
de  l'équation,  il  est  dair  que  toutes  les  racines  dm  inéquation 
sont  réelles^  et  que  chacune  déciles  a  une  partie  entière  dif* 
£érente. 

Mais  si  le  tiorubre  des  changemens  de  signe  est  moindre  qm 
le  degré  de  la  proposée,  cela  peut  proYenir  ou  de  ce  que 
l'cquatîon  a  des  racines  réelles  et  des  racines  imaginaires  j  ou 
bien ,  de  ce  que  plusieurs  racines  incommensurabUs  sont  com- 
prises entre  deux  nombres  entiers  consécutirs*  £n  efiet ,  on  a 
yn  (n°  3 19)  tj^uc  deux  nombres  qui,  substitués  dans  le  premier 
membre  d'uue  cquation,  dounent  des  résultats  de  signes  con- 
trairesi  peuvent  comprendre^  un  nombre  impair  quelconqiie  dé 
racines  réelles^  et  que  deux  nombres  qui  donnent  des  résultats 
de  même  signe  ^  peuvent  en  comprendre  un  nonibru  pair  quet- 
conque. 

Par  exemple,  si  une  équation  devait  avoir  pour  racines  j  }/^ 
et  |/3,  nombres  compris  entre  i  et  a,  il  arriverait  que  i  et  a, 
substitués  dans  la  proposée ,  donneraient  des  résultats  de  méite 
signe. 

Pareillement,  qu'une  équation  ait  pour  valeurs  l/ii«  V^i3| 
V/i5,  qui  se  trouvent  compris  cotre  3  et  4»  ces  deux  demien 
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nombres  substitués  donneraient  des  résultats  de  signes  dif- 
férens. 

On  Yoit  donc  que  la  méthode  de  substitution  des  nombres 
entiers  consécutifs  serait,  dans  ce  cas,  insuffisante  pour  mettre 
CD  évidence  toutes  les  racines  réelles  de  la  proposée ,  et  qu'elle 
aurait  rinconvénicnt  de  laisser  échapper  quelques  racines. 

Cet  inconvénient  disparaîtrait,  si  l'on  pouvait  déterminer,  à 
priorij  une  quantité  ^,  numériquement  moindre  que  la  plus 
petite  des  différences  qui  existent  entre  deux  quelconques  des 
racines  réelles  d'une  équation  proposée.  Car  en  mettant  cette 
quantité^  pour  intervalle  entre  deux  substitutions  successives , 
il  est  évident  que  deux  nombres  qui  auraient  entre  eux  la  diffé- 
rence ^,  et  qui,  étant 'substitués,  donneraient  des  résultats  de 
signes  contraires,  comprendraient  une  racine  et  n'en  compren- 
draient qu'une;  s'ils  donnaient  des  résultats  de  même  signc^  ils 
ne  comprendraient  aucune  racine;  c'est-à-dire  ou'alors  le 
nombre  des  racines  réelles  de  V équation  serait  égal  au  nombre 
des  changement  de  signe . 

35 1.  Voyons  donc 's'il  n'y  aurait  pas  quelque  moyen  de  dé- 
terminer la  quantité  ^.  Or  cela  est  facile  d'après  l'équation  aux 
carrés  des  différences. 

En  effet,  désignons  par  X  =  o  l'équation  proposée  ^  et  par 
Z  =  o  Téquation  aux  carrés  des  différences ,  équation  que  nous 
avons  (n®*  290  et  3 12)  appris  à  former. 

Remarquons  d'abord  que ,  le  carré  de  la  différence  entre  deux 
raoines  réelles  quelconques  de  la*  proposée  étant  positif^  x>n  ne 
doit  chercher  les  carrés  des  différences  entre  les  racines  réelles 
que  parmi  les  racines  positives  de  l'équation  Z  =:  o.  (  Ses  ra- 
cines négatives  correspondent  à  des  différences  entre  des  racines 
Imaginaires,  ou  entre  une  racine  réelle  et  une  racine  ima- 
ginaire.) Donc,  si  l'on  cherche  la  limite  inférieure  des  racines 
positives  de  l'équation  Z  =;?  o ,  et  qu'on  en  extraie  la  racine 
carrée,  on  sera  certain  d'avoir  une  quantité  moindre  que  la  plus 
petite  différence  entre  deux  racines  réelles  de  la  proposée, 
c'est-à-dire  la  quantité  cherchée  ^. 


S32  COMPL^MBSCr    DE   LA    MUTIIODi: 

Pour  obtenir  cotte  limite ,  il  faut  (p9  325),  poser  s  =  -  dans 
Z  =  o,  ce  qui  donne  la  transformée  Y  ==  o.  Soit  /  la  limite 
supérieure  des  racines  positives  deV  =  o,  -  sera  la  limite  in- 

fcricure  de  Z  =  o;  ainsi  — j  est  la  quantité  ^  qu'il  s'agissait 

de  déterminer.* 

Lorsqu'on  recherchant  la  limite  /  la  plus  resserrée  possible 
(par  la  méthode  de  Newton  ou  celle  des  décomposi  tions ,  n**  323) , 

on  trouYe  /  <  i ,  il  en  résulte  -yj  ou  /"  >  i  ;  et  cela  indique 

que  la  différence  entre  deux  racines  réelles  quelconques  est  plus 
grande  que  l'unité.  Dès  lors ,  on  est  certain  que  le  nombre  des 
racines  réelles  de  la  proposée  est  égal  au  nombre  de  change- 
mens  de  signe  qu'on  avait  d'abord  obtenus  par  la  substitution 
des  nombres  entiers  consécutifs. 

Mais  ordinairement,  on  trouve  />  i ,  d'où  --y  ou  ^<  i .  Dans 

ce  cas,  comme  {/l  est  en  général  încommensui*abIc ^  il  convient 
de  remplacer  \/l  par  le  nombre  entier  k,  immédiatement  supé- 
rieur^ ce  qui  donne  ?  ^  — jy  et  à  plus  forte  raison ,  -r  moindre 
que  la  plus  petite  des  diflërences  entre  les  racines  réelles.  On 
pourrait  donc  mettre  7  pour  intervalle  entre  deux  substitn-  , 

tions  consécutives;  c'est-à-dire  qu'en  substituant  dans X  =  0, 
la  suite  des  nombres 

^'fc'  i   '*'    ''    '"'"it'    *"*'ï 2>2  +  ~ jusqu'aL, 

I         2 
eto,  — T, — y ^1 jusqu'À  —  V, 

on  obtiendrait  autant  de  changemens  de  signe  que  l'équatioB 
doit  avoir  de  racines  réelles. 
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Mais  ou  peul  encore  éviter  la  substitution  de  nombres  frac-* 
tionnaires  par  la  transformation  suivante  :  Vosons  dans  l'équa- 
tion, j:=^  ;  il  en  résulte  (  n®  280  )  une  éqAition  dont  les  racines 

sont  t  fois  plus  grandes  que,  celles  de  la  proposée.  Par  consé- 
quent ,  les  diflërenccs  entre  ces  nouvelles  racines  sont  elles- 
njémcs  k  fois  plus  grandes  que  les  différences  correspondantes 
entre  les  racines  de  la  proposée;  en  sorte  que. si  a— -À  désigne 
la  plus  petite  des  différences  relatives  à  X  =  0,  comme  on  avait 

û  —  6  >  -,  il  en  résulte  te  —  X-6  >  1 .  Donc  la  nouvelle  équa- 
tion T  =  o  est  telle,  que  les  différences  entré  toutes  ces  racines 
réelles,  considérées  deux  à  deux,  sont  plus  grandes  que  l'unité. 
Donc  enfin ,  si  l'on  substitue  dans  cette  équation  la  suite  na- 
turelle des  nombres  o,  1,  a,  3...  et  —  i ,  —  2,  —  3...,  compris 
entre  les  deux  limites ,  on  obtiendra  autant  de  cliangemens  de 
signe  que  l'équation  Y  =  o  aura  de  racines  réelles.  (Les  deux 
limites  de  Y  =  o  sont  d'ailleurs  +  irL  et  —  ftL',  si  +  L  et  —  L' 
désignent  celles  de  X  =  o.  ) 

352.  Ilésumons  ce  qui  vient  d'être  dit  : 
Pour  mettre  en  évidence  toutes  les  racines  réelles  incommen- 
surables d'une  équation  X  =  o,  il  faut 

1®.  Former  V équation  aux  carrés  des  différences j  Z  =  o; 

2°.  déterminer  la  limite  inférieure  -  des  racines  positives  de 

ù 

cette  dernière  équation  ;  si  cette  quantité  -.  est  plus  grande  que 

l'unité,  c'est  une  preuve  que  la  différence  entre  deux  racines 
réelles  quelconques  de  la  proposée  est  aussi  plus  grande  que 
l'unité;  des  lors,  la  substitution  des  nombres  entiers  consécutifs 
dans  la  proposée,  sufCt  pour  mettre  toutes  les  racines  réelles  en 

évidence;  3**.  mais  si  Ton  a  ^  ou  — y  <  i  »   on  remplace  — 

t        W  V 

inir  7,  h  étaul  le  DOiobrc  entier  iiuniûdiateuicut  supérieur  à 


\ 
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^IjttVonfaUx^s^  dans  la  proposée^  ce  qui  donn«  une 

êqnatioa  T  =  o,  dont  on  recherche  toutes  les  racines  réelles ^ 
d'après  la  métliode  exposée  dans  la  première  partie  de  ce  para* 
graphe. 

4^  Eo&n,  l'on  substitue  à  ^piaee  de  j  toutes  ses  valeurs  dans 

la  relation  x  =  *;  «/  l'on  obtient  aiiMi  toutes  les  racines  réelles 

de  la  proposée. 

JV,  B.  Observons  que  si ,  pour  mettre  tontes  les  racines  réelles 
de  X= o  en  évidence,  on  a  été  obligé  de  la  transformer  en  une 
autre-dont  les  racines  soient  t  fois  plus  grandes  que  celles  de  la 
proposée ,  ces  dernières,  sont  déjà  obtenues  à  une  Araction  pris. 

•T.  Gela  résulte  évidemment  de  la  relation  x  =s^» 
Jb  Je 

35^.  Appliquons  ces  principes  à  quelques  exemples. 
Soit  y  en  premier  lieu ,  l'équation 

or*  —  6x  —  7  =  o. 

Les  limites  supérieures  des  racines  positives  et  négatives  sonty 
comme  il  est  aisé  de  ^en  assurer,    +3,  — s. 

Or  y  en  substituant  les  nombres  +  3,-f>3>"f*'>^i  —  ^f'^^j 

on  trouve  pour  résultats,  +  a ,  —  1 1  ,  —  12,  —  7,  — 2,^3; 

et  l'on  voit  que  +  3  et  +  2  sont  les  seuls  nombres  qui  donnent 
deux  résultats  de  signes  contraires.  D'où  l'on  peut  conclure  que 
l'équation  a  une  seule  racine  réelle  et  deux  racines  imaginaires, 
ou  bien ,  que  ses  trois  racines  sont  réelles j  mais  que  leurs  diffé* 
rences  deux  à  deux  sont  moindres  que  V unité. 

Pour  faire  cesser  toute  incertitpde,  formons  l'équation  aus 
carrés  des  différences.  On  a  trouvetn®  289)  pour  cette  équation. 

Faisons,  dans  celte  équation ,  s  ==  -  ;  il  en  résulte 


V 
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1  qoG  t'on  peut  écrice  ainsi  : 

I 

si  visible  que  i^=ou  ^  -  donne  «n  résaltat  podtif  ; 

i  limite  supérieure  l  des  racines  positives  de  cette  équa- 
nt  plus  petite  que  l'unité,  la  quantité  correspondante 

I  ;  et  par  conséquent  les  différences  entre  Um  racinee 

le  la  proposée  sont  plus  grandes  que  VunUi.  D'ailleurs , 
Itution  des  nombres  naturels  dans  la  proposée  n'a  pro- 
an  seul  changement  de  signe;  donc  enfin  l'équation  pro- 
une  seule  racine  réelle j  qui  est  comprise  entre  2  et  3. 
Ions  la  partie  plus  petite  que  l'unité,  de  cette  racine,  par 
xle  de  Lagrange. 


r3. 


6x  —  7   ==  o. 


X  =    a   +1; 


y    =    I    donne  —  î*> 
=  a  .  ..  .  +  5i, 


sformée    n/  —  ^y  — M? 

y 
y 

y  =  •+y. 
.formée      5.y»-i5y-27/-  "  =». 

y  =s  8  donne  —  id3, 
y  =  9.  ...  —  n» 
y  =  10.  .  .  .  +ai9, 

y  =  9  "^^  y  ' 


-*• 


_*•  =  17  donne    —  1*43» 
^  y  =  18 +  »•>' 

BâpprodMD*  le»  éqwrtion» 

cs=a  + J" 

dont  les  réduite»  «ont-,  -,   j^.  ,^,» 

etla  dernière ,  ^,  con,ertîeen décimale.,  donne a.90o5po«r 

I  . 

la  Y&lci&r  06  j?  ■  JT^ 

^  ^M  le  n°  348  y  où  cette  équation  a  déjà  été  tri^tée  par  lyt 

— - —  méthode  de  Newton.) 

354*  Soit  pour  second  exemple^  l'équation 

\      Jxos  limites  supérieures  des  raeines  positives  et  négatives  sont 
-f  I  et  —  I. 

Faisant,  dans  cette  équation^  j(=-f-i^0y-— i,  on  trouve 

pour  résultats. +i,  — i, — 3j  la  substi- 

tu lion  ne  donne  lieu  qu'à  un  seul  changement  de  signe;  ainsi 
nous  devons  avoir  recours  à  l'équation  aux  carrés  des  diffè- 
nnces* 
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Si  Von  forme  cette  équation ,  soit  par  la  méthode  d'élimim- 
tîon  (fif*  290)^  soit  par  les  fonctions  symétriqiiS'X!^^  31^)»  on 
tBOOTe  ponr  résultat, 

fi4s»  —  «88«»  +  5a4s  —  8i  =  o, 

I 
Boions  «ca-:  il  en  résulte 
«^ 

8ii^— aa4i/»  4- 28&^  — 64  a  o, 

équation  qui  peut  être  mise  sous  la  forme 

Sti^(p  —  4)4"S2(9^— a)  =  o; 

et  il  est  facile  de  reconnaître  que  3  est  ^  en  nombres  entiers,  la 
limite  sup^ineure  la  plus  resserrée  des  racines  positives;  ainsi 

Remplaçant  1/3  par  le  nombre  entier  a ,  immédiatement  su- 
périeur, on  obtient  -  pour  la  quantité  moindre  que  la  plus  pô* 

tite  différei^ce  qui  puisse  exister  entre  les  racines  réelles  de  la 
proposée.  ,> 

*^  Faisons  donc,  conformément  k  la  règle  du  n^  35a ^  jr=-^ 

dans  la  proposée;  on  obtient 

J^  — 3y-.i=0 (3), 

équation  dont  toutes  les  racines  réelles  ont  entre  dles  uuq 
différence  plus  grande  que  l'unité. 

.  Les  limites  supérieures  des  racines  positives  et  négatives  étant 
dTaillours  +  s  et  — 2,  il  suffit  défaire,  dans  Féquation  (3)... 

j-  =  +  a,  +  i,o,— I,  — 2, 

ce  qui  donne  les  résultats.  • . .  +  ^•'^3,—  i ,  +i , — 3  ; 

on  obtient  évidemment  par  ces  substitutions  trois  cJiangemens 
de  signe.  Ainsi,  l'équation  (3)  a  trois  racines  réelles  ;  l'une 


«ïabordàf'éqnatJo 
*'oni  après  quoi  ] 

«Jans  la  relation 

«orrespondantes. 
^  trouvera  par , 

vont  l'équation 

«t  pour  l'équation   £ 

Ce»  valeurs  sont  exa 

»««re  en  évidence  Je 
d'fférence.  en)^  les 

JM'té,  ne  saurait  êtr, 
«es  racines  égales. 

,  ^^  f  et,  supposons 
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'    Bats  de  signes  contraires,  aussi  bien  que  deux  nombres  qui 

«-prendraient  une  seule  Ibis  cette  racine.  Observons  d'aîl- 

"*    ^^  que ,  l'équation  X  =  o  ayant  des  racines  égales ,  l'équa- 

>  ri*    aux  carrés  des  différences,  Z  =  o,  aurait  nécessairement 

vacines  égales  à  o;  et  alors  la  limite  inférieure  des  racines 

•î  tives  de  celte  dernière  équation  serait  o;  c'est-à-dire  qu'il 

^^t   drait  mettre  un  intervalle  nul  entre  deux  substitutions  ,  ce 

^   ^    serait  absurde. 

• /_^— oncluons  de  là  qu'avant  d'appliquer  la  méthode  du  n®  352, 
fBst  nécessaire  de  débarrasser  la  proposée  des  racines  égales 
t^î^i^dle  peut  avoir  {voyez  n®  296). 

356.  Seconde  remarque.  Ce  que  nous  venons  de  dire  sufEt 

>'Or  faire   sentir   combien  l'application  de  la  méthode  du 

4r  *   352,  à  des  équations  particulières,  est  laborieuse,  puis* 

4 ,  •i^elle  suppose ,  outre  la  recherche   des  racines  égales ,  la 

t»,  ttrxnation  de  Fcquation  aux  carrés  des  différences.  Or,  dès 

.     %ie  la  proposée  est  d'un  degré  supérieur  au  4*>  les  calculs 

1     Matifs  à  la  détermination  de  cette  dernière  équation  sont  im* 

tiraticables  par  leur  longueur.  Il  est  donc  à  propos  de  faire 

^«nnaitre  quelques  circonstances  dans  lesquelles  on  peut  éviter 

^^Om  ces  calculs. 

;^  .       1°.  Si,  en  substituant  les  nombres  0,1,  a.,..,  —  i,  —  2, 

^"^-^S compris  entre  +  L  et  —  L',  on  obtient  autant  do 

.^  ^^angcmens  de  signe  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  degré  de  la 
^  "proposée,  on  est  certain  (n**  34 1  )  que  toutes  les  racines  de 
inéquation  sont  réellasj  et  que  chacune  d'elles  a  une  partie 
.    entière  différente. 

2".  Il  peut  se  faire  que,  sans  connaître  les  racines  d'une 
équation,  l'on  sache,  à  priori j  combien  elle  doit  avoir  de  ra- 
cines réelles  (la  Triîi;onométric  en  offre  des  exemples).  Cela 
posé,  il  se  présente  deux  cas  : 

Ou  la  substitution  des  nombres  o,  i,  2....,  —  i,  — 2.,., 
donne  lieu  à  autant  de  changemens  de  signe  que  l'équation 
a  de  racines  réelles ,  dans  ce  cas,  toutes  les  racines,, réelles 
sont  encore  mises  en  évidence,  et  chacune  d'elles  a  une  partie 
entière  différente. 
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On  bien,  le  non^bre  des  changemeni  dé  signe  est  rtunndn 
quê  celui  dé$  racines  rémUtê.  Comme ,  dans  ce  cas,  on  est  ai- 
snré  d'avoir-  laissé  échapper  quelques  racines  dont  les  diiS- 
rences  sont  moindres  que  l'unité,  il  faut  tâcher  de  rendre  tm 
différences  plus  grandeSi  Pour  cela ,  on  £Biit  dans  la  proposéci 

or  ns*^ ,  ^  étant  une  indéterminée,  ce  qui  donne  la  trans- 
formée T  =3  o ,  dont  les  racines  sont  k  fois  plus  grandes  que 
celle»  de  la  proposée  (il  en  est  par  conséquent  de  'même  des 
différences).  On  donne  ensuite  à  k  diffiérenteS  TaUspus.  Soit, 
en  premier  lieu,  it=:s3;  substitnant  dans  Ysso  l|i  aérie  des 
nombres  naturels,  on  voit  si  le  nombre  des  changemens  de 
signe  devient  égal  au  nombre  des  racines  réelles  que  l'on  sait 
devoir  exi^r  dans  la  proposée.  Si  l'hypothèse  i&  =  3  ne 
réussit  pas,  on  fait  lrc=4>  S-***!  jusqu'à  ce  qu'enfin  l'on 
objtienne  pour  la  transformée  correspondante  le  nombre  de 
changemens  de  signe  exigé  (^). 

iV.  B.  Il  faut  bien  observer  ici  qu'on  suppose  que  Véqua- 
tion  ne  puisse  pas  avoir  de  racines  égales,  à  moins  qu'cUes  ue 
soient  imaginaires. 

357.  Nous  terminerons  ce  paragraphe  par  l'exposîtioil  d'une 
méthode  pour  conpertir  en  fraction  continue  ^expression  cPune 
racine  de  d^rè  quelconque  d^un  nombre. 

Soit  P  un  nombre  absolu  dont  il  faut  extraire  la  racine  i»"**. 

Si  l'on  pose  Çt  =  x,  il  en  résulte  a:"—  P=o,  équa- 
tion qui  n'a  évidemment  qu'une  seule  racine  réelle  et  positive, 
£n  lui  appliquant  la  méthode  de  Lagrange,on  obtiendra  cette 
racine  sous  la  forme  d'une  fraction  continue,  qui  exprimera 
alors  la  racine  m^^'"*  demandée. 

Soit,  par  exemple,  V^ii  à  développer  en  fraction  continue. 
La  question  se  réduit  à  résoudre  l'équation     x*  —  1 1  s=  o. 


(*J  Fefm^on  Traité  do  Géométnt  analytiifie,  pour  la  détermination  H  n 
nombre  d«t  tncincs  it'ellcs  d'une  cqnalion  par  dei  inlcrtcctiott»  de  coiirb«»« 
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:  Comme  en  faisant  xp^  a  et  x^  S.dani  lerpreipetaieiiiibre, 
on  èi^ent  deux  résaltats  de  s^çs  contrai^es^i«-3  eï  «{s  16,  il 
s'ejQi|iiit  que  la  racinç  est-comprite  entre  a  et  3. 

Faisons  donc    a:  =  2  +  -;  *  il  vieift  pour 

!'•  tratisformée,  3^  —  lOiy*  —  Bj'  —  i  r=  o, 

ouUen^    •  3^j(:K  —  4)  ~  %  —  i  =  o; 

*"  y  =  4  donne  •—  aS, 

«Pbii  '    >•  =  4  +'^> 

a«  transformée,   i5/*  —  4iy*  —  a|^'  -^      3  =:  o, 
otibien,  yi[i%*^^-42)  — ^Z  —      3  =  o; 

y  es  3.. ..•  !..•..  -^  222, 

3*  transformiç^    ^dJ^^^jà^lf''^  -r^^^l^    t^  mé, 
oa    '  •      y%ig)l'.'~t4?|8)— lo»^*'*^ 'àS  ==  oj 

.  '   y  t=t* 7. . . • . •«^(•^^•.é .  +  444f 

d'oi  ^      ./=6  +  -l. 

^>. 

Ainsi  la  valeur  àex  a  pour  exj^ression, 

'■■   ..."  =»+ —  -         .A-     •• 

Lei*^atre  premières  réduites  étant 

2      9      20       129 

7'    ^'    7'   H' 


la  quatrièiKiç>  convertie  en  décimales  j  don 00  2»  2:^4  ^  <)|CK>i 

près,  puisque  l'pn  a  éviclemiiient     t^ht;  < • 

3 
Cette  valeur  de  V^i  i  est  un  peu  trop  forte. 

358.  Nous  indiquerons  à  cette  occasion  le  moyen  de  déve- 
lopper toute  espèce  àe  nombre  incommensurable  en  fraction 
continue.  Ce  moyen  suppose  que,  de  quelque  m^îère  que  ce 
soit  y  on  ait  la  possibilité  d'extraire  de  ce  nombre  la  partie 
entière  qui  s'y  trouve  contenue. 

Cela  posé ,  soit  A  le  nombre  proposé ,  et  désignons  par  a  si 
partie  entière.  Si  du  nombre  A  on  retranche  a  y  la  différence 

A  —  a  est  plus  petite  que  T unité  ^  donc  -r est  un  nombre 

plus  grand  que  l'unitp;  qui  peut  étne'^^igné  par  H. 


(De  la  relation    z =  B  ,     on  tire  d'ailleurs. 

^  A— a  ' 


=  «  +  !•) 


Soit  maintenant  b  la  partie  entière  de  B ,  partie  que  Ton  est 
censé  savoir  déterminer;  la  différence  B  •-<-  6  est  une  fraction, 

et  par  conséqucsit  1  ^  ■    ,  est  .un  nombre  plus  grand  que  Tunité, 

qui  peut  ètJ^e  désigné  par  C. 

TDe  la  relation    ^ — -  =  C ,    l'on  lire    B  =  6  +  - .  J 

Soit  encore  c  la  partie  entière  de  Ç  ;  la  différence  C  —  c  est 

une  fraction;  ainsi    r; est  un  nombre  plus   grand   que 

l'unité ,  qui  peut  être  représenté  par  D. 

(  La  relation  ^ =D    donne    C  =  c  +  f|.    J 

Et  ainsi  de  suite. 
Rapprochons  actuellement  les  équations 


N.      s 


^t 
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k=a4l\    ®  =  ^  +  C'    *^=^+D 


I  •> 


S43 


il  ea  résulte^    -^r^^' 


*  + 


'''*'D\Jp 


359.  La  métbode  exposée  enL  Airîthriiékîqae^  pour  le  dérelop- 
pement  en  fraction  continue  des  nombres  fractionnaires  corn- 
mensorables ,  est  on  cas  particulier  de  celle^i. 

£n  effets  soit  A=^^  par  exemple. 

Pour  extraire  la  partie  entière  contenue  dans  ce  nombre ,  il 

faut  effectuer  la  division,  ce  qui  |||pnQ%.aê=s  3  et  A  —  a  =  g-; 
d'où 


Opérant  sur  B  comme  on  a  opéré  sur  A.,  on  troure  &s=  i 
et    B-b=ê-i    d'où    5-i-E    oo    C=— . 

00  15  —  Ô  9 

Opérant  sur  G  comme  on  a  opéré  sur  A  et  B  ^*on  trouve  c^=  8 


et    C— .c  =  -;     d'où 
9 


ci;  -  ^=i- 


Opérant  enfin  sur  D  comme  on  a  opéré  sur  A ,  B,  G,  on  ob- 


tient    d=i     et     D.— d=^;    d'oi 


D— ci 
Ici  l'opération  s'arrête ,  et  Ton  obtient  enfin , 

I 


ou    E=8. 


A  =  3  + 


1  + 


8  + 


i  +  g. 


Geci  conduit  évidemment  au  procédé  établi  {Arith,  n**  167). 


4 
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36o.  1a  même  méthode  s'applique  aux  imUionnelleê  do  se- 
cond d^é;  mais  il  faat  y  joindre  les  transformations  indi- 
quées n°  9I• 
Soit,par  exemple,  A=^/6. 
11  est  évident  d'abord  que  ce  nombre  est  compris  entre  a  et 

3;  ainsi,  l'on  a  asaa;    d'oà    A— a=V/6— a,    et        ^ 

Pour  obtenir  la  partie  entière  contenue  dans  B,  obsenrons 
que  l'on  peut  (n**  91)  multiplier  les  d^ux  termes  de      ^        par 

|/6  -f-  a,  ce  qui  donne  B  =  ^ .   Or,  le  numérateur  de 

cette  expression  est  9ridenm|ent  égal  à  4  plus  une  fraction; 
donc,  la  partie  entière  de  B,  ou  6  =  2,  et  par  conséquent, 

B  — 6  =  -2^ • 2  =  -i^ ;     d'oii     = r,     ou.... 

a  a  B  — A' 


V6— a' 

Opérons  maintenant  sur  C  comme  on  a  opéré  sur  B  ;  ïl  yient 

C=î^i^-iHi;ou  bien,  C=  \/6  +  2.  La  parUe  entière  de 
a 

ce  nombre  est  égale  k  Z^,  et  l'on  a  c  =  4>  d'oii 

C  — c=  V^6-(-a  — 4=  V^  —  ^f  ®^  P*r  conséquent,  -; — — 

G— "C 


ouD  =  - 


V6  — 2' 

Sans  aller  plus  loin,  observons  que  cette  expression  de  D 
est  identique  avec  celle  de  B;  donc,  puisque  l'on  a  trouvé 

B  =  a4-^  et  C==4+YT>  on  obtiendra  de  méme,D  =  a-t-=^» 
E=4  +  -pi  et  ainsi  de  suite. 
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Donc  enfin,     |/6=a^ 


a  + 


44.-^ 


3  +  ' 


4+.... 

A  ]Mrtir  de  la  troisième  fraction  intégrante ,  le$  dinomùiatéun 
M  répètent  pèrUxUqtunuat  de  deux  en  denx. 
On  trouverait ,  d'après  le  même  procédé, 


Va  =  i-( y/b^z  + 


a  +  -^  4  + 


""^ 4+. 


TouB  les  nombres  irrationneh  du  second  degré  jouissent  de 
cette  proprijété  curieuse,  de  donner  naissance  à  des  fractions 
continués  périodiques.  Nous  ne  pouvons  en  donner  ici  la  dé*  ' 
monstratîony  parce  qu'elle  dépend  de  Vanalyse  indéterminée  du 
second  degré j  pour  laquelle  nous  avons  déjà  (n^  14^)  reilifOy& 
à  la  Théorie  des  Nombres  j  de  Legendre. 

La  réciproque  est  vraie  aussi,  c'est-à-dire  que  toute  fraction" 
continue  périodique  appartierU  à  un  nombre  irradonrtel  du  se- 
t    eond  degré. 

§  IV.  Suite  de  rÉlimmation. 

36i.  Apres  avoir  fait  oonnaitre  les  differens  moyens  de  résoudre 
(du  moins  en  nombres  réels)  les  équations  d'un  degré  quel- 
conque à' une  seule  inconnue,  il  convient  de  s'occuper  de  la 
résolution  des  équations  à  plusieurs  inconnues. 

Lorsque  le  nombre  des  équations  proposées  est  égal  à  celui 
des  inconnues,  elles  n'admettent,  eu  général,  qu'un  nombre 
limité  de  systèmes  de  valeurs  pour  ces  inconnues.  Or,  la  déter- 
mination complète  de  tous  ces  systèmes  constitue  le  problème 
général  de  Vilimination. 

Noué  avons  déjà  exposé  (n^  282  et  sYiivaos)  une  parllc  de  ce 

35 
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problème,  colle  qui  a  pour  objet  ào.  former  V équation  fincde , 
cest-a-dircuae  équation,  fonction  d'une  seule  des  inconnues, 
qui  donne  toutes  les  yaleurs  de  cette  inconnue,  propres  à  véri- 
fier  les  équations  proposées,  en  même  temps  que  certaines  va- 
leurs des  autres  inconnues. 

La  seconiîc  partie  consiste  à  rèaoudre  l'équation  finale  et  à 
déterminer  les  valeurs  des  autres  inconnues ^  correspondantes  à 
celles  de  l'inconnue  qui  entre  dans  cette  équation. 

Nous  considérerons  plus  particulièrement  ici  le  cas  de  deux 
équations  à  deux  iticonnues* 

362.  Avant  d'entrer  danf  tous  les  détails  relatifs  à  la  seconde 
partie  de  Félimination ,  il  est  nécessaire  de  rerenir  sur  la  ma- 
nière dont  on  forme  Péqnation  fmale. 

Lorsqu'on  emploie  la  méthode  par  le  commun  diviseur ,  pour 
éliminer  l'une  àe»  inconnues,  on  parvient  bien  &  une  équation 
qui  renferme  toutes  les  valeurs  convenables  de  l'antre  inconnue  ; 
mais  cette  équation  contient  aussi  généralement  des  valeurs 
étrangères  ;  c'est  ce  que  nous  nous  proposons  de  faire  voir  ac- 
tnf^llcmcnt. 

(Pour  abréger,  nous  conviendrons  d'appeler  solution  de  deux 
équations  en  a;  et  j^,  tout  système  de  valeurs  de  x  et  ^  qui, 
substituées  dans  ces  équations  ,  y  satisfont  ,  c'est-à-dîre  qui 
rendent  les  premiers  membres  identiquement  nuls.) 

363.  Soient  donc  deux  équations  d'un  degré  quelconque ,  A=ro^ 
B-rro;  et,  après  avoir  ordonné  les  premiers  membres  par  rap- 
port h  Xf  par  exemple,  appliquons- leur  le  'procédé  du  plus 
grand  commun  diviseur,  avec  les  modifications  qui  ont  pour 
objet  de  rendre  les  qnotiens  et  les  restes  entiers.  (Nous^ suppose- 
rons d'ailleurs,  pour  le  moment,  que  dans  le  cours  du  calcul, 
on  ne  supprime  aucun  facteur  fonction  de  y;  car  on  verra 
plus  tard  que  ces  facteurs  égalés  à  o,  peuvent  donner  des  va- 
leurs convenables.) 

Désignons  par  a ,  a',  a', ... .  les  difierens  facteurs' introduits  ; 
ces  facteurs  étant,  en  gCàéral,  des  fonctions  dey\  soient  en 
outre,  Q,  Q',  Q",. . . .  R,  R',  B*^,, ...  les  qnotiens  et  les  restes 
successifs. 
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1m  série  des  opérations  donnera  lieu  aux  identités  suivantes , 


aA  =  BQ  +R (i), 

fl'BrrrRQ'+R'.  .   .   .    (2),  ^ 

a''Ra*:R'Q''  +  R'' (3), 


aC-)RC— )  =  R(— )QC»)-|.RC«)  .....(„); 

(R^*^  est  supposé  le  reste  indépendant  de  x  et  fonction  de  y 
seulement.) 

Cela  posé»  Pidentité  (i)  fait  Toir  que  toute  solution  (n®  862) 
iUi  système  [A=o,  Brro]»  satisfait  nécessairement  à  R  r=  o; 
car  a  et  Q  étant  des  polynômes  entiers  en  x  et  y,  ne  peuvent 
dcTenir  infinis  pour  des  râleurs  particulières  attribuées  à  x  eiy. 
Ainsi  les  solutions  du  système  [A=:o,  B:=o]  conviennent  au 
système  [B=o,  R=o]. 

L'identité  (2)  prouve  également  que  toute  solution  du  sys- 
tème [B  =  0,  R  =0]  y  satisfait  à  R'=io;  dfoù  Ton  peut  conclure 
que  les  solutions  du  système  [jL^=.Oy  B  s=  o]  oonviennent 
encore  au  système  [R  =0 ,  R^=  o]. 

L'identité  (3)  démontre  que  toute  solution  du  système  [Re=  o  1 
R's=:o]  satisfaite  R'=  o.  Donc,  les  solutions  de  [A=so»  B=o] 
conTÎennent  au  nouveau  système  [R'=o»  R^sso].  Et  ainsi 
de  suite. 

D'où  il  suit  enfm,  que  toutes  les  solutions  du  système  pro^ 
posé  [A  =20  y  Bi±3o]  se  trouvent  nécessairement  comprises  dans 
le  dernier  système  [R^«-0  =  o,  RWsss  o]. 

Ainsi  l'équation  R^"^  =3  o  renferme  toutes  les  videurs  eonve*^ 
nobles  de  y. 

Je  dis  maintenant  qu'elle  peut  renfermer  des  râleurs  ét/an- 
gères. 

Pour  cela ,  reprenons  les  identités  (i) ,  (2) ,  (3) (»), 

On  reconnaît^  par  l'identité  (i)  que  toute  solution  du  sys- 
tème fB  =  o,R=o]y  satisfait  à  aAssso.  Or»  cette  dernière 
équation  se  divise  en  deux  autres^  asaso  et  A  =  o;  d'où  il  suit 

55., 
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que  les  solulions  <1e[B^0;  R?=:o]  comprennent  non-aeale- 
ment 'les  solutions  du  système  proposé  [^A  =  Oy  B=:o]y  mais 
encore  toutes  les  solutions  du  système  [a  =  0|  B==o]. 

De  même,  à  cause  de  l'identité  (a) ,  toute  solution  de  [R=o, 
tl'=  o3> satisfi^ît  à  a'B  =o,  qui  peut  être  décomposée  en  deoi 
autres  équations  a'  =  o  et  B  =  o  ^  donc  ,  les  solutions 
de  [Rrrro,  R'zrro]  comprennent  les  solutions  du  système 
[B  =  o,  R :^  o] ,  et  celles  du  s}'stème  [a!  =  o  ,  R  =  o  ].  Mais 
on  vient  de  voir  que  le  système  [B  =  o,  R;=o],  renferme 
déjà  toutes  les  solutions  des  deux  systèmes  []Aj=  o ,  B  =  o] 
rt  [a=o,  B=o].  Donc,  le  système  [R=o,  R'=o],  ren- 
ferme toutes  les  solutions  des  trois  systèmes 

[A  =  o,  Bsso],  [a  =  o,  B=o],  [a'=o,  R  =  o]. 

En  continuant  ces  raisonnemens  on  verra  que  le  dernier 
système  d'éijuatîons[RC«~0=o,R^O=o]  comprend  non-seule- 
lucnt  toutes  les  solutions  du  système  proposé  [A  =  o ,  B=:  o], 
ïuais  encore  toutes  les  solutions  des  systèmes 

[a  —  o,  B=o],  [a'z=zo,  R=o] [aC«)=  o,  RC—0  =  o]. 

364.  Si  l'on  était  certain  qu'en  substituant  dans  réquation 
B  =0  y  chacune  des  valeurs  f\^y  que  donne  a  =  o ,  on  pût  tirer  \ 
du  résultat  de  cette  substitution ,  une  oti  plusieurs  valeurs  do  or, 
toutes  les  solutions  qu'on  obtiendrait  ainsi ,  se  trouveraient  dans 
QRC»-*)  =s  o ,  R" =0]  et  seraient  étrangères  è  [A  =5  o ,  B= o] . 
Dès  lors ,  pour  débarrasser  R^"^  e=  o  t\ie&  valeurs  de  y  corres- 
pondantes it  ces  solutions  étrangères,  il  sufTirçiit  de  diviser  RC*) 
par  a,  qui,  comme  on  l'ar  déjà  vu ,  n'est  fonction  que  de  y. 

Même  raisonnement  par  rapport  aux  autres  facteurs  a'^a".,,^ 
introduits  dans  le  cours  du  calcul* 

Il  suit  de  là  que,  si  Von  divisait  hf-"^  par  le  produit 

a  X  a'  X  a" ....  X  a^*),  le  quotient  résultant  égalé  à  Oj  serait 
la  véritable  équation fuiaU. 

Mais  il  n'eu  est  pas  toujours  ainsi,  parce  que  telle  valeur  de     { 
y,  tirée  de  a  cz^o^  laquelle,  dans  tous  les  cas,  doit  anéantir  le 
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ooelficieiit  du  premier  terme  de  B,  peut  aussi  anéantir  les  cot;f' 
flciens  des  puissances  inférieures  de x jusqu'à  la  première  in- 
o'usivemeDt;  et  dans  ce  cas,  il  n'y  aurait  aucune  valeur  de  x 
correspondante. 

365.  UeiLemple  suivant  éclaircira  ce  que  nous  venons  de 
,  dire. 

Soit  proposé  d'éliminer  entre  les  deux  équations 

yx«— syx— y +2= o (o,    . 

iy'—3y+^)x'+(^-i)^—3y+i=o...  (2). 

Pour  éliminer  x  entre  ces  deux  équations,  il  faut,  en  prenant 
le  polynôme  (i)  pour  dividende,  et  le  polynôme  (2}  pour  divi  • 
seur,  il  faut,  dis-je,  multiplier  (i)  parle  facteur  jr* — 3y  +  2, 
coeOicient  du  premier  terme  du  dÎTÎseur. 

Cette  préparation  faite ,  on  effectue  la  division ,  ce  qui  douuo 
pour  reste , 

(— 3/H-8j^— 5/)a:+2y*+2/— 6y  +  4 (3). 

Prenons  maintenant  le  polynôme  {a)  pour  dividende  et  le 
reste  (3)  pour  diviseur. 

G>mme  le  coefficient  du  premier  terme  de  ce  reste,  savoir  : 

revient  à  —    fi^f—Sy^S), 

ou  bien  encore,  à        —  y'(  y  —  i)  i^y  —  5) , 

et  que  le  cocflicient  du  premier  terme  du  polynôme  (a),  savoir  * 

y  — 3y+a, 
peut  sa  décomposer  en  {y  —  i)  iy  —  ^)  > 

il  s'ensuit  que,  pour  obtenir  des  quotiens  et  des  restes  entiers, 
il  suffit  de  multiplier  le  polynôme  (2)  par^*(  j^  —  OC^J' — 5)?. 
Effectuant  cette  multiplication,  puis  la  division  du  poly- 
nôme (2)  ainsi  préparé,  par  le  reste  (3),  on  obtient  un  ctr- 
tain  quotient  qu'il  est  inutile  d'écrire  ici  ;  et  le  dernier  restc^ 
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c*€st-«-dire  le  polynoone  indépendant  de  x,  égalé  k  o,  donne 

+  3Ôy*  — a^y'   -f  i2qy*— iiay +32 ( 

Voyons  maintenant  quels  peoTent  être  les  facteurs  étrangers 
renfermés  dans  cette  équation. 

1^  Comme  on  a  multiplié  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (  I  )  par  le  facteur  y*  —  3y  •+•  a  ,  qui,  étant  décom- 
posé >  rerient  à  {y  —  i)  (j^*^a)|il  s^ensuit  que  l'équation 
(4)  peut  contenir  comme  fRctenrs  étrangers  les  deux  binômes 
y  —  I  et  y  —  a. 

Cependant  >  il  est  aisé  de  vérifier  que  cette  équation  n'est  ps 
satisfaite  par  ^  =  i  »  majs  qu'elle  l'est  par  jf  ss  a  ;  le  quotient 
de  la  division  par^  —  a  est  exact  et  égal  à 

a^y  — 8ay  +5oy—  lay^  +4'^ —  '^y*  — 6y' 
-36^+48^  — i6 •..(5). 

Pour  comprendre  comment  le  facteur  j^  —  i  ne  fait  pas 
partie  du  polynome(4) ,  il  suffit  d'observer  que,  si  l'on  fait  y=  i 
dans  l'équation  (a)  y  toutes  les  puissances  de  x  disparaissent ,  et 
alors  il  n'en  résulte  aucune  valeur  correspondante  pour  x. 

Au  contraire  y  soit  posé  ^=  a  dans  l'équation  (a);  elle  se 
réduit  k  x — 5=o,  d'où  x=a5;  c^est-à-dire  que  les  deux 
équations 

y  — 3jr  +  a=o, 
et  (j'*  — 3:r  +  a)x*+(jf  — i)x— 3^+i=o, 

adn^ettent  ^ur  solution  wiiqiUj  les  valeurs  x=  5  et  j^=sa. 

L'équation  (4)  doit  donc  contenir  le  facteur  y — a»  qui 
cori*espond  k  cette  solution ,  mais  ne  peut  renfermer  le  facteur 
j  -—  I ,  auquel  né  répond  aucune  solution, 

a^'.  Dans  la  seconde  opérati^w  principale ,  pour  rendre  la  di- 
vision possible ,  on  a  introduit  le  facteur  y^  (^— î)  (3^—5)% 

Mais  il  est  facile  de  reoonnaitre  qu'aucun  des  facteurs  sim- 
plea,  dont  se  compose  ce  produit  i  ne  peut  entrer  dans  l'éqoa* 
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tion   finale  ;  car   en  faisant  ^"=0,   ou^=i,   ou  y:='T, 

clans  le  reste  (3)  égalé  à  o,  la  partie  aflcctéc  de  x  disparaît, 
et  il  n'en  résultn  aucune  valeur  pour  x. 

En  général,  Fintroduction  du  fadeur  a^»)  (n*»  363)  dans  le 
reste  qui  précède  le  reste  du  i*'  degré,  n"*  influe  Jamais  sur 
l'équation  futaie  ,  parce  que  les  valeurs  de  y^  tirées  de  ce  fac- 
teur égalé  à  zéro ,  réduisent  le  reste  du  premier  degré  à  une 
quantité  numérique  ;  donc  il  ne  peut  y  avoir  aucune  valeur  de 
X  correspondante. 

Traitons  encore  le  même  exemple ,  en  prenant  le  poljnonic 
(2)  pour  dividende  et  le  polynôme  (1)  pour  diviseur. 

Il  faut  pour  cela  multiplier  (2)  par  y^,  coeflicient  du  premier 
terme  de  (i). 

Cela  fait,  on  effectue  la  division»  ce  qui  donne  uu  certain 
quotient  et  un  reste  du  premier  degré ,  savoir  : 

(3/-8y*+5y»)»-2r»-2r'+ey-4 (6). 

Prenons  à  son  tour  le  polynôme  (i)  pour  dividende  et  le 
re&ie  (6)  pour  diviseur. 

Comme  le  coefficient  du  premier  terme  de  op  reste  revient  6 

ou  bien,  à  J^  (  J'  —  0  (3y  — 5), 

et  que  le  coefficient  du  premier  terme  de  (i)  est^^,  il  suffit  de 
multiplier  (  1  )  par  y^{y  —  i)*  {Zy  —  Sy. 

Après  cf^tte  préparation ,  on  effectue  la  division,  et  Pon  ob- 
tient pour  reste  indépendant  de  x, 

2^y9  —  82y  +  5oy  —  i7y^  +  4»y*—  »8y 

_6y3-.36y«  +  48y  -16, 

résultat  identique  avec  le  quotient  (5)  qu'on  avait  obtenu  en 
divisant  le  reste  (4)  par  le  facteur  y  —  a. 

Ici ,  aucun  des  facteurs  introduits  dans  le  cours  du  calcul 
ne  se  retrouve  daos  l'équation  finale  ^  et  la  raison  en  est  que  le 


55ll  OOMPiJmWT  PE  L'iLnUMATIOlf. 

Acteur  y^^  par  lequel  on  a  multiplié  (2)1  étant  égalé  i  Op 
le  diviseur  (i)  se  réduit  à  une  quantité  indépendante  de  x; 
par  conséquent ,  il  n'y  a  aucune  valeur  de  x  qui  corresponde  à 

366.  Si  Ton  a  bien  compris  ce  qui  s'est  passé  dans  l'exemple 
précédent,  on  entendra  aussi  facilement  ul  bAoue  sunrANTiy 
pour  débarrasser  F  équation  finale  desjacteurs  étrangers  qu'elle 
peut  renfermer: 

Désignons  par  F(^)  l'un  quelconque  àes  Acteurs  introduits 
dans  le  cours  du  calcul ,  et  par 

le  reste-diviseur  qui  lui  correspond;  en  sorte  que  les  fikcCeurs 
simples  de  F(j^)  soient  des  facteurs  du  coefficient  b. 

Premièrement ,  si,  comme  cela  arrive  le  plus  souvent,  F(j') 
est  immédiatement  dccomposable  en  facteurs  simples ,  on  égale 
chacun  d*eux  ào  y  et  Von  en  tire  une  valeur  de  j, 

Lorsqu'aucune  de  ces  valeurs  n'anéantit  h  la  fois  tous  les  ooef- 
fîcîens  bf  Cf<L\„,  jusqu'à  t  inclusivement,  on  est  certain  que 
F(j^)  se  trouve  tout  entier  dans  l'équation  finale,  et  l*on  divise 
alors  le  premier  membre  de  cette  équation  pcar  ce  facteur^ 
comme  étant  étranger. 

6i  une  ou  plusieurs  valeurs  anéantissent  à  la  fois  6*  c, 
d,..tf  (es  facteurs  simples  correspondans  ne  se  retrouvent  )>as 
dans  l'équation  finale ,  qui  ne  renferme  de  facteurs  étrangers 
provenant  de  F(^) ,  que  les  facteurs  simples  dont  les  valeurs  ne 
rendent  pas  nulles  à  la  fois  6,  c,  d,,..t.  On  divise  alors  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  finale  pçw  le  produit  de  ces  derniers 
facteurs. 

Secondement^  si  l'équation  F(jr)=o,  ne  peut  pas  être 
immédiatement  résolue,  ce  qui  arrive ,  par  exemple,  dans  le 
cas  où  le  coefficient  6  est  du  3*  degré  ou  d'un  degré  sup<:rîeur, 
on  recherche  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  F(y  )  et  tous 
les  coefficiens  hj  c^  d....t  (voyez  n^  262).  Si  l'on  n'en  trouve 
pas,  on  peut  encore  regarder  comme  certain  que  F{y)  se 
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troave  tout  entier  dans  Téquation  finale,  et  on  la  débarrasse  de 
es  facteur. 

Mais  s'il  en  existe  un ,  soit  F'Cf )  ce  facteur  commun ,  on 
divise  F(j)par  F'(y),  ce  qui  donne  le  (juotîent  V(y),  qui  est 
alors  le  seul  facteur  étranger  [provenant  de  Fini  réduction  du 
facteur  F(j^)3  que  comprend  l'équation  finale.  Donc  il  faut  di^ 
ifisêr  le  premier  membre  de  cetie  équation  par  F*Qy). 

Ce  raisonnement  s'appliquerait  à  tout  autre  facteur  introduit. 

(Nous  n'examinerons  pas  ici  le  cas  oii  le  facteur  commun  à 
bfCf  d,.,,i,8e  trouverait  aussi  dans  u\  c'est  une  circonstance 
pour  laquelle  nous  renroyons  aux  n*^  879  et  382). 

On  voit  donc  qu'il  est  toujours  possible  de  débarrasser  Pé- 
quation  finale  des  facteurs  étrangers  .qu'elle  peut  renfermer,  et 
cela,  sans  supposer  connue  aucune  d^  méthodes  pour  résoudre 
une  équation  k  une  seule  inconnue  (voyez  n^  a85). 

367.  Première  remarque,  La  méthode  d'élimination  par  le 
commun  diviseur,  appliquée  k  deux  équation^  du  second  de- 
gré en  X  et  y^  conduit  toujours  à  la  véritable  équation  finale. 

En  effet I  on  a  vu  (n®  116)  que  deux  équations  de  cette  es* 
pècc  peuvent  être  ramenées  à  la  forme 

œ^-i-bx  +  cssiOy    etaV  +  y«  +  c^  =  o; 

a  et  à'  étant  des  quantités  numériques. 

Cela  posé,  la  première  préparation  k  faire  subir  à  l'un  des 
polynômes,  se  réduisant  à  l'introduction  d'un  facteur  numé- 
rique, ne  peut  influer  sur  l'équation  finale.  Quant  k  la  seconde , 
qui  consiste  à  multiplier  l'un  des  polynômes  proposés  par  la 
seconde  puissance  du  coefiicient  de  x  dans  le  reste  du  i*'  degré 
nTx  -f-  b'  y  nous  ayons  déjà  prouvé  (n®  365)  que  ce  facteur  in- 
troduit ne  pouvait  entrer  dans  l'équation  finale. 

Tl  en  est  de  même  toutes  les  fois  que  l'une  des  équations  pro- 
posées est  du  second  degré  en  x  (quel  que  soit  d'ailleurs  le 
d^é  en  y) ,  pourvu  que  le  coefiicient  de  x*  soit  une  quantité 
numérique. 

368.  Seconde  remarque.  Le  degré  de  l'équation  finale  à  la- 
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quelle  on  parvienl,  fait  loaveat  reoaniiàître  la  finbetice  ilei 
facteurs  étrangers.  En  eiïeïj  on  a  ilcmontré  (n°  3^5)  que  k 
degré  dé  féqualinn  finale  ne  saurait  surpa^ëêr  le  pradiêii  dn 
degrés  des  deux  équaiions  proposées.  Si  doeio  l^on  {larvieat  à 
une  équation  d'un  degré  plus  élevé,  on  est  certain  qu'iJ  j  t 
des  valeurs  étrangères;  Maïs  de  ce  que  le  degré  est  précisa- 
ment  égal  au  produit  des  degrés  des  deux  équations  i  on  ne 
peut  pas  condnre  qu'il  n'y  a  pas  de  valeurs  étrangières  ;  car  la 
véritable  équation  finale  est  quelquefois  moindre  que  le  pro- 
duit des  deux  degrés.  Il  peut  même  arriver  que  le  degré  soit 
fmlj  c^est-à-dlre  qu'il  n'y  ait  pas  d'équation  finale  {voymt  le 

«•374). 

En  générali  le  degré  de  f équation JuuUe  eêtégal  au  nombre 
DBS  souiTiONS  doni  les  équation$  sont  mtecepHblee. 

369.  Passons  actuellement  à  la  détermination  de  toue  tes  efs- 
tèinea  de  valeurs  propres  à  vérifier  deux  équations  données: 
Soientj  pour  premier  exemple,  les  deux  équations 

^*»— 3x+  ii=o (i), 

Cy*— i)x»  +  x  — a  =  o (a). 

Après  avoir  introduit  dans  le  polynôme  (i)  le  facteur.  • . . 

{y —  i)*9  on  effectue  la  division,  et  Ton  trouve  pour  premier 

reste , 

Cy'-1y  +  3)*— ^•+4y-i.-..(3). 

Multipliant  éftii«itè  le  polynôme  (a)  par  Ct*  — Sy  +  S)* 
et  divisant  le  résultat  par  le  reste  (3),  on  obtient  pour  le  resle 
fonction  de  y  seulement, 

y^—  ioy4  +  37/  —  64y*  +  Say  —  16. . . .  (4). 

Gomme  pour  effectuer  la  première  opération ,  on  a  été  obligé 
d'introduire  le  facteur  {y — i)*,  et  que  y=  i,  substitué  daus 
l'équation  (2),  donne  «==2,  il  s'ensuit  que  ce  facteur  doit  en- 
trer comme  étranger ^  dans  le  polynôme  (4)- 

Divisons  donc  ce  polynôme  par  {y —  i)*î  il  vient  pour  ré- 
sultat, 
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y-8y*  +  2oy-i6  =  o....   (5), 

équation  qui  est  la  véritable  équation  finale.  Si  l'on  applique 
à  cette  équation  la  méthode  des  racines  conimensurables,  on 
trooTC  pour  racines,    y:=z,%^y  =  a,ysal^ 

Pour  obtenir  les  trois  valeurs  de  x  correspondantes»  il  faut, 
comme  on  Ta  vu  (n^  285) ,  substituer  chacune  de  ces  valeurs 
daiu  le  reste  du  premier  degré,  et  Ton  obtient  xss  i,  x=  i 
X  =s  —  I  ;  c'est-à-dire  que  les  équations  proposées  admettent 
iroia  solutions,  dont  deux  sont  éffàes  à  (x=i,^=5a);etla 
troisieme'êst  (x  =5s  t—  i ,  j'  =  4)« 

En  effet,  supposons  dans  les  équations  (i)  et  (a),y  2:2;  il  vient 

2x' — Sx+i     et    ar*  +  a:  — 2, 

polynômes  qui ,  comme  il  est  aisé  de  s'en  assurer,  admettent  le 
commun  diviseur  x— - 1. 

Pareillement,  ^  =  4  substitué  dans  (i)  et  (2),  donne 

4x'— 3x+i    et    3jc^+x  —  2, 

qui  admettent  le  commun  diviseur  x  +  u 

370.  Soient  encore  les  deux  équations 

^— (3y— Sjx'+CSy-ey— i)a>:y+3y*+y— »=o.. .  .  (i) 

X*  +(ay+^)x+y+/iy+3=o : (2) 

En  appliquant  le  procédé  ordinaire ,  on  obtient  pour  reste  du 
premier  degré, 

(3y+^)x  +  y»H-6y*  +  5^ (3), 

et  pour  reste  indépendant  de  x, 

y^  +  3y*+/  — 3y-2y  =  o (4).^ 

Cest  la  véritable  équation  finals  ;  car,  d'après  ce  qui  a  été  dit 
n*  367,  l'équation  (2)  étant  du  second  degré,  et  le  coefiicieni 
de  x^  étant  numérique,  l'introduction  d'un  facteur-dans  le  cour^ 
du  calcul,  ne  change  rien  a  l'équatiofi  finale. 
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Cela  potéy  sî  fon  rcs<»uî  requ0tioti  (4)j  on  recaonail  fâcilc- 
nicnt  qu'elle  peut  élrc  mbe  ious  la  forme 

:)'•  Cy  + 1  j*(y  —  0  Cy +^)  =  o- 

Considérons  d^abord  les  deux  Talêura  de^  qui  u'eaireniqu^uiie 
fois  dans  cette  équation.  ' 

En  faisant  ^=  i  dans  le  resie  (3)  et  égalant  ce  reste  à  û, 
on  trouve  6r  +  i  a  :=  o,  d*ou  Ton  déduit  x  =  ^ —  a  j  c'est-à-dire 
que  le  facteur  x  +  ^  devient  commun  aux  deux  proposées. 

Substituant  de  même  j^  =  —•  a  dans  le  reste  (3),  on  obtient 
6r  +  6  =  o ,  d'où  a:  =  —  i  j  donc,  a:  +  i  devient  divûeur 
comman  des  deux  équations. 

Mais  si  l'on  porte  jr  =  o  dans  le  reste  (3),  tous  les  termes 
de  ce  reste  disparaissent \  c'est-i-dire  que  l'on  trbnTe  o. x s=  o , 

d'oàx  =  -- 
o 

Pour  expliquer  cette  circonstance  >  il  faut  observer  que  riij- 
potbëse  y^=o  rendant  ntd  le  reste  du  premier  degré  en  x,  il 
est  à  prÀiumer  que  c^est  le  reste  du  second  degré  qui  devient 
dlifineur  exact  des  deux  polynômes.  £n  effet ,  remontons  à  ce 
reste  du  second  degré»  c'est-à-dire  à  l'éqoalton  (%)\  il  vient, 
par  la  substitution  de  y  =  o, 

^  x*  +  4r  +  3. 

Posant  de  même  ^  s=  o  dans  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (i)>  on  trouve 

jJ+Sx»  — a— 3. 

Or ,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  ce  dernier  polynôme  est  divi- 
sible par  le  précédent,  et  donne  pour  quotient  x— - 1. 
De  l'équation  x*  +  4^  +  3  =o,  on  tire  d'ailleurs 

x  =  — I,     x  =  — 3; 

et  ce  sont  les  deux  valeurs  de  x  correspondantes  à^*  =  o. 
11  reste  encore  à  considérer  la  valeur  j^  =  —  i.  L'hypotlièsa 
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y  =— -  I ,  introduite  dans  le  reste  (3),  anéantit  encore  tous  les 

termes,  c'est-à-dire  que  l'on  trouve  o.xsso.  d'où  x^=t-* 

o 

Mais  si  l'on  remonte  au  diviseur  du  second  degré,  on  à  l'é- 
quation (a)f  il  vient  par  la  substitution  de  ^  =  —  i , 

x*  +  ar=!0, 
d*ok  l'on  tire  x  =  o ,    x  =  •^*-  a. 

La  même  valeur  y  =  -*  i  reportée  dans  (i),  la  réduit  à 
x5  +  6x*  +  8x==o, 

dont  le  premier  membre  est  divisible  par  x*  +  ^x,  et  donne 
pour  quotient  x  +  4' 

Récapitulant  ce  qui  vient  d'être  dit,  cm  trouve,  pour  les  so- 
lutions  des  équations  proposées, 

y  —        i>         a,         o,         o,  —  1,  —  I, 
X  =  —  2,  —  1,  —  1,  —  3,      ^  o,  —  a. 

3'ji.  N.  B.  II  est  à  rtmarquer  ici ,  t**.  que  le  nombre  de  êolw 
iions  est  égal  au  produit  dtfs  âfSf^és  àts  équations^  a^.  que  chà^ 
hune  des  valeurs  de  y,  k  laiJiMlle  il  corres^nd  deux  valeurs 
de  X /  entre  deux  fois  dans  l'équation  finale. 

Ce  résultat  est  conforme  à  ce  que  nous  avons  dit  n^  368,  sa- 
voir, que  le  d^ré  de  Téq nation  finale  doit  être  égal  au  nombre 
des  soluùiona  de  la  question. 

872.  Le  cas  particulier  que  nous  venons  d'examiner  étant  Pun 
des  plus  importans  de  l'élimination,  nous  allons  entrer  dans 
quelques  détails  à  ce  sujet. 

Toutes  les  fois  que  la  substitution  de  l'une  des  valeurs  de 
l'équation  finale  en  y ,  dans  le  reste  dn  premier  degré  en  x , 
anéantit  tous  ses  termes,  c'est  une  preuve  certaine  qu'à  cette 
valeur  de  y  il  correspond  plus  d'une  valeur  de  x,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  un  commun  diviseur  des  deux  proposées, 
d'un  degré  supérieur  au  premier. 

Pour  obtenir  ce  commun  di viseur |  ou  les  valeurs  de  x  cor- 
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refpondaotes  à  la  valeur  de  y^  fl  fatU  la  mlmtUuÊr  dam  b 
ftffte  du  êêcond  degrés  Si  tous  les  termes  de  ce  reste  s'éranoo»- 
•ent  encore ,  on  remonU  au  reaiê du 3* degré',  et  ainsi  de  euiêe, 
/usqu^à  ce  qu'on  en  troupe  un  dont  teuê  lee  termee  ne  eUvanomiê^ 

^  sent  plus  ;  et  c'est  alors  le  diviseur  oommiin  des  deniL  proposées. 
Égalant  ce  reste  à  o,  et  résolvant  féquatîon  réeuliante,  on 
obtient  toutes  les  valeurs  de  x  correspondantes  à  la  valeur  A%y 

•«que  l'on  a  considérée. 

IjU  réciproque  est  vraie  j  c'est-à-dire  que^  tontes  les  fois  qa'i 
une  même  valeur  de  y^  il  doit  correspondre  deux,  trois.»,  • , n 
valeurs  de  x,  il  arrive  nécessairement  que  les  restes  du  i", 
a"*". .  .n—  i"""d^ppé s'évanouissent;  et  le  restedu  n*'** degré, 
égalé  à  o  y  donne  tes  n  valeurs  de  x. 

Le  facteur  du  premier  degré  correspondant  à  cette  valeur 
de  y  >  entre  d'ailleurs  à  la  n'*^*  puissance  dans  l'équation  finale, 
conformément  à  la  remarque  du  n^  871. 

378.  Quand  on  substitue  dans  le  reste  du  premier  degré 
en  X ,  qu'on  suppose  de  la  forme  Mx  +  ^  >  ^^  et  N  étant 
généralement  des  fonctions  de  y,  quand  on  substitue,  dis-je, 
à  la  place  djB  y  une  des  valeurs  tirées  de  l'équation  finale, 
il  peut  arriver  deux  cas  singuliers  dont  il  est  bon  de  iair^ 
mention. 

l^.  N  peui  se  réduire  à  o  par  l'effet  de  cette  substitution^ 
si  Ni  à  une  quantité  numérique  quelconque. 

Dans  ce  cas,  il  est  évident  que  la  valeur  de  x  correspondante 
se  réduit  à  séro ,  puisque  l'on  a 

N 

2®.  N  peut  se  réduire*à  une  quantité  numérique,  et  M.  ko, 

N                                      N 
Dans  ce  cas ,  l'équation     a:  =  —  rj      donne     x  ^ , 

c'est-à-dire  que  la  valeur  de  x  correspondante  devient  infinie. 
Ce  résultat,  que  l'on  obtient  quelquefois  dans  les  formules 
du  premier  et  du   second  degré,  peut  fort  bien  convenir 
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h  la  question ,  li  elle  est  de  natare  k  mimMre  des  wolutionB  in- 
finies pour  X  ^.finies  fouv  y.  La  Géométrie  analytique  en  offre 
des  exemples  noasbreux. 

374-  Jusqa*à  prirent,  nous  aTons  supposé  qiie  l'application 
de  la  mélbode  conduise  à  une  équation  finale  en  y  ;  mais  il 
n'en  est  pas  toujours  ainsi. 

Le  reste  indépendant  de  x ,  auquel  on  parvient  nécessaire- 
mefU  tôt  ou  tard,  peut  se  réduire  à  une  quantité  numérique 
quelconque ,  ou  i  0. 

Examinons  d'abord  le  cas  oii  l'on  paryient  à  un  resU  num^" 
riquej  c'est-à-dire  indépendant  de  a  et  de  j. 

Ce  résultat  prouve  évidemment  que  les  deux  équations 
sont  incompatibUê^  on  n'admettent  aucune  eobuicn^  puisque, 
d'après  la  métbode  du  n®  a84  >  pour  former  l'équation  finale 
il  faudrait  égaler  le  reste  à  o^  ce  qui  conduirait  à  une  ab- 
surdité. 

Et  en  effets  comme  en  applifoaoC  aux  deux  polynômes 
proposés  le  procédé  du  commua  diviseur,  on  trouvé  un  reste 
numérique^  avant  aucune  substitution  particulière  faite  pour 
y,  8Î  l'on  donne  k  cette  inconnue  uùe  valeur  quelconque,  et 
qtftNi  applique  aux  deux  polynômes  résultant  de  cette  substi- 
tution le  même  procédé,  on  doit  nécessairement  retrouver  le 
même  reste.  D'oïl  Pon  voit  qu'aucune  valeur  de  y  ne  peut 
introduire  de  commun  diviseur  en  x,  condition  qui  cepen- 
dant est  inséparable  de  toute  valeur  convenable  de  y. 

Soient,  par  exemple,  ks  deux  équations 

yx^— (y— 3y  — r)x-+-j^  =  o,     jc*  — y»+3=:o, 


+  1 


x+y 


yx 


reste. 


x-hj' 

+  3   /  X  — 


^— y  v^  ^J' 


»•  reste. 


+  3. 


Donc  les  équations  sont  incompaiibies. 
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Daiig  oet  exemple)  Pimpçiubilité  de  Peatiatenoe  simultmée 
des  deux  ëquatiom  peut  Aire  mise  en  éridence.  En  eflfet ,  il  ré- 
sulte de  ta  première  opération  y  que  PéqoatioQ  en  .r^  pent  être 
mise  sojDs  la  forme 

D'ailleurs  l'équation  en-jc*  est 

or  y  toute  solution  de  cette  dernière  équation  anéantit  la  fire- 
mière  partie  de  Téquation  précédente;  donc,  pour  qoe  œi 
deux  équations  existent  simultanément ,  il  faut  que  Pon  aitl 
lafoU 

x-f-jrsso    et    j:*— jr*  +  3=:o, 

ce  qui  est  impossible,  puisque    x  +J^  =r  ^    donne 

jr'  — y^  =  o , 

résultat  contradictoire  avec  "  x*  —  jr»  4-  3  =  o ,  tant  que  x  et 
jr  seront  des  quantités  finies. 

375.  Considérons  actuellement  le  cas  oii  U  reste  est  nuL 
Ce  résultat  prouve  que  les  premiers  membres  des  deux  oua- 
tions ont  un  commun  diviseur  en  Xy  avant  aucune  substitution 
particulière  pour  j^  (  w^e%  n"*  a83  )  y  et  que  ces  équations  soat 
intUterminées, 

Soit  D  le  facteur  commun  aux  deux  premiers  membres  )  on 
peut  mettre  les  deux  proposées  sous  la  forme 

A'xDso,     B'xD=o. 

Cela  posé;  l'on  voit  qu'elles  peuvent  être  satisfaites,  soit  en 
posant  séparément  D  =  o ,  soit  en  posant  A'=  o,  B's  o. 

(  Nous  ne  parlons  point  des  solutions  qui  pourraient  ètro 
fournies  par  A'=  o  et  D  =:  o  ^  ou  bien  par  B's:  o  et  D  =s  o, 
parce  qu'elles  se  trouvent  implicitement  renfermées  dans  l'é- 
quation unique  D  =  o.  ) 

Si  maintenant  on  supprime  le  facteur  D  dans  les  premiers 
membres  des  deux  équations,  les  résultantes  seront    A'==  Op 


COMPLÉMXVT   DB   L^éLlMlNATlOK.  56 f 

Ifso,  et  a^aJinetlroiit  plus  qu'un  nomlM^  lîinit^  de  «c«< 
lutiohs. 

Or,  comme  îl  est  possible  que  le  facteur  commun  qui  existe 
entre  les  deux  proposées,  et  qui  les  rend  indéterminées,  soit 
tout- à-fait  étranger  à  la  question  qui  a  donné  lieu  au\  cqua* 
lions,  que  d'ailleurs  ce  facteur,  égalé  à  zéro,  peut  n'admettre 
que  des  solutions  imaginaires  (telle  serait,  par  exemple,  l'éqûa* 
tion  D=:  x^  +  y^-t-i  =o,  qui  donne  pour ^  des  valeurs 
imaginaires  correspondantes  à  dos  valeurs  de  x  réelles,  et  ré- 
ciproquement) ,  on  conçoit  qu'il  peut  être  utile  de  counailre 
les  solutions  des  équations  A'=o  et  B'=  o. 

Prenons ,  pour  lixcr  les  idées,  l'exemple  suivant  : 

Soient  les  deux' équations 

o:^-  Sja'+Sj'^x— 5x»+ioyx+6r— y— 57-»-6)'=  o. . .  (i), 
ar^_5yj;a-}-8yx—  X  —  4y  +  j^  =  o (2) . 

Ordonnant  ces  deux  polynômes  par  rapport  à  x ,  et  divisant 
(i)  par  (2),  on  obtient  pour  premier  reste^ 

(îy,_5)x*— (5/— ioj'-7)x  +  3y^-5y*  — 7jf,..  (3). 

Prenant  ce  reste  pour  diviseur,  le  polynôme  (2)  pour  di- 
vidende, et  faisant  la  préparation  d'usage,  on  trouve  j)our 
second  reste, 

(y-,oy^+35y'-5oj+24)x-y+io>'^-35y+5oj«-24jr...  (4). 

£nfin,  après  avoir  multiplié  le  polynôme  (3)  par  le  carré 
du  coelTicient  de  x  dans  (4)>  si  l'on  divise  le  polyiiome  (3) 
ainsi  préparé,  par  (4),  on  parvient  à  un  reste  nul. 

Ce  résultat  sembîcrait  indiquer  que  (4)  est  diviseur  commun 
des  deux  polynômes  (i)  et  (2),  puisque  la  derniiVe  division 
est  exacte;  mais  cela  est  évidemment  impossible,  d'après 
l'inspection  du  rcatc  (4),  doul  les  coefficiens  sont  dos  fonc- 
tions en  j',  tandis  que  le  coefficient  de' i*  <lans  (1)  et  (2)  est 
égal  à  l'unité. 

3G 
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Pour  expliquer  cette  cootracHction ,  il  faut  observer  qu*on 
a  mullipHé  (3)  par  le  carré  du  coefficient  dont  .r  est  aflecté 
dans  (4),  sans  s'assurer  d'abord  (n®  38)  si  ce  coefficient  nVst 
pas  facteur  de  la  partie  de  (4)  affectée  de  x**.  Or,  c'est  précisé- 
ment Ce  qui  a  lieu  ;  car  cette  partie  rerient  à 

—yiy^  —  I  oy  +  35)'»  —  5oy  +  24). 

Il  résulte  de  cette  remarque  que  ce  n'est  pas  (4)  qui  est 
un  diviseur  commun  aux  deux  proposées^  mais  (4)  débar- 
rassé du  facteur  y^ —  loy^  -f-  35y*  —  5oy  +  24  >  o*^  bien, 
x^y. 

Supprimant  donc  le  facteur  t'-^y  dans  les  deux  polynômes 
(1)  et  (2)  ,  on  obtient  pour  résultats  y 

X»— (2j  +  5)x+^'«-4-5j^  +  6  =  o...   (5), 
et  X*  — 4^J^+  4^*  —  1=0 (6). 

Concluons  de  là  que ,  toutes  les  fois  qu'on  opère  sur  deux 
équations  dont  len  premiers  membres^  ordonnés  par  rapport 
à  X,  ont  des  coejficiens  premiers  entre  euXj  si  l*on  parvient, 
après  un  certain  nombre  d^ opéra  lions ,  a  un  reste  ntl,  et  qne 
les  coejficiens  du  reste  précèdent  ne  soient  pas  premiers  entre 
euXj  ce  nest  pas  ce  reste  qui  est  commun  diviseur  des  deux 
proposées,  mais  bien  ce  reste  divisé  par  le  fadeur  commun  à 
ses  coejficiens. 

11  resterait  maintenant  à  appliquer  de  nouveau  aux  deui 
équations  (5)  et  (6)  le  procédé  de  l'élimination,  afin  d'en  dé- 
duire l'équation  finale  qui  leur  correspond,  et,  par  suite, 
toutes  les  solutions  des  équations  (5)  et  (6).  Mais  nous  allons 
faire  voir  qu<î  ce  calcul  est  inutile ,  c'esl-à-ilire  que  la  première 
série  d'opérations  donne  l'équation  finale  relative  aux  deux 
équations  (5)  et  (6),  ainsi  que  le  reste  du  l**"  degré  en  x  cci- 
respondant  à  cette  équation  finale^ 

3';6.  Pour  nous  rendre  compte  de  celte  circonstance  d'une 
manière  générale ,  considérons  les  deux  équationi     A  =  o. 
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),  que  nous  supposons  renfermer  un  commun  diviseur 
et  ^,  ou  bien  en  x  seulement 

appliquant  d'abord  le  procédé  aux  deux  polynotkics^  on 
era  une  première  série  de  quotîens  et  une  première  série 
stes,  lesquels  restas  (n®  265)  contiendront  également  le 
ir  commun.  Mais  si  Ton  supprime  ce  fadeur  dans  A  et  B, 
l'on  veuille  ensuite  agir  sur  les  polynômes  résultans  A' 
,  on  retrouvera  nécessairement  les  mêmes  quoliens  et  des 
j  qui  ne  dlfTércroiit  de  ceux  de  la  première  série  d'opc- 
ns,  qu'en  ce  qu'ils  ne  contiendront  plus  le  facteur  commun; 
le  dernier  reste,  entre  autres,  de  la  seconde  série  d'opéra— 
,  ne  différera  du  dernier  reste  de  la  première  série ,  que 
;  que  le  facteur  commun  ne  ^y  trouvera  plus, 
nsi  déjà,  le  premier  membre  de  l'équation  finale  qui  cor^ 
nd  à  A' =  o,  B  =o,  n*est  autre  chose. que  le  dernier 
de  la  première  série  d'opérations,  débarrassé  du  fac- 
lumniun  à  A  et  B;  en  d'autres  termes,  c'est  le  facteur 
ion  de  y  qui  existe  entre  les  coefficiens  de  ce  reste. 
lant  au  reste  du  premier  degré  en  x  de  la  seconde  série 
jrations,  il  doit  être  égal  à  V avant-dernier  reste  de  la 
lière  série,  divisé  par  le  facteur  commun^  c'est  donc  le 
ier  quotient  de  la  première  série. 

ms  Texeniple  précédent,  Téquation  Hnale  relative  aux  deux 
tions  (5j  et  (6)  est 

y\ _  lojr^  +  'dSjr^ _  5oy  +  24  =-.  o. . .     (7)  i 

reste  du  premier  degré  en  x  n^est  autre  cbose  que  le  que- 
;  du  reste  (3)  par  x  —  y^  ou  bien, 

(2^  — 5)x~3j«  +  5yH-7...     (8). 

équation  (7),  résolue  d'après  la  métbode  des  racines  corn- 
iurables,  donne  pour  valeurs 

^=1,  2,   3,  4. 

ibstituant  ebacune  de  ces  valeurs  dans  le  reste  (8) ,  et  p6- 

36.. 
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solvant  ce  reste  égale  à  zéro ,  on  trouTe  pour  les  râleurs  de  x 
correspondantes , 

jr  =  3,  5,  5,   7. 

377.  Considérons,  pour  second  exemple, les  deux  équations 

xi  —  {3y-i)x^+(ij'*-!ir)x+y-  +  y  =  o...      (1), 
x'^  —  {y—i)x*  —  (y—i)x+i=o (a) . 

On  obtient  d'abord  pour  reste  du  a*  degré, 

^7^— (y  — J'  — 0  r— j*  — j'+i.-.-     (3), 

et  pour  reste  du  premier  degrés 

Cy^-5y  +  2y— i)a:  +  j^t-5y*  +  2j-i...     (4). 

Mais  au  lieu  d'opérer  comme  dans  l'exemple  précédent,  c'est- 
à-dire  au  lieu  de  multiplier   (3)   par  le  carré  de 

yi_5)'*  +  2)' —  I  ,  et  de  diviser  (3)  ainsi  préparé,  par  (4), 
on  peut  observer  sur-le-K;lianip  que  le  reste  (4)  rerient  à 

(y  _  5y  +  2y  —  I U^  +  0. 

Omettant  alors  le  facteur  en  y  et  divisant  (3)  par     x+  1, 
on  obtient  un  quotient  exact  et  égal  h  ^ 

2yx  —  y*^y+l..,      (5). 

D'où  l'on  peut  conclure  que  x  +  >  ^st  diviseur  commun  des 
deux  proposées. 

Ces  é([uations  débarrasées  du  facteur  x  -}-  1  ySe  réduisent  à 

X*— 3j-r  +  r*+^'  =  o (6), 

x*_    xjr+is=o (7); 

et  la  question  est  ramenée  à  éliminer  entre  ces  deux  équations. 
Or,  d'après  ce  qui  a  été  dit  précédemment ,  on  a  pour  équation 
finale, 

yr^Sy^+ny^l  —  O, 

et  pour  Péquation  du  prentier  d<>gr6  en  x  corres]K>ii(lante,  le 
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l'ési^Uat  (5)  égalé  à  o,  c'est- i-dire 

2yx  —  y*'^y+ 1=0. 

La  première  de  ces  deux  équations  n'admettant  pas  de  ra- 
cines commensurables ,  il  faudrait  appliquer  la  méthode  des  ra- 
cines incommensurables;  après  quoi  l'on  substituerait  clia- 
cune  des  valeurs  de  y  obtenues,  dans  la  seconde  êquatioa 
qui  donnerait  alors  les  valeurs  de  x  correspondantes. 

iLIMINATION   ATEC    êinriÂWiOATlOtl , 

378.  Les  principes  qui  viennent  d'être  établis  suffisent,  à  la 
rigueur  y  pour  tout  système  d^cquations  à  deui  inconnues.  Ce-, 
pendant  il  y  a  des  circonstances  où  l'on  |)eut  apporter  de  très 
grandes  simplifications  dans  la  détermination  y  soit  de  l'équation 
finale,  soit  des  syslcmcii  de  valeurs  de  x  et  de  y. 

Reprenons  les  deux  équations  déjà  traitées  n^  870, 

^•+(2y+4)^+y+4y+3=o (a). 

'Apres  être  parvenu  au  reste  du  premier  degré 

i^y'  +  3y)x  +  y  +  6y-+5y....  (3), 
oa  peut  observer  que  le  coefficient  de  x  revient  à 

3j'(^+0, 
0%  le  coefficient  àex^,h     y  Qy*  «j.  6y  -^-  5)  • 

d'où  l'on  voit  d'abord  que  j^  est  facteur  comman  à  ces  deux 
coefficîens;' d'ailleurs  ^  +  6^+5  devenant  nul  par  Thypo- 
thëse  j^  =  — I,  il  s'ensuit  que  ^+1  divise  ce  polynôme. 
Donc  j'C^^  1)  est  diviseur  commun  des  deux  coefficicns  du 
reste  (3). 

Cela  posé,  puisqu'en  faisant,  soit  ^  =  0,  soit  j'  =  — i, 
dans  le  reste  (3),  ce  reste  s'évanouit,  il  en  résulte  que  cha- 
cune de  ces  valeurs,  substituée  dans  le  reste  du  second  degré 
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OU  dans  (a) ,  rend  ce  reste  diviseur  commun  des  deux,  pro- 
posées. 

On  peut  donc  provisoirement  supprimer  ces  deux  facteurs, 
sauf  à  les  introduire  à  la  fin  du  calcul  dans  l'équation  finale, 
comme  devant  en  faire  partie. 

Divisant  donc  (3)  par  yQy-ï-i))  on  obtient  pour  résultat, 

3x  +  y  +  5   ...   (4). 

Prenant  (2)  pour  dividende  et  (4)  pour  diviseur,  on  parvient, 
toute  réduction  faite,  à  Téquation  finale 

y+y  —  ^  =  o (5). 

Remarquons  maintenant  que,  puisip'on  a  supprimé,  dans  le 
cours  du  calcul,  lés  facteurs  jr  tty+i,  à  chacun  desquels 
correspondent  deux  valeurs  de  x,  on  doit  introduire  ces  mêmes 
facteurs  à  la  seconde  puissance  dans  le  résultat  (  en  vertu  de 
ce  qui  a  été  dit  n**  871  );  et  il  vient 

pour  la  véritable  équation  finale.  C'est  l'équation  trouvée 
n°  370  par  la  méthode  générale. 

379.  Concluons  de  là  que,  toutes  les  fois  qu'on  dêcoui^re 
'  dans  les  diffèrent  restes  des  facteurs  fouettions  de  y ,  on  peut 
Les  suppritnerj  pour  la  simplicité  des  calculs  jet  continuer  ^opé- 
ration y  mais  il  faut  avoir  le  soin  de  les  introduire  dans  le 
résultat j  respectivement  à  des  puissances  d'ur  degré  marqué 
par  celui  du  reste  qui  précède  le  reste  dans  lequel  on  a  opéré 
la  suppression, 

N.  B,  Il  peut  cependant  arriver  que  quelques-uns  de  ces 
facteurs  soient  identiques  avec  ceux  que  la  règle  du  n**  366 
prescrit  de  supprimer  da*is  l'équation  finale^  auquel  cas,  on 
se  iilspenserait  de  les  rétablir,  puisqu'il  faudrait,  conformé* 
ment  à  celle  règle,  en  venir  de  nouveau  à  leur  suppression. 

Nous  observerons  encore  que  si,  après  avoir  supprimé  des 
facteurs  dans  le  cours  du  calcul ,  on  parvient  à  un  reste  nu- 
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mérique  (n°  374)  >  <>"  ïie  doit  pas  conclure  que  les  équations 
sont  incompatibles;  mais  elles  n'admellent  pour  solutions  que 
les  valeurs  de  x  et  de  y  qui  correspondent  aux  facteurs  sup- 
primés. 

38o.  Appliquons  encore  ces  principes  aux  deux  équations 

*"— (3j^+9>'+(3y*+i8y+23)*-y'^/-23y-i5=o...(i), 
*'+(3j^-3K+(3y-  6y—  i>+/-3y»^jr  +  3=0... (a)-; 

on  obtient  d'abord  pour  premier  reste , 

(6y  +  6)  »•  —  (24^  +  24)  :c  +  2/  +  6j*  +  22y  + 18 . . .  (3)  . 

Or,  avec  un  peu  d'attention,  on  reconnaît  que  ^{y+i)  est 
facteur  commun  des  trois  coefficiens  de  ce  reste  (  le  dernier 
cociBcient  se  réduit  en  e£Eet  ko,  par  rby{>othèse^=— i)  j' 
supprimant  donc  ce  facteur,  on  a  pour  résultat, 

3x*— i2x+y+2J^  +  9--   (4)* 

Prenons  actuellement  (2)  pour  dividende  et  (4)  pour  divi- 
seur; il  vient,  pour  nouveau  reste*. 

(24j^  +  48y;x  — 4B/--96y...  (5)- 

On  reconnait  encore  ici  que  34j(-^+3Î)  est  facteur  commun 
des  deux  coefficiens;  et  il  vient,  après  la  suppression , 

X  — 2. ..  (6) 

Divisant  enfin  (4)  par  (6) ,  on  trouve  pour  quotient,  3x— ^6, 
^t  pour  reste ,  _ 

y  +  ay-3. 

Bevenons  sur  nos  opérations,  et  observons  d'ajbord  que 
comme,  pour  rendre  les  divisions  possibles,  nous  n'avons  eu 
besoin  que  d'introduire  des  facteurs  numériques;  le  résultat 
ne  saurait  renfermer  aucun  facteur  étranger. 

Ceci  admis,  1*.  puisque  dans  le  reste  (3)  nous  avons  supprimé, 
le  facteur  jr  +.1 ,  et  que  le  reste  précédent  est  du  3**  degré  ^ 
l'équation  finale  doit  contenir  (y  +  if. 
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D'ailleurs,  en  faisant  j*  =  ^»  i  dans  ce  resle ,  qui  n*eit  autre 
chose  que  ré<|uation  (2) ,  on  obt leat 

x«  —  6x'  +  8r  =  o, 
d'où  l'on  déduit       x=o,  x  =  2,x  =  4. 

Ce  sont  les  râleurs  de  x  correspondantes  à  j^  =  —  i. 

a®.  Les  facteurs  y  et  y  +  !i,  ajant  été  supprimés  dans  le 
reste  (5) ,  dont  le  précédent  est  du  second  degré ,  chacun  de  ces 
facteurs  doit  entrer  au  carré  dans  Véqualioa  finale. 

Posant  d'ailleurs  y  ==  o  dans  le  reste  (4)  >  on  a  pour  résultat 

3  j.'  —  1 2x  +  9 11=  o  -, 
d'où  l'on  déduit  x  =  i ,  jl  =  3. 

Faisant  dans  le  même  reste,  j^= —  2,  on  trouve  pour  résultati 

3x*  —  T  2x  +  9  =  o  ; 
ce  qui  donne  encore      x  =  i ,  x  ~  3. 

3®.  Enfin,  si  Ton  résout  l'équation  3'*  +  2^  —  3  =  o,  il  vîcRt 

Or,  CCS  deux  hypothèses,  introduites  dans  le  reste  (6),  qui  est 
indcpend^at  dey,  donnent  également  x  =  2. 
.  Donc  réquatiun  finale  cherchée  est 

(^+>yy0'+2)*-0'-»)-0'+3)=o, 

équation  dont  le  degré  est  égal  au  produit  de  ceux  des  équa- 
tions proposées. 

On  a  d'ailleurs  pour  les  solutlcna  de  ces  équations, 

;y  =  —  I,  —  î,  —  I,     o,     o,  —  2,  —  2,      1,   —  3, 
x=        o,         2,         4,      I,     3,         I,         3,     2,         2; 

d'où  l'on  peut  aussi  conclure  pour  l'équation  finale  en  x, 

x(x  —  ?.)''(r  —  4)  ( i  —  i)'-'  (x  —  3)"  =  o. 
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38i.  JV.  B,  liorsqu'oaa  l'aUeniîoade  sapprimer  lesTactcurs 
en^  qui  se  rencontrent  dans  les  differens  restes,  le  reste  indé— 
pendant  de  Xy  auquel  on  paryLent,  ne  renferme  plut  aucune  râ- 
leur de  y,  à  laquelle  il  corresponde  plusieurs  valeurs  de  x,  c'est- 
à-dire  que  le  reste  du  premier  degré  en  x  ne  s'évanouit  plus 
par  la  substitution  d'une  valeur  particulière  de^  {voyez  n?  372). 
Mais  quelquefois  ces  facteurs  écbappont  à  l'observation ,  et  alors 
ils  se  retrouvent  dans  le  résultat  de  la  dernière  opération. 

Deux  nouveaux  cas  particuliers  se  rattachent  à  celui  ob  la 
méthode  est  susceptible  de  simpHiication. 

38a.  P ramier  cas.  Lorsqu'on  veut  former  Féquation  finale 
en  y,  il  peut  se  faire  que  l'une  des  équations  proposées  renferme 
un  facteur  fonction  de  j,  ce  qu'on  peut  reconnaître  aisément 
d'après  l'inspection  des  coefficiens  du  polynôme  ordonné  par 
rapport  à  x. 

Dans  ce  cas,  comme  en  égalant  ce  facteur  à  o,  les  valeurs  de 
y  corrcspoudantes  ont  la  propriété  de  vérifier  cette  équation , 
quelque  valeur  que  l'on  donne  à  x,  il  s'ensuit  que,  si  l'on 
substitue  ces  juéraes  valeurt  de^  dans  l'autre  équation ,  les  va- 
leurs de  X  qu'on  en  tirera,  jointes  aux  valeors  tle^,  donneront 
autant  de  eolutione  communes  aux  deux  équations.  Ainsi, 
l'on  [K)urra  supprimer  provisoirement  ce  facteur  dans  l'équa- 
tion qui  le  renferme ,  «Itérer  ensttitc  9iir  les  équations  résul- 
tantes, et  introduire  dans  le  résultat  le  facteur  supprimé,  à  une 
puissance  d'un  degré  marqué  par  le  degré  en  x  de  l'équation 
indépendante  de  ce  facteur. 

Soient,  par  exemple,  les  deux  équations 

3x^  —  2)'x*  —  3^*x  -|-  ay  =  o . . .   (1)1 
(y-jy)x  -6y«    +6    =0...   (a). 

Avec  un  peu  d'attention,  l'on  voit  que  j'* —  1  e^  facteur 
commun  aux  deux  coefiiciens  de  la  seconde.  Supprimant  ce 
facteur,  on  trouve  pour  résultat 

yx  —  6  =  0...   (3); 
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et  la  question  est  ramenée  à  éliminer  entre  les  équations  (1) 
et  (3). 

On  trouve^  tout  calcul  fait,  pour  i*"*  éqnation  finale 

/-9y-36y  +  324  =  o...  (4),, 

équation  dans  laquelle  il  faut  introduire  le  facteur  (^—  lY] 
ce  qui  donne  pour  la  véritable  équation  finale  » 

(y  -  0'  (/  - 9y'  -  36y  +  324)  =  o. . .   (5). 

Le  degré  est  égal  à  6  H-  6  ou  1 2 ,  qui  est  précisément  le 
produit  de  ceux  des  équations  proposées. 

Le  facleur  y* —  i  =0  donnant  d'ailleurs  ^  =  it  1 ,  si  Poo 
substitue  chacune  de  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  on  ob- 
tient pour  valeurs  de  x  correspondantes  , 

l^  Pour  v=i,   3x^-— 2x*— 3jr+a=o,  d'où  x=i  , — 1,  x*. 

2°.  Pour  y= — 1,3x^+2** — 3x— 2=0, d'où x=i, — i, —  ^. 

Quant  à  Téquation  y^  —  gy^ —  36y*+  324  =  ^  >  observons 
qu'elle  peut  être  mise  sous  la  forme 

y(y-36)-9(y-36)  =  o. 

ou  bien ,  (^  —  9)  (j^  —  ^6)  =  o. 

Cela  posé,  i*.  j'*  =  9  donne    y=  ±3. 

Faisant,  dans  l'équation  yx  —  6  =  0, ^=         ^« 

il  en  résulte     x  =  -r  ,     c'est-à-dire x  =        2. 

ô 

Pareillement,  si  l'on  pose j'  ==  —  3, 

il  en  résulte x  =  —  2. 

2".  y^  —  36  =  o  ou  (y*  —  6)  (y*  4. 6)  =  o  donne 

y=z±.\/6    et     y  =  ±V^^^^^~è. 
Reportant  ces  valrurs  dans  yx  —  6  =  0,  on  obtient  pour 
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^=+1/6,  x=+V^6, 
^  =  — V/6,  x=— v/6, 
^^=+1/— 6,     a:  =  — y/— 6, 

Ou  a  donc  enfin  pour  les  12  solutions  des  équations  proposées, 
^=1 ,     I ,  I ,— I ,— I  ,_i,3,— 3,  V/6,— v^6,\/— 6,  -v/— 6, 

ar=i,— i,j,     I,— I,— 1,2,— 2,v/.6,— V/6,  — V/— 6,v/— 6, 

et  pour  l'équation  finale  en  Xy 

(*-!)•  (*+  0' (9*'-4)  (**-4)  (x*-6)  (a-  +6)=  o. 

383.  Second  cas.  Les  coefiQciens  des  deux  équations  ordon- 
nées par  rapport  h  x  ^  peuvent  renfermer  un  facteur  commun 
fonction  de  y.  * 

Dans  ce  cas,  elles  sont  (n^  283)  indéterminées^  en  ce  sens 
que  chacune  des  valeurs  de  y^  données  par  le  facteur  com- 
mnn,  les  vérifie,  quelque  valeur  qu'on  y  substitue  d'ailleurs 
pour  X,  Afin  d'ôlcr  l'indétermination,  il  suilil  de  supprimer 
le  facteur  commun  et  d'opérer  ensuite  sur  les  éqnations  résul- 
tantes. 

Soient  les  deux  équations 

Cr*-:K)x»  +  (j^-j.»)x  +y4_y  _^+,  =0 (i), 

O*  — 3r  +  2)a:*  +  (y— J')x— y^+ay— ^^  =  0....  (2). 

11  est  aisé  de  reconnaître  que  ^  —  1  est  facteur  commun  de 
tous  les  coefBciens  de  (i)  et  de  (2);  ainsi,  ^^=1  \^^  Térifie, 
quelle  que  soit  la  valeur  de  x.  Mais  si  l'on  supprime  ce  facteur, 
il  vient 

j^jc*  +  y^x  +  j^  —1=0, 
(jr— 2)*»+  yx  — y-f.j^  =  o, 

équations  sur  lesquelles  on  peut  opérer  comme  &  l'ordinaire. 

384.  Remarque  générale  sur  l* élimination.  Il  est  tiës  im- 
portant de  décomposer,  lorsque  cela  est  possible,  les  équations 
proposées  en  facteurs  ^  qufmd  bien  même  ils  devraient  être  Ibnc- 
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tions  de  AT  et  ^  à  la  foîs.  Les  calculs  de  rcllmîuation  se  font 
alors  très  proinptcmeat. 

Su  p  posons  ;  pur  exemple,  qu'on  ait  pu  mettre  les  proposc-cs 
toufrla  forme 

0'x-6)(x*-i)  =  o, 
(2x-3j')(.i*-y«)  =  o, 

ou  bien  encore,  sous  celle-ci  : 

(^x  — 6)  (x—i)  (r+  i)  =  o, 
(ax— 3r)(x— ^)(c  +  j')  =  o. 

En  combinant  successivement  chacun  des  trois  factcHirs  de  la 
première  équation,  avec  chacun  des  trois  facleurs  de  la  se- 
conde, on  obtiendra  ainsi  n^i// systèmes  d'équations,  qui  pour- 
ront remplacer  le  système  proposé,  et  qu'on  pourra  tiaitersu^ 
cessivement. 

Par  exemple ,  en  combinant  les  trois  facteurs  de  la  première 
équation  arec  le  premier  facteur  de  la  seconde,  ce  qui  donne 
les  systèmes 

^x  —  6  =  0  et  ax  —  3^=  o , 
X  —  1=0  et  ax  —  3y  :=  o , 
x+i=o     et     ax — 3y^o, 

{V  *"""  a  X  '^•~  3 

jrr:—  a,     x=— 3; 

pour  le  second ^'  =  -  ,     x  =i  1  -, 

pour  le  troisième ^=  —  x,  r=: —  i. 

ô 

Combinant  de  même  les  trois  facteurs  (le  la  première  équation 
avec  le  second ,  puis  avec  le  troisième  facteur  de  la  seconde, 
on  trouverait 

-^=V/6,-»|/6,   1,-1,      v/-6,-i/-^6,— I,     I-, 
x=v/6,— v6,   1,-1,  — v/— 6,      v/~6,— 1,— I. 

Ce  qui  donnerait  ainsi  douze  solutions  différentes. 

Quant  aux  équations  finales  en  y  et  cii  x,  il  êgSk^^^uT  les 
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former,  de  rapprocher  les  facteurs  correspondant  aux  Talcnrs 
de  y  et  de  x. 

On  trouvera ,  par  ce  moyen ,  les  deux  équations 

(y-4)(9y'-4)cy-36)(y-i)-  =  o, 

(X*  — 9)  (x*— 1)3  (x<— 36)=o. 

Ces  mêmes  équations  ne  pourraient  s'obtenir  d'aprës  la  mé- 
tbode  ordinaire,  que  par  des  calculs  extrêmement  laborieux  {*). 

Si  l'une  des  équations  seulement,  pouvait  être  décomposée  en 
facteurs,  il  suflirait  de  combiner  chacun  de  ces  facteurs  égales 
2i  o,  avec  l'autre  équation;  ce  qui  donnerait  autant  de  systèmeB 
pariiculUrs  d'équations,  auxquelles  on  appliquerait  la  méthode  • 

N.  B,  La  remarque  précédente  sert  aussi  h  faire  voir  com- 
ment on  peut  former  à  priori  des  systèmes  d'équations  suscep- 
tibles d'admettre  des  solutions  données. 

Voici  de  nouveaux  exemples  d'élimination  : 

1^       x^+(3y— Or*+  (3y— ay— 9)x+y-^*— 9y+9=o, 

équation  en  y jr(^y — û)*(^* — 0  (^ — 3)=o, 

équation  en-L x*(s*  —  i)  (x  +  S)  (x4-2)  =  o, 

a".    y^+('2x+2)y* — xy+'jxy —  Sy — 2x'+9x* — 7* — 6=0, 
y+3x»+4*j^+:K+5x— 2  =  0, 

équation  en  jl (x —  1)*  (4x'* — 1)  (x — 2i)  =  o, 

équation  en  y (4y*— aS)  (  J+a)  (j+3)  {j^+5)  =  o. 

3«.      X»  —  2jry  +  j<*  —    4j^  +    4y  +     3  =  o, 
X*  —  QLxy  +  y*  —    6»  +    6y  —    7  =  0. 

Équations  incompatibles. 

4**.        *'  +  ^xy  +  J'*  —    10:1?  —  loy  +  21  =  o, 
X*  —  2jfy  +  J'*  +     6x  —    6y  +     5  =  0; 

équation  en  y \y  —  4)'(^"~^)  (> —    6)  =  o, 

équation  eu  \ (x —  0*(* — 3)  («+    i)  =  o. 

{^)  Voyez  y  pour  la  clccomposi  tîon  des  polynômes,  la  seconde  partie  de 
la  noie  placée  h  la  fin  de  routrnge. 
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tables,  la  débarrasser  d'abord  de  ses  racines  incommensu- 
-l'ables;  car  les  méthodes  ne  donnent  ces  racines  que  par  ap- 
proi^imation ,  et  si  Ton  divisait  l'équation  par  les  facteurs  du 
premier  degré  qui  correspondent  à  toutes  ces  racines,  on  ob- 
tiendrait pour  quotient  un  polynôme  dont  les  coefliciens  no 
seraient  que  des  nombres  approchés.  11  n'y  aurait  alors  aucune 
donnée  certaine  sur  le  de^^ré  d'approximation  fourni  par  les 
équations,  qui  ne  renfermeraient  plus  que  des  racines  imagi- 
naires. Ce  moyen  pourrait  toutefoU  tire  employé  pour  une 
équation  du  troisième  degré  j  qui  n^ aurait  qu^une  racine 
réeUe. 

Ainsi  nous  supposerons,  dans  tout  ce  qui  ya  suivre,  que  les 
équations  proposées  renferment  à  la  fois  et  des  racines  incom- 
mensurables et  des  racines  imaginaires ,  à  moins  qu'elles  n'aient 
que  des  racines  imaginaires. 

Nous  avons  déjà  reconnu  (u®  828)  qu'une  équation  dont  les 
ooefficicns  sont  réels,  ne  peut  avoir  dç  racines  imaginaires 
qu'en  nombre  pair.  Or,  les  analystes  sont  parvenus  à  un  résultat 
plus  important  encore,  c'est  que  len  racines  imaginaires  de 
toute  équation  à  coejjiciens  réels  ^  sont  toutes  de  la  forme  de 
celles  du  second  degrés  c'est-à-dire  de  la  forme  a  ib  b  ^' —  i , 
a  et  b  désignant  des  quantités  réelles j  commensurahles  ou  incom* 
mensurables. 

387.  Avant  de  passer  à  la  démonstration  de  cette  proposition 
importante,  nous  ferons  voir  que,  lorsqu'une  équation  a  une 
racine  de  la  forme  a  +  by/—  i,  elle  en  a  nécessairement 
une  autre  de  la  forme  a  —  b  V/ —  1  >  a  1?^  b  étant  les  mém^s 
dans  ces  deux  expressions. 

Pour  démontrer  ce  lemme^  considérons  l'équation 

^m  ^ pj,m-..  ^  Qx"»-^  +....+  Tx  +U=x=o, 

P,  Q....,  T  ,  U  étant  des  quantités  réelles  quelconques,  et  sup- 
posons que  cette  équation  soit  satisfaite  par  une  expression  telle 
que     a  +  i  \/ —  1  j     on  aura  l'égalité  vérifiée 
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Développant  les  calculs  et  rappelant  que  les  diverses  puissances 
deV/^i  sonl(n*»  178) 

V^^,-»,— V/^,+  i  I   t/^,  — I,— V/^,+  1  !«., 

OTi  obtiendra  une  expression  composée  de  deux  parties  bien 
distinctes  y  savoir:  une  partie  réelle,  provenant  de  tontes  les 
puiasanceê  paires  de  b  y —  1  ,  combinées  avec  les  puisianoes 
g",  a"*"*,  g"*"~^.  ...  de  a  et  les  cocfficîens  P ,  Q,  R. . . .  ;  puis 
une  partie  imaginaire j  provenant  de  toutes  les  puissances  im- 
paires de  b  V/—  1 1  combinées  arec  les  puissances  a"*^*,  a*"'. . . 
de  a  et  les  coefiiciens  P,  Q,R.  .• 

Désignant  donc  ces  deux  parties  par  M  el  N  y —  1  ,  l'égalîlé 
ci-dessus  se  réduira  à  M  -f-  W  y/ —  1  =  0,  équation  qui  ne 
peut  évidemment  subsister  qu^autant  que  l'on  a  séparément 

M  =  o     et     N  =  o. 

Actuellement  si,  dans  le  premier  membre  de  la  proposée, 
au  lieu  de  a-|-6V^—  i  ,  on  substitue  a  —  &v/—  1,  ce 
qui  donne 

il  est  facile  de  voir  que  le  résultat  du  développement  ne  dilTé- 
rera  du  précédent  qu'en  ce  que  tous  les  termes  affectés  des 
puissances  impaires  de  b{/ —  i  auront  changé  de  signe;  car 
(_.^^Z:7)««cstégalà  (+6v/3T)*«;nîais  (— iv/^)""*"' 
est  égal  à  —{b\/—  i)»"-+"  (voyez  n®  168);  donc  ce  résultat 
sera  nécessairement  M  —  NV^ —  1,  M  et  N  désignant  ici  les 
mêmes  quantités  que  dans  le  résultat  du  premier  développe- 
ment. Or,  on  a  vu  tout  à  l'iieurc  que  Ton  .doit  avoir  séparément 
M  =0  et  N  =  03  ainsi  Tégalilé  M  —  Nv/ —  i  =  o  est  elle- 
même  satisfaite;  par  conséquent,  «/a  -f-i  V^—  i   esl  suppohr 
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racine  de  la  proposée ^  a  — bv/**-  i    ««<   rUuuairi^ment  unt 
autre  racine.  ,    .   ,-;>,;,  :.■.... 

Passons  maintenant  à  la  démonstrallo»  du  iLcorcino  auri«^ 
forme  des  racines  imagînairei* .-  <-'        r 

•  388.  Cette  proposition  résulte  éridemncent  d'une  autre  dont 
voici  l'énoncé  :  touie  équation  de  degré  pair,  dont  lés  6oei&- 
cieos  sont  réels ,  eet  décomposàble  en  facteurs  réels  du  secûfid 
tiegri  ^  c'est-à-dîre  en  facteurs  de  la  forme  Jr*  +  />-^  +  y> 
jf+px  +  /.  .  •  9  dans  lesquels  PtÇfP\  /•  •  •  •  désignent  dés 
quantités  réelles  quelconques  -,  car  cet  autre  théorème  étant 
'ndmisi  les  facteui^  x*  +px  +  q  ,  x'  ^f //'.r  +./•  • .  • ,  ci.>alés 
'à  o,  donnent  lieu  à  des  racines  qui,  si  elles  sont  imaginaires, 
nfe  peuvent  être  que  de  la  forme     a  db  i  V^—  i. 

Tâchons  donc  de  démontrer  ce  théorème,  que  Ton  doit  re- 
garder comme  un  des  plus  beiaiux  de  l'Analyse.  Voici  la  di^ 
wnonstraiion  due  à  M.  La  place. 

Soit  une  équation  X  =  9  de  degré  pair  m,  et  k  coefficicnè 
r^els.  Appelons  a,  b,  c. . .  ses  différentes  i^aciûes;  les  fkcteurâ 
du  second  degré  correspondans^  seront 

cda  poiéi  nous  allons  d'abord  faire  voir  que  Vun  de  ces  facteurs, 
au  moins,  a  des  cuejjlciens  réels. 

fia  effet,  supposons^  en  premier  lieu,  que  m  soit  une  seule 
foif  divisible  par  2,  c'est-à-dire  que  l'on  ait  m=iin,  n  étant 
un  nombre  impair. 

.  On  peut  toujours  (n^^  3i  i)  former  une  équation. doat  les  ra« 
xii|cs  soient  des  combinaisons  de  celles  de  la  proppsée^^  telles 
4ff^ç+b*^kabj  a  Tf-  c  +  tac... ,  t  étant  un  nômhrç  entier 
t6ut-2i-fait  arbitraire.  Concevons  cette  équation,  formée  i  et 
dàifgnohs-la  par  Z  =  o;  son  dé^ru  est  égal  au  nombre  des 
<)oiiibinaisonS|  deux  à  deux ,  des  racines  a,  b,  c^.. ,  c'eslr-à-dire 

il 'if». ou  nÇ^m — i);  or  n  est,  par  bypothëse,  impair, 

et  il  en  est  de  même  de  ot  —  i  j  dcj^o  l'éjuatioii  Z  =  o  est  de 
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degré  impair;  ainsi  (n^  Say)  cette  équation  a  au  moins  wu 
racine  réelle^  et  cette  racine  ^est  la  yaleur  de  Tune  des  combi- 
naisons    a  +  6  +  tab ,  a  -f-  ^  +  ^^c. . . . 

Maintenant^  attribuons  à  k  une  seconde,  une  troisième... 
yaleur;  nous  formerons  ainsi  autant  d*équatîon£Z'r=09Z'':^o.«., 
qui  auront  chacune  au  moins  une  racine  réelle.  1 1  pourra  d'abord 
se  faire  que  la  racine  réelle  de  chacune  de  ces  éc^uations  ap- 
partienne à  une  combinaison  composée  de  deus  lettres  diffé- 
rentes de  celles  qui  entrent  dans  les  combinaisons  précédentes; 
mais  comme  le  nombre  de  ces  combinaisons  est  limité  et  égal 

k  m  . ( que  Ton  peut  désigner  par  p),  il  est  clair  quV 

prës  avoir  attribué  h  k,  p  +  i  valeurs ,  et  formé />  +  i  équa- 
tions Z=o^Z'=o,  Z^=:o,,,,  deux  de  ces  équations  seront 
telles,  que  la  racine  réelle  de  chacune  appartiendra  à  une  com- 
binaison composée  des  deux  mêmes  lettres;  ainsi  Pon  peut  sup- 
poser, par  exemple,  que  Ton  ait  trouvé,  en  désignant  par  a  et 
«  ces  deux  racines  réelles, 

a  +  b  +  iab=a,    a  + b+ k' ab=m'\ 

de  ces  deux  équations,  on  déduit  par  l'élimination, 

CCS  Taleurs  sont  nécessairement  des  cjuantités  réelles  et  finies; 
donc  il  est  démontré  que  Vun  des  facteurs  x*— (a-f-A)x-J-a4, 
au  moins j  de  la  proposée,  est  réel. 

Soit  en  second  lieuj  m=:z!i*,n\n  étant  impair;  formons  en-, 
core  une  équation  Z  =  o ,  dont  les  racines  soient  des  combi- 
naisons de  la  forme    a-i^b+kab. . .  ;    cette  équation  aéra  da 

degré  m ou  2/i'  (m —  i)  ;  et  n',  (m  —  1)  étant  des  nombres 

impairs,  ce  degré  sera  pair  et  une  seule  fois  divisible  par  9; 
donc,  en  vertu  de  ce  qui  vient  d'être  dit,  l'équaCion  Z ^ o  t 
au  moins  un  factewr  réel  du  second  degré.  Ce  Jacteur  égalé  i  0 
donnera  lieu  à  deux  valeurs  de  s  1  de  la  forme     m  rt:  Cy^— -  i 
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(C  jiouTant  être  o ,  ce  qui  serait ,  si  les  deux  ralears  de  z  ëluîent 
réelles).  Gonsidérous  seulement  là  première  racine,  et  snppo* 
sons  qu'elle  appartienne  à  la  combinaison  a-f-  ^  +  ^ai. 

D'après  les  raisonnemens  précédens  »  rien  n'empêche  de  sup- 
poser encore  qu'une  autre  équation  Z'so,  formée  de  la  même 
manière,  ait  une  raciiîe  de  la  forme  et'^C\/ —  i,  qui  appar- 
tienne à  la  combinaison  a  +6  -f"  ^^^^  i  composée  des  deux  mêmes 

d'où  l'oa  déduit 

ab= jZTt' •'«+*= ÏHF 

Ces  expressions  sont  de  la  forme  r+8{/ — 1  et  /+fi'^/ZI7; 
ainsi  la  proposée  a  au  moins  un  facteur  du  second  degré,  tel 
quex»— (r^+/V/^)x  +  r4-fiV/— 1;  si  Pon  égale  ce  fac- 
teur à  o,  l'on  en  tire 


_L±ii:E*v/(^^)"-(^+.v'-.). 

En  développant  les  calculs  sous  le  ralical,  on   a  nécessûre- 

y  «__  - 

ment  un  résultat  de  la  forme  r^+^'V^ — 1  ;  mais  V  Z+^'V^^ 
réduit  en  série,  d'après  la  foimule  du  Ijinome  dans  le  cas  de 
l'exposant  fractionnait  e  y  donne  (n**  l83) 


—  1 


^s 


^  +lr'*s'\/~+hî^''     '  •  (»'  V-0*  +  ...., 


a 


expression  qui  se  réduit  elle-même  a  une  autre  de  la  forme 
Z'+a^y^ — I  (voyez  n**  38'])  j  d'où  l'on  peut  conclure  que  la 
première  des  deux  valt  urs  (!e  x  ci-dessus,  est  aussi  de  la  forme 
p+q  V  —  »  7  mais,  d'après  le  lemme  démontré  même  n®,  il 
fiaut  qu'elle  en  ait  une  autre  l(  le  que/)  —  q  j/ —  i.  Or,  si  l'on 
multiplie  entre  eux  les  deux  facteurs  x— (f^+S'V^— i) 
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et  X  —  (/> — q  V —  0>  on  obtient  pour  produit,  (x  —  p)*+g^* 
ou  x' — 2/?.r+/?^4"7*»  polynôme  ilu  second  degré  en  x  dont 
les  coefllcicns  sont  réels.  Ainsî,  il  est  encore  démontré  que, 
dans  le  cas  de  f7j==2'*.  n  ^V équation  a  au  moins  un  facteur  réel 
du  second  degré. 

Soit  en  troisième  iieiij  7n=  a'.w",  u^  ctî»nl  îinpaîr  ;  on  peut 
former  une  équation  Z-=o  analogue  aux  précédeutcs,  dont  le 

degré  m ou  a'.//  (m  —  i)  sera  deux  fois  divisible  pars, 

et  qui,  en- vertu  de  ce  qui  vient  d'être  dit,  aura  au  moins  un 
facteur  réel  du  second  degré  ;  d'où ,  en  répétant  les  mêmes  rai- 
sonneniens  que  dans  la  seconde  partie  de  la  démonstration,  l'on 
})ourra  conclure  que  Ici  proposée  elle-même  a  au  moifia  un  fac- 
teur réel  du  second  degré. 

Même  raisonnement  dans  Tliypotliëse  où  Ton  aurait 
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Donc  enfin,  toute  é(/ualion  de  degré  pair  quelconque j  a  au 
moins  an  facteur  réel  du  second  degré. 

Conséquence.  11  est  facile  de  déduire  de  là  que  toute  équa^ 
tion   de   degré  pair  est  décomposable  dans  le  produit  d'autant 

de  facteurs   réels  du  second  degré j  qu^il  y  a  d'unités  dans  — 

ou  dans  la  moitié  de  son  degré. 

En  effet,  puisqu'une  équation  de  degré  pair  a  au  moins  on 
facteur  réel  du  second  degré,  on  peut  diviser  son  premier 
membre  par  ce  facteur;  il  en  résultera  une  nouvelle  équation 
de  degré  pair  qui  aura  encore  au  moins  un  facteur  réel  du  se- 
cond degré,  par  lequel  on  pourra  diviser  le  premier  membre 
de  celte  seconde  équation,  et  ainsi  de  suite.  Donc,  le  premier 
membre  de  la  proposée  pourra  élre  regardé  comme  le  produit 
d*  au  tant  de  facteurs  réels  du  second  degré j  qu'il  y  a  d' unités 
dans  la  moitié  de  son  degré. 

Si  l'équation  était  de  degré  impair,  comme  en  vertu  da 
théorème  n*  3^7,  elle  aurait  au  moins  une  racine  réelle,  on 
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pourrait  l'en  débarrasser,  et  rétjuation  résultante  serait  déconi- 
]K>sab1e  en  facteurs  réels  du  second  degré. 

D'où  l'on  peut  conclure^  en  dernière  analyse^ le  théorème 
énoncé  n*  386,  savoir,  que  les  racines  imaginaires  d*itne  équa^ 
iion  vont  par  couple  j  et  sont  toutes  de  la  forme  a  dl  b^  —  i., 

38g.  Remarque,  Dans  le  cours  de  la  démonstration  précé- 
dente, nous  avons  eu  occasion  de  considérer  une  expression 

de  la  forme  Va+  b  |/ —  i ,  et  nous  avons  démontré  qu'elle 

était  réductible  à  la  forme  a'+^'  V —  i ,  en  la  développant 
en  série,  d'après  la  formule  du  binôme.  Mais  voici  un  autre 
moyen  qui  a  l'avantage  de  donner  la  valeur  exacte  de 

\a+b  V^^^i ,  et  qui  nous  conduira  d'ailleurs  à  une  consé- 
quence itn portante  ,  c'est  que  toutes  les  expressions  imaginaires 
d'indices  supérieurs  au  second  (u^  168),  sont  réductibles  à  des 
expressions  imaginaires  du  second  degré. 

Reprenons  l'expression  Va-f-6v/— i,  et  proposons-nous 
d'en  déterminer  la  vraie  valeur  (a  et  b  sont  supposés  ici  des 
nombres- réels,  positifs  ou  négatifs,  oommensurables  on  in- 
commensurables). 


Posons      \/a+iv/— 1+    y/a  — 6v/— 1  =  w. .  .  (1), 
\U  +  b\/'^—    \/a— iV/^^=  « ....  (2)  ; 


4V>à      S/a^bx/^i^"^:     \/a-bV^'^=^~^. 

et  tout  se  réduit  à  calculer  u  et£. 

Or,  si  l'on  élève  au  carré  les  équations  (i)  et  (a),  il  vient 

dans  la  première  de  ces  deux  équations,  le  premier  membre  est 
•un  nombre  essentiellement^si^:/,  que  l'on  peut  désigner  par  7/1* 
(car  on  a  k  fl*-f-A*>a);  dans  la  seconde,  au  contraire,  le 
premier  nierabre  est  un  nombre  négatif  i\n\  peut  être  repré« 
«enté  par —  /i*;  ce  qui  donne  les  deux  nouvelles  relations 
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d'ok  l'on  déduit      u  =  :jzm,    z=z±in^ — i. 
Substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  eUdessus  de 

Va  +  6l/— 1  et    Vu  —  bV^ — i ,  on  obtient  enfin 

On  4-  n  {/ —  1 


v:th^~^=-"-;^^ 


La  dilBcuUé  consiste  donc  à  calculer,  dans  çliaque  exemple 
particulier,  les  nombres  absolus  m  et  /i;  et  Ton  a,  pour  leur 
détermination,  les  deux  formules 


71*  =  2  l/a»+ 3*  —  2a ,  d'où     7i  =  \/2  \^à*+b^—'xa. 
Soitj  pour  premier  exemple^  l'expression  V  3  +  2  V^  —  i  ; 


on 


a  ici,  a=3,  i  =  2,  d'où  m  =  y/6-h2\/i3;  7i=  V2  V^  i3 — 6; 
donc  \/Ï^.VTÎ==:tQ^^+^+'^'^^J.  \^-^y 

SoU  encore  l'expression  \  16  + 3o\^ — i-,  posons  a  =:  16, 
i  =  3o;  il  en  résulte 


m=:  V/32+2l/ii56=io     et     n=  \/2V/ ii56  — 32=6; 
donc  \/T6+3oV/^=±^^'^^^^^^=±(5+3v/=^). 
On  troui-erait  de  mêmcj  \/i6— 3o  l^^^=zt(5-'  3  V—^)' 


*     iyfi.  Soit  maintenant  l^expression^'-^J  OM   V^/— i;daos 
ce  caiparticnlierj  on  a  0=0  et  &  sss  i ,    d'où 
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donc        J/—    ^^     \/yTi  =  ±l^:,.(i+^—,). 

Considérons  encore  fexpresaion  V  —  i ,  qui  est  dite  une  ima- 
ginaire du  troisième  ordre j  p«rce  que  le  facteur  a  entre  trois 
fois  dans  son  indice. 

Cette  expression  revient  à 

\/ i^^::^  ou  V  ±^v/5.(i  +  v'^); 

or  y  on  dï)tienty  d'après  les  formules  précédentes, 
donc  y 

i/=::7=v/ïîi^xd:(iS>Ei+vSEF.  i/zn). 

Si  l'on  prend  d'abord  le  signe  supérieur  dans  le  facteur 
l/±:-  V^a  qui  revient &-  V/diaV^a,  on  trouve,  toute  ré- 
duction ftltOi 

et  si  l'on  prend  le  signe  inférieur, 

a 

Ces  deux  derniers  exemples  font  voir  que  l^s  radicaux  ima» 
ginaires  de  degré  supérieur  au  second  j  sont  susceptibles  d'être 
ramenés  à  des  radicaux  imaginaires  du  $eoend  degré  ou  du 
premier  ordre. 
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3g  e.  Détermination  des  racines  imaginaires 'de9  équaiiom, 
LaYorme  desracinçs  imaginaires  d'une  équation  étant  connoe, 
nou»  ^o?OQS  procéder  à  leur  recliercbc. 

Soit^  *-+P*'«-'  +  Qjt"-*+....  +  Tx  +  Us=o, 

une  équation  renfermant  des  ruines  réelles  inopmmensurables 
et  des  racines  imaginaires.  ^ 

Désignons  par  p  +  q^ — \ ,  l'une  de  ces  dernières  ;  il  ▼îcnt 
par  la  substitution  de  ce  binôme  dans  la  proposée , 

Or,  si  Ton  dérclcppe  les  calcul»,  et  qu'on,  appelle  M  Téû- 
semble  des  termes  réels  ,  1^^^^  rensemhlc  des  termes  ima- 
ginaires, Végati  lé  cî-dcssus  revient  à  M  +Nv/i^=o,  équa- 
tion qui  uc  peut  exister  à  moins  que' l'on  n'ait  séparément 

M  ==  o     et     N  =  o. 

.  QLser vpns  actuellement  q  ueccs  éq  nations  renferment  les  deux 
indéterminées  p  et  q^  combinées  avec  \c^  coclliciens  de  la  pro- 
posée. Si  donc  y  on  cheraie  tous  Us  systèmes  de  valeurs  de  p 

et  de  q,  TEN  nombres  réels  COI^UJENSURABLES  OV  INCOMAiCKSITRABLESy 

jptoprpi  h  vêrijlévces  deux  équations j  et  qu'ion  lesjstAsêitu^  dans 
l^expression  p  +  qV^ — i,  on  obtiendra  ainsi  siéOffssipement 
toutes  les  racines  imaginaires  de  la  proposée* 

Telle  est  la  mélbode  générale  pour  découvrir  les  racines 
imaginaires,  ^'ous  ferons  toutefois  quelques  remarques  qui 
peuvent  faciliter  cette  recberclie ,  et  qui  sont  d'ailleurs  asses 
importantes  en  elles-mêmes. 

Sgay  -Supposons  que  ,  pour  obtenir  Ivs  racines  réeHes  incom- 
mensurables d'une  équation  X=o,  on  ait  été  obligé  (n*  35i) 
de  former  l'équation  aux.  carrés  des  diflërences,  Z=so ,  et  voTons 
le  parti  qu'tni  en  peut  tirer  pour  les  racines  imaginaires. 

Désignons  par  a,  fr,c.. .  les  racines  réelles  de  X=o,  et  pr 
jBlfcyl/r-'i,y  i:/i/^-T.. .  ,  les  racines  imaginaires j  pre- 
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noTis  craillcurs  successivement  les  diffci'ences  entre  toutes  ces 
racines  considérées  deux  à  deux  ;  on  en  obtient  de  quatre 
cspcces  : 

i®.  Une  différenc**  i»ntre  deux  racines  réelles ,  telle  que 
c— i,a-— c,  b  —  c...; 

2*.  Une  difll-rence  entre  deux  racines  imaginaires  conjuguées j 

3*.  Une  diflerencc  outre  une  racine  réelle  et  une  racine  ima- 
ginaire, a—p—q  V—i\  (i—p+qV—^ ;  6— /— yV  —  1 . .  .j 

4'.  Enfin  ,  une  diflcrcnce  entre  deux  racines  imaginaires  non 
conjujTuées,  p—p+  (q—^/)  V —  ^  i  p—p—iç—ç') V—^ 

Or,  pour  peu  qu'on  jette  les  yeux  sur  ces  diflerences,  on 
reconnaît  que  les  carrés  des  premières  sont  des  nombres  es- 
seniiellenient  potitiJH ;  les  carrés  des  secondes  différences  sont 
—  4y%  —  ^q^ '  •  •>  c'esl-à-dire  des  quantités  réelles,  mais^^^rw- 
tiellemeut  négatives.  Quant  aux  carrés  des  deux  autres  espèces, 
ce  sont,  en  général,  àcs  expressions  imaginaires^ 

Ainsi,  en  supposant  déjà  formée  l'équation  Z=o,  les  racines 
réelles  et  négalives  de  celte  équation  sont  les  carrés  des  diffè-' 
renées  entre  deux  racines  imaginaires  conjuguées. 

Appelons  donc  —  «,  — C, — y....  ces  racines,  que  Von  peut 
obtenir^  soit  par  la  méthode  des  racines  comme n^urablesj  soit 
par  la  méthode  des  racines  incommensurables  j  on  a 

/îq'  =  ct;      ^q"  =  C;      4/'=.  y....; 

(foù  l'on  cUduit 


Connaissant  les  valeurs  de  q^q  ^q" , , ,  ,\on  obtiendra  celles  de 
p,  p',  p"...,  en  suhstiluant  ±-\/  «ty  dz  -V/C.  .  ,  à  la  place  de  q 
dans  les  équations  IMt—o,  N  =  o,    que   l'on   a   établies  daus 
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le  n^  précédent  y  et  qui  acquerronl,  pour  chaque  substitution, 
un  commun  di%fUeur  en  p^  lequel^  égalé  àOj  donnera  ke  va- 
leurs de  p,  p',p*»  •  •• 

A  la  iréritc,  ce  moyen  est  en  défaut ,  lorsque  Pune  des  ra- 
cines réelles  de  la  proposée  est  identique  avec  la  partie  réelîe 
p,p' ,.. ,  de  l'une  des  racines  imaginaires;  car  dans  le  cas  de 
a^=p,  |>ar  exemple ,  les  deux  différences  a — />— 5'k  —  ii 
a — p  +  q^'^i  se  réduisent  à  "^qX/ — i  et^'V^— i,  dont 
les  carrés  sont  égaux  à  — q^  ;  il  est  encore  en  défaut ,  lorsque 
les  parties  réelles  de  deux  racines  imaginaires  non  conjuguées 
sont  identiques,  car,  par  exemple ,  P^=p'  réduit  les  diffé- 
rences 

et     -(q^q^)i/—,^ 

dopt  les  carrés  sont  égaux  i  —  (ç — y')*- 

D'où  Pou  voit  que  l'équation  Z  =  o  peut  quelquefois  avoir 
des  racines  négatires  qui  ne  représentent  pas  les  Taleurs  de 
— 4î*.  —  4y'* . . . . ,  mais  il  est  toujours  possible  de  reconnaître 
si  une  racine  négative  telle  que  — m  est  une  valeur  com^enablej 

à  ce  qu'en  substituant  -  V^«  dans  M  et  N ,  il  faut  et  il  suffit 

que  les  deux  polynômes  eu  p^  résultant  de  cette  substitution, 
aient  un  diviseur  commun;  toute  valeur  qui  ne  satisfera  pas  t 
cette  condition,  devra  être  rejetée,  comme  provenant  de  l'une 
des  circonstances  dont  nous  venons  de  parler* 

Nous  observons  encore  que ,  dans  ces  mêmes  circonstances, 
il  faudrait  que  l'équation  Z=o  eût  des  racines  égales,  puis- 
que nous  avons  reconnu  plus  haut  que  dans  rbypothèsc  de 
a=/7,  deux  carrés  au  moins  se  réduisent  k  — ^*;  et  dans 
l'hypothèse  de  p=p' ^  deux  carrés  au  moins  se  réduisent  à 
—  iq — q'T\  ainsi  l'on  pourrait,  parla  méthode  des  racines 
égales,  débarrasser  l'équation  Z=o  des  valeurs  différentes  de 

Quoi  qu'il  en  soit,  on  conçoit  combien  la  méthode  pour  d<^* 
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covTrir  les  racines  imaginaires  d'une  équation  ,  doit  être  pé- 
nible et  laborieuse,  toutes  les  fois  que  l'équation  est  d'un  degré 
supérieur  au  troisième. 

§  II.  Résolution  complète  de  Véquatîon  à  deux  termes. 

393.  On  appelle  ainsi,  toute  équation  qui  ne  renferme 
qu'une  seule  puissance  de  l'inconnue  et  des  quantités  toutes 
connues.  II  résulte  de  là  que  toute  équation  à  deux  termes 
peut  être  ramenée  à  la  forme 

a;"*dl/>  =  o, 

p  étant  un  nombre  absolu.  Gela  posé,  regardons  comme  con- 

m  m 

nue  la  valeur  aritJtmJ tique  de  Vp  9  ^^  posons jx=: y.  J/p;  il 
Tient    ,par  la  substitution  y  t.- 

/?y'*±:/}  =  o,     d'où    j'"'dt:i  =  o; 

ainsi ,  c'est  de  la  résolution  de  cette  dernière  équation  que  dé- 
pend celle  de  toutes  les  équations  à  deux  termes. 

Comme  l'équation  y"^  —  1=0  revient  à  ^^  =  i ,  on 
Yoit  que  tout  se  réduit  à  trouver'  pour  y  ^  les  nombres j  ou  plus 
correctement,  les  expressions  numériques  ou  algébriques  qui^ 
êlêifées  à  la  m*'"'  puissance^  peuvent  produire  l^ unité.  C'est 
pour  cette  raison  que  les  iraleurs  de  l'équation  y"*  —  1=0, 
sont  appelées  les  racines  de  funité. 

Les  \aleurs  de  l'équation  y*+  iz^o,  ouj^"*  =  — i,  sont 
dites  les  racines  de  l'unité  négatipe. 

Nous  avons  déjà  résolu  (n~  176  et  3o2)  plusieurs  espèces 
d'équations  à  deux  termes.  Nous  nous  proposons  actuellement 
de  les  résoudre  complètement,  quel  que  soHleur  degré;  mais 
avant,  il  est  bon  de  faire  connaître  quelques  propriétés  des 
équations  y*^ —  i  =0,  j'^^- 1  -^  o ,  ou  des  racines  de  l'unité. 

394.  Premièrement j  l'équation  jr^  —  1=0  n^a  qu'une 
zeuLe  racine  réelle  >  +1 ,  si  m  est  îiApair  ;  et  elle  n'a  que  deux 
racines  réelles,  +1  et  —  i,  si  m  est 'pair. 
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£n  effet;  lorsque  m  est  impair,  aucun  nombre  nc^atif  \\t 
peut  CTÎdemment  satisfaire  à  l'équatioa  ;  et  tout  nombre  absolu 

plu?  î;rand  ou  plus  petit  que  i  donne  nécessairement  j^       \\ 

ainsi  il  n'y  a  que  le  nombre  réel  +  i  qui  puisse  vérifier  IV^ua- 
tton.  Lorsque  m  est  pair,  +  i  et  —  i  la  vérifient;  mais  tout 
autre  nombre  réel  positifou  négatif,  donne  un  résultat  ditfcrrnt 
de  o  pour  j""  —  I  j  donc  ,  etc. 

Secondement,  L'équation  y'^  +  *  =  o  ^^  qu'une  seule 
racine  réelle,  —  i,  si  /»  est  impair;  et  elle  n'a  que  des  racines 
imogin aires ,  si  m  est  pair. 

Car  d'abord,  quel  que  soit  //»,  aucun  nombre  absolu  ne  peut 
y  satisfaire.  £n  outre,  si  m  est  pair,  aucun  nombre  négatif  ne 
peut  évidemment  la  vérifier  j  et  si  m  est  impair,  tout  nombre 
négatif  différent  de  —  i ,  donne  pour  j'^-f-*  >  ^n  résultat  dif- 
férent de  o. 

Eemarque.  Les  racines  de  l'équalion  y"*  —  i  =  o ,  ou  de 
l'équation  ^'"+1=0,  sont  toutes  inégales;  car  le  poly- 
nôme dérivé  du  premier  mem))re  étant  rny"*^^*  (n*  278) ,  cette 
expression  n'a  aucun  diviseur  commun  avec  y^ —  1  ou  y"*  +  1 
{voyez  n**  agS). 

SgS.  Si  l'on  désigne  par  m  l*une  quelconque  des  racines  ima- 
ginaires de  l'équation  y"*  —  1=0,  on  a  également  m?  pour 
racine  de  cette  équation  [p  étant  un  nombre  entier  quelconque 
positif  ou  négatif).  Car,  puisque  «  vérifie  Téquation  ,  on  a 
l'égalité  a"'=  I  ,  d'où  («"')''=  i,  égalité  que  l'on  peut  trans- 
former ainsi,  («'')'"  =1  ;  d'où  Ton  voit  que  «?  est  aussi  racine 
de  l'équation.  Donc,  a  étant  une  des  racines  imaginaires  de 
l'équation      y"* — i  :=o,    l'on  a  également  pour  racines, 

a*,   m\   «f,...,   «■■',   «~*,   «""^  .  .  . 

N.  B,  Plusieurs  de  ces  puissances  rentrent  nécessairement 
les  unes  dans  les  autres.  Car  soit,  par  exemple,  l'équation.. 
^ — i=o*,  si  CL  est  une  racine  imaginaire,  on  a  régalilc 
£t*  —  I  =r  o  ,  d'où  ce"  z=:  \\  donc  a^  ou  1»^  X  «'  est  égal  à  «; 
de  mâmc,  «'  ou  «^  X  «*  C5t  égal  à  «*. .:. . 
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Si  ai  désigne  Vutu  quelconque  des  racineë  imaginaires  de 
l'équation  j"*  +  1  =  0,  mP  est  aussi  racine  {p  étant  un  nombre 
ipiipair  quelconque ,  positif  ou  négatif). 

En  effet,  de  Tcquation  «"•  =  — i,  on  déduit  («■•)?  =  —  i, 
puisque  p  est,  par  hypothèse,  impair;  or,  cette  égalité  reyiont 
à  («'')"*=:  —  I  ;  donc  olP  est  racine  de  la  même  équation. 
Ainsi,  dt»,  et^,  a*.  • . .  ,  ûtr\  a"^,  a~^. . .  . ,  sont  des  racines 
de  l'équation  j'"  +  i  =  o. 

396.  Résolution  de  l'équation     y"— 1=0. 
Cette  résolution  repose  sur  une  formule  trigonométrique  que 
nous  allons  d'ahord  faire  connaître. 

Si  l'on  uiultiplie  entre  elles  les  deux  expressions 

oos«4"8ina.  V^ — 1     et    cosi  +  sini.V^ — 1, 

on  a  pour  produit, 

cosa.cosé+(sina.cos.A  +  sîni.cosa).  \/ — i  —  sina.sin&; 

donc  à  cause  des  formules 

cos  (a  +  6)  =  cos  a. ces  b  —  sin  a.sin  b, 
sin  (a  +  ^)  =  AÎn  a. cos  b  «f*.  9m  6«cos  a» 

il  vient         (cos a  +  sin  a.  V^ — i)  (cos  b-^-sinb.  \/ — 1) 
=  cos  (a  +  i)  +  8in  (a  +  6).  V^ — i . 

*Soit  a  +  i  =  a',  et  multiplions  cos  a'  +  «*"  «'.  V^—  1  par 
cos  c  +  sin  c.  v/— I  ;  on  trouvera  de  même 

(cos  a'  +  sîn  a'.  1^ — 1)  (cos  c  +  sin  c.  \/ — i) 
=  cos {a'  +  c)  +  sin  (oT  +  c).  \/^ , 

et  par  conséquent, 

(cosa+sina-V— ^)(cos6+sini.  V^— i)(cosc+sinc.  V^—  i) 
=  cos  (a+ &  +  c)  +  sin  (a  +  6  +  c) .  V^ — i. 

En  général ,  soit  un  nombre  m  d*arcs  a^  b,  c  ,.p\  on  a 


Sgo  niêQumoH  cosipiirs 

é?idemineiit  le  résul  Ut 

^cosa-j-sina.  v/ — i}(co6M-sÎQ&-  l/^^)...(coy+»în/i,  v/— i) 

Supposons  maintenant  a  =  &s=c =Pî  >I  ei^  résulte 

<»  +  ^  +  c+..*.  +  p  =  wfa;  d'où 

(cosa  +  BÎna.^ — i)"  =  C08/7Mi  +  sinma.  V^ — i (i). 

Cette  formale  étant  yniiei  quel  que  soit  l'arc  o,  on  peut  rem- 
placer a  par  -— a,  et  si  Ton  se  rappelle  que  cbs(— a)=cosay 
sin(— a)=— -sina,  il  en  résulte  cette  nouyelle  formule 

(cosa  — sina.  ^ — ij^sscosTiia—- sinTna.  V^— i. . .  (a). 

On  sait  encore  que  ar  désignant  une  circonférence  de  cerde, 
I  le  ra^on  et  t  un  nombre  entier  absolu  quelconque,  on  a 

cos  ^kfr  zzzi     et     sin  2iir  s=  o . . . .   (3). 

397.  Cela  posé>  il  résulte  éTÎdemmeut  des  trois  formules  qae 
l'on  yient  d'obtenir, 

(cos — ^disin  —  .1^— i)  sscosaAirriisinsA^.  1/-— issi  ; 
m  m     ^         / 

d'où  l'on  voit  que,  quel  que  soit  le  nombre  entier  k ,  Pezpries'* 

sion  cos dtsin k  —  i  jouit  de  la  propriété  d'être  une 

racine  m'^"'  de  l'unité^  c^€st-à- dire  de  satis&ire  k  l'équation 
y»— i  =  o,        • 

Pour  obtenir  les  différentes  racines,  il  ne  s'agit  que  d'attri- 
buer à  k  les  valeurs  o ,  i ,  a,  3 . . . ,  puis  de.  calculer,  au  moven 
des  Tables  trigonométrie ues  j  les  valeurs  correspondantes  de 

2ihr    ,  ,      .     2k7r 

cos et  de  sm  —  . 

m  m 

Diacuuion.  Puisque  ib désigne  un  nombre  entier  tout-i-lait  ar- 

«...  -1  11  19  cossihr  ,  sinaihr  / — 
biirau  e,  il  semble  quel'eipression  j  =  -  ±: .  ^/— i 
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doive  présenter  une  infinité  de  \aleur>;  mais  nons  allons  Toir 
qu'elle  ne  fournit  réellement  que  m  valeurs  différentes. 

Obserrons  d'abc  d  que^  pour  une  méVne  valeur  attribuée 
à  A,  les  deux.  expre>&îons  générales  C,e y  forment  deux  racines 
imaginaires  conjuguêeg;  ce  qui  s'accorde  avec  le  théorème  du 
n®  388.  £n  outre,  ces  (!eux.  racines  sont  réciproques  l'une  de 
l'autre;  car  on  a  pour  leur  {  roàuit , 

cos  — -+sin  -— .  K~i  J  f  cos  — sm  — -.  V^— i  ) 

m  m  /  \        m  m  J 

=  cos* 1-  sin* =  1. 

m  m 

Cette  seconde  proprictô  ^'accorde  encore  avec  ce  qui  a  été  dit 
11*  3o2  :  toutes  les  racines  de  l'équation  y" —  i  =  o  sont  réci^ 
proques  deux  à  deux,  à  tf exception  de  "^  \  ^hixù,  est  impair ,  et 
i^b  +  1  )  —  \  y  siiaiest  pair. 

Actuellement^  donnons  à  h  toutes  les  valeurs  entièrei  com- 
prises depuis  o  jusqu'à  inclvsiTement ,  si  m  est  impairi 

et  depuis  o  jusqu'à  —,  si  m  est  pair;  il  viendra ijMir  ces  subs- 
titutions, pour 

it  =  o,..,.  jf  =s  cos    o  db  sin    o.v/— i  =  i, 

k  xsi  I ,  •  •  • .  y  =  COS  —  ±:  sin  — .  j/ — i , 
n*  If» 

ip  =  2,..,.  y  =  COS  -2-  3:  sm  -2-.  k  — i, 

r         o  6r  _.      ,      ftr    ,  / 

it  =:  3,....  y  =  COS  —  zi  sm  — ••  k  — i, 
m  m 


L         w»— I  (m — iV_.     .    (m — iW    .y 

a         ^  m  m  ' 
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ou  bien, 

i  =  — ,.    ..y  =  C08«*2isinîrK  — 1=—  i. 

Ce  tableau  donne  toales  les  racines  de  l'équation. 
En  effet  ^  i^  lorsque  m  est  impair  >  ckacune  des  valeurs 

it  =  i,  2,  3... —   fournissant  deux  racines  pour  y,  le 

iiomlire  total  de  ces  valeurs  donne  nécessairement  ftl — ^ 

ou  /7t-— 1  racines;  d'ailleurs  i  =  o  donne  la  racine   i  ;  aind 

.  le  nombre  des  racines  fournies  par  fts^o,  i,  :t,  3...  • — ^ 

est  m.  TouUs  ces  racinet  sont  essentiellement  difflirenUs,  car 

-  a»  '  4*"  (to  — i)5r     ,  .    . 

les  arcs  o,   —,  — . .  • , ,  étant  tous  moindres  quer 

m      m  m  * 

ou  la  demi  -  circonférence  I  ont  au  moins  des  cosinus  dif- 

férens. 

a^'  Lorsque  m  est  pair,  les  deux  valeurs  extrêmes,  Jt=o 

et  it  =— ,  fournissent  les  deux  racines  +  *  et  — i  ;  d'ailleurs 

les  valeurs  intermédiaires  it=  i ,  2,  3. .  . .  ( 1 Y  donnent 

cbacune  deux  racines;  donc  le  nombre  total  des  racines  qui 
correspondent  à  ir  =  o,  1,2...  A 1  j,  —,  est  exprime 

_    par  2-f-2r 1  J,  ou  par  m  ;  et  ces  racines  sont  essentielle- 
ment différentes,  par  la  même  raison  que  ci-dessns. 

Il  nous  reste  maintenant  à  faire  voir  qu'en  attribuant  à  k 

.    de  nouvelles  valeurs  plus  grandes  que ou  —,  on  retom- 
bera sur  les  mêmes  racines. 

Soit  d'abord  m  un  nombre  impair^ci  supposons  it^— +/i, 
n  ('tant  un  nombre  entier  quelconque  ;  il  vient 


w  l'Aquation  ^  —  I  =  o. 
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y=cosi ^±s\n- — .  k  *-i, 

oubicQ,  j^scos    w+' ^  |±:sin    w+- ^  L  y/ZI7. 

Or,  je  dis  que  ces  deux  râleurs  sont  identiques  avec  celles  qui 

ont  été  déjà  données  par  it= — («— i)  on  k=: ; 

en  effet ,  cette  valeur  de  k  donne 

{m— a/i+.i)ir   -     .    (m  —  2/1+iV    ./ 

r=:cos^^ ~   iisin .  1/  —  i, 

m  m 

on  bien 

(an  —  iV*^^  .^  p_      (an— i)ir 


j,=cos[,-  ^'-]d=«n[. 


m 


i/^]î 


mais  on  sait  que,  pour  deux  arcs    w^^a  et  if^a,    l'on  a 
co8(«:  +  o)  =  cos(ir  —  a)     et    sinC^- +  û)=  — sînC^-— a)  ; 
d'oii  l'on  conclut 

C,  (an— i)^"!  r         (a/i — i)»"! 

C^(are— Ow-J  .    r        (an— 1)»-| 


Donc  enfin ,  /^s  dSsiMP  racines  correspondantes  à. 


k  n^ f-  n     sont  identiques  apec  celles  qui  correspondent 

à    k= (n  —  i)  j     la  seule  différence  ,  c'est  qu'on 

trouve  (es  deux  racines  dans  un  ordre  inverse. 

m 
Si  m  estpair,  soit  fait     k  =. 1-  n  ;     il  en  résulte 

38 
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iiur  -t-  an*  _,      .    imr  +  2nir    ^  / 

r  =  008  — — dbsin •  y — i , 

•  jft  /Il 

oubien,    y  ==  coa  Qr  +  ^j:iZBm(K  +  '^J.  ^^ ; 
mais  si  Ton  fait     k  = n ,     il  vient 

T 

or,  on  a  cos  (  ît  H J  =       oos  fa- j , 

et  sinljrH J  =  —  smlx- J. 

Donc,  les  racines  de  y  correspondantes  à  ft  ^  —  -f-  n,  sont 

identiques  avec  celles  qui  correspondent  à  it= n. 

Donc  enfin  I  le  tableau  des  valeurs  que  l'on  a  obtenues  pour 
A:=:o,  1,  2,  3.... ou  —,  reaferme  toutes  lea  racines 

2  2 

de  jr"  —  I  =  o ,  quel  que  soit  m. 

398.  Relations  entre  les  racines  de  l'équation  y"  —  i  =0. 
£n  jetant  les  yeux  sur  ce  tableau ,  on  voit  que 

4*   I     •4*'    ./ ^       2îr  5nr       J V 

m  m  \       m  m    ^         J  ^ 

en  vertu  de  la  formule 

(oos a  +  sin  a.  ^ — 1)"'=  cos'/wa  +  sin  ma,  j/ — ij 

^  I    •    ^    .y — ^      f      ^'^  ,    >    2»    .• — V 

cos hsm  — •  K  — 1  =(  cos  —  +sin  — .  y — i  1  , 

mm  \        m  m  J 


m^^i      ,    .    m — 1  y /       2îr   ,    .    2îr    .  y \ 

cos w+sin «•.  y — 1=1  cos — +8in— ^.  y — i  1       , 

//*  m  ^  \       m  m    ^         J 
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si  m  est  impair-,  et 


COS«r 


+  sîn3r.v/ — i=/co8— +«îi*— 'V^ — ï)  9  "  /»èst  pair. 
Donc  en  appelant  et  la  première  racine  imaginaire 

cos  —  +  8În — .  V^»  I,   toutes  les  racines  du  tableau  déjà 
m  m         ^ 

cité,  correspondantes  au  signe  supérieur  j peupenl  être  repré" 

M— I  m 

senties  par  «**,  ai,  «%  «t^. . .  ae  '  ou  «'*,  quant  aux  racines  qui 
correspondent  au  signe  inférieur ,  nous  avons  vu  qu'elles  sont 
les  réciproques  des  racines  supérieures  ;  en  sorte  que  l'on  a  pour 

CCS  nouvelles  racines ,- ,  —,  -s»--  »  "i^iTi»  ou  —  ;  et  si  l'on 
o1>serve  que  «"*  est  égal  à  i ,  ces  expressions  reviennent 


t"*—',  «6'""^,  «*"""' .  ,  .  .4i    '     ou  4 


D'oïl  l'on  peut  conclure  enfin  que,  «  désignant  la  première 
racine  imaginaire ,  tontes  les  racines  de  l'éqoation  ^"*-*—  i  =0, 
neuvent  être  renrésentées  nar 


peuvent  être  représentées  par 


#»,  a*,  #%  #\  .  •  et  '    ,  ou  -' ^«•s,  #"»-•,  #«-', 

série  dans  laquelle  les  exposans  ne  sont  autre  chose  que  les 
nomi>res  natureb  depuis  o  jusqu'à  m  —  i* 

39g.  Rsmarque  importante*  Cette  propriété  dont  jouit  l'une 
des  racines  imaginaires,  de  reproduire  toutes  les  autres  avec 
SCS  diverses  puissances,  n'appartient  généralement  qu'à  la  pre- 
mière racine,  cos î-  sin  — .  ^ —  i ,  ou  à  sa  coniucuée. . . 

m  m  '  ^ 

cos — —sin — .  V^— I.  On  a  bien  prouvé  (n®  SgS)  que  et  étant 

une  racine  imaginaire  quelconque  ^  a^  est  aussi  une  racine  de 

38.- 
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Téquation;  mais  il  n'est  pas  toujours  vrai  de  dire  qu'cm  donnant 
à  p  des  valeurs  entières  convenables ,  on  pourra  reproduire  toutos 
les  racines. 

Soit,  par  exemple,  l'équation  j^ —  1=0,  qui,  pouvant  se 
mettre  sous  la  forme  (y^—  i)  ()''  +  i)  =  o,  donne 

f.jf=ietjr=S -^ ,  il\y:=^^it\y  = ^ ; 

comme  les  trois  premières  racines  proviennent  Ae  ^  —  1=0, 
SI  l'on  désigne  par  m  la  racme ,  on  a 


•=(=i^^7=— J^'-..'=..- 


ES:«'X«=:*i 


-5  — ^S 


=  -'X-*;-<^  =  (ceO'=»< 


d'où  l'on  voit  que  les  trois  premières  racines  seulement  sont 
produites  par  les  puissances  de . 

Mais  il  n'en  est  pas  de  même  de ;  car  on  trouve 

+»/— sy     -i-tZ-a/i+y/— 3V_  1— y^— 3 


Q^^) 


<^-) 


Aiusi,  toutes  les  racines  sont  produites  par  les  puissances  o,  i, 

2,3^4'^****^^^^^^^^°^ *  ®^  ^'*  lient  à  ce  que 

cette  dernière  racine  est  la  première  donnée  par  la  formule 


cos 


—  +  sin — •  K — 1  , 


m 


m 


B£80LUTI0K   DE   l'^QUATION   ^"^  +  1  sa  O.  697 

qui  deyient ,  dans  ce  cas,     cos  ^  +  sin  ^  •  l/—  i . 

En  effet ,  on  a  cos  ^  =  sin  (-  —  ^  V  ^  ^^°  â  *  o^^I^  sinus  du 

6^  de  ^  ou  du  12*  de  la  circonférence,  est  la  moitié  de  la  corde 
qui  en  sou  tend  le  6*,  et  par  conséquent ,  est  égal  à  la  moitié  du 
rayon  ;  donc 

cos;î    ou    sin^^-;  d'où  sin:r=r\/ i  —  7=:- 1/3; 
3  6       a  3V  4^ 

ce  qui  donne  enfîn  -  4- -  V^3.  l/ — i,  ou pour  la 

première  racine. 

Cette  exception  a  lieu,  en  général,  pour  les  équations  de  la 
forme        y^ — 1=0,  ou  (y* — 1)  (y*4-i)  =  o* 

4oo.  Résolution  de  Céquaiion     y"  -f- 1  =  o. 
Comme  on  a 

cos  (2A  4- 1)  w= —  I ,  sin  {^k  +  i)  y  =  o, 

on  peut  conclure  de  la  formule  générale  établie  n®  3g7  , 

cos^ ^±:8m^^ ^—.y — ï    = 

m  w»  J 

cos(2fc4- i)x±:<in  (»/£+ i)îr.  i/^  =  — 1; 
d'où  l'on  voit  que  l'expression 


(aft-f  1)*   .     .    (2/t4-i)îr 


eus  — ^ ^-  lE  siu 


m  m 


i/- 


peut  èlre  prise  pour  la  racine  /»"""  de  —  i ,  ou  pour  l'expression 
générale  d'une  racine  de  la  proposée*,  et  l'on  obtiendra  les  di- 
verses'racines,  en  attribuant  ii  A  la  série  des  yaleurs  0,1, 

2,3 

Donnons  à  k  toutes  les  valeurs  comprises  depuis  o  jusqu'à 

^^ — 1                ^.                ,  ,                       „  wi                 m — 2 
— ;;;—  »  si  m  est  impair ,  cl  depuis  6  jusqu  a i   ou  , 


V 
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si  m  est  pair;  on  obtiendra  successivement,  poar 

ft  =r  o, . . .  .y  =  cos  —    ±:  sin  — .  l/—  i  , 

3^  3^       

ft  =  I , ...  .y  =  008  —  dl  sin  — .  l/—  1  • 
m  m 


h  ^  2...  ..y  =:  cos  — 


k  :=  9 .  «jf  :==  COS  7  db  sin  «•.  ï/—  i  =  —  i , 

k  =  24:2. .  .j.  =  00.  (»-^)  ±:  ,in  (^- J).  i/:rT. 

Je  dis  que  ce  tableau  renferme  toutes  les  racines  de  l'équation 

^"  4.  I  t=:  o. 


m  ' 


En  effet  y  lorsque  m  est  impair ,  comme  la  valeur  k  = 


I 


-y  en  donnent  deux  chacune,  il  s'ensuit 


ne  donne  que  la  racine  —  i ,  mais  que  toutes  les  autres  o,  i ,  a.!. 
If»—  1  m —  3 

a  2 

que  le  nombre  total  des  racines  fournies  par  ces  valeurs ,  est... 

1  -f-  a  -t*  — — — .  on  /». 
'       '  a 

Si  m  est  pair ,  chaque  valeur  de  k ,  depuis  o  jusqu'à , 

donne  deux  racines  ;  ainsi ,  le  nombre  total  des  racines  fournies 

.    a(/n  —  2) 

est     a  +  — ^ ou  m. 

a 


On  démontrera itd*aîlleurs, comme  on  Fa  fait  pour  j" — issso, 
qu'en  donnant  à  k  des  valeurs  plus  grandes  que ,  si  ?» 


est  impair,  et  que  — 
mêmes  racines;  donc,  etc. 


,  si  m  est  pair,  on  doit  retrouver  les 
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On  reconnaît  encore,  d'après  l^inspectîon  de  ce  taUeau, 
que  si  «  désigne  la  première  racine  imaginaire,  aayoir  :  ... 

cos  — J-  sin  —  l/ — J  ,  «t*,  A^,  aK..  ,  Et"»  ou  a""~* ,  suivant  que  m 
m  m 

est  impair  ou  pair,  représentent  toutes  les  racines  corre8pon<- 
dantes  au  signe  supérieur;  d'ailleurs  les  racines  correspondantes 
au  signe  inférieur  sont  les  réciproques  des  su|)érieure8',  ainsi 
l'on  a,  pour  ces  racines, 

III  I  f 

et  comme  et"*  =:  -.-  i ,  d'où  *•"*  =  i , 

ces  mêmes  racines  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

—      ou     tf""""*,    «e'"*""^,    «t*"^*,...   a*"  ou  ct*"-^' ; 

A 

donc  enfin  toutes  les  racines  de  l'équation  y'^  -4-1=0,  sont , 
dans  l'hypothèse  de  m  impair, 

AyA,AyA'j,,,A  ,     fit,    «,•••&  #*  > 

e\  dans  l'hypothèse  de  t?»  un  nombre  pair, 

et»,    <t%    «S   a%...   fit«-',   tf-"-^',   «t"»^-3,...    «»"-»,    *••»-». 

iV.  ^.  Pour  plus  de  généralité ,  nous  avons  établi  des  foi- 
mules  pour  résoudre  l'équation  j^"*  +  >  =  o,  quel  que  soit  //*  ; 
mais  dans  le  cas  où  m  est  impair,  la  résolution  de  cette  équa- 
tion se  ramène  à  celle  de  y'^  —  1  =  0,  en  posant  yz=''^y\ 
ce  qui  donne  y'*  —  i  =  o  ;  d'où  l'on  v^it  que  les  racines  de 
l'équation  ^"»  -f-  i  =  o  sont  égales  et  de  signes  contraires  aux 
racines  de  l'équation  y"* —  i  =  0,  toutes  les  fois  que  m  est 
un  nombre  impair. 

40 1 .  Scholie  général.  En  récapitulant  tout  ce  qui  vient  d'être 
dit  sur  les  équations  à  deux  termes,  on  peut  conclure  qu'a// 
radical  quelconque  a  toujours  autant  de  valeurs  qu'il  y  a 
d'unités  dans  son  indice.  Ces  valtmrs  sont  égales  à  la  racine 
ai-ithmètique  de  la  quantité  sous  le  signe ,  considérée  avec  m 


6oO  SCnOLIB   oiNiBAL   SUR   LKS   RADICAUX- 

Taleur  absolue,  et  itauUiplîée  successivement  par  chacune  dcn 
racines  de  +  *  ou  —  i. 

Arnsî,  lorsque  Von  a  deux  radicaux  à  multiplier  l'un  par 
l'auh^e,  le  produit  est  susceptible  d'autant  de  valeurs  difflb^tili's 
qu'il  y  a  d'unités  dans  le  produit  des  deux  indices,  à  moins  que 
les  degrés  des  deux  radicaux  ne  soient  égaux  ;  car  alors  plu- 
sieurs valeurs  deviennent  identiques. 

Soit,  par  exemple,  {/a  a  multiplier  par  V/6  ;  désignons  par 
p  ei  q  leurs  valeurs  arithmétiques ^  on  a  (  n**  SgS  )  pour  le  pre- 
mier radical, .......     a®/?,   «/?,  «*/>, 

et  pour  le  second , . . .     «t®y ,   aq ,  a*q  ; 

multipliant  uliacundes  termes  de  la  première  ligne  par  châcan 
^^  termes  de  la  seconde ,  on  obtient 


apq,    a^pq,   a^pq, 
a'^pq,   d?pq,   a^pq, 


expressions  qui  se  réduisent  à  trois  différentes,/^,  apq  et  A^pqj 
si  l'on  observe  que  l'on  a     «t^  =  i  et  «t^  =  a. 

Il  en  est  de  niéme^  lorsque  les  deux  indices  ont  un  facteur 
commun.  Le  nombre  des  valeurs  différentes  du  produit  est  alors 
égal  au, multiple  le  plus  simple  des  deux  indices. 

Ces  observations  complëteot  ce  que  nous  avons  dit  dans  le 
sixième  chapitre  (n*^  176)  sur  la  multiplicité  des  valeurs  d'un 
radical. 

§  III.  Résolution  des  équations  trinômes.  Extraction 
dune  racine  de  degré  quelconque  dune  quantité  en 
partie  rationnelle,  et  en  partie  irrationnelle  du  se- 
cond  degré. 

4oîi.  Équation  Uinome  x*"  +  px"*  =  q.  On  appelle  aiusi 
toutes  les  équations  qui  ne  renferment  que  deux  exposcuis  de 
l'inconnue,  doubles  l'un  de  l' autre j  et  des  quantités  toutes  con- 


RisOLUTION   DES    iQUATiON»   TRINOMES.  6oi 

nues.  Ces  sortes  d^équations.pettveDt  toujours^  par  ta  transpo^ 
sition  et  par  la  réduction ,  être  ramenées  à  la  forme  ci-dessus. 
Leur  résolution  dépeod  d'ailleurs  uniquement  de  celle  de  l'é- 
quation du  second  degré  et  de  l'équation  à  deux  termes. 
En  eflTet,  soit  posé    x^  =y9    î*  «^  résulte 

y-+py  =  q',    d'où    y=-l±^^  +  q. 

m      

Donc  x  =  i/^=Y/-f±\/f+y- 

ainsi,  pour  obtenir  toutes  les  râleurs  de  x,  il  soflit  de  multi- 
plier les  deu^  valeurs  données  immédiatement  par 


v/-?+v/f+«    •"-'    v/-'-v/î+'- 

par  chacune  des  racines  W**"  de  +i. 

Soitj  par  exemple j  inéquation  jfi  —  7X^  sss  45 1 44  ; 
en  posant  x^-=:jr^  on  trouve  y* — 'jy  =45i44> 
d'oi  l'on  déduit    ^'  =  216     et     y  =  —  209. 

Donc 

i*>.  jc5=ai6;  d'où  ar  =  6,  »=:6.a,  *=6.flt*; 

3 3  

a**.  jA=— 209; d'oûap=— 4/209, «=3—«.  l/ 309, «=— «•1/209, 

•  désignant  la  première  racine  cubique  imaginaire  de  l'nnité. 

La  résolution  des  équations  trinômes  conduit  k  l'extraction 
de  la  racine  m^'*"'  d'une  quantité'  en  partie  rationnelle  et  en 
partie  irrationnelle  du  second  degré.  'Nous  avons  déjà  (n**  1 19) 
traité  un  cas  particulier  de  celte  question,  celui  de  la  racine 
carrée.  Nous  allons  maintenant  considérer  le  cas  de  la  racine 
cubique  ou  troisicnic,  après  quoi  nous  généraliserons. 


6o^  EFFECTUER   L'opinATION 

4o3.  Effectuer,  a^il  eut  potêibk,  y  opération  marquée  par 


3 


Ou  ue  peut  pas,  comme  pour  la  racine  carrée  {o?  1 19),  sup- 

3 

]K)ser  l/a-HV/6=v/a:  +v/^;     car  on  a 

e\  pression  qui  rerîent  a    (x  +  3>y) .  \/x  +  (3  r  +  y)   t/y ,    et 

est  par  conséquent  composée  de  deux  radicaux  ;  mais  on  peut 

s 

supposer  |/a  +  V^i  =  x-f-v(y>  car  on  a 

expression  de  même  forme  que  a  +|/&. 

Obsenrons  encore  cependant  que  si  a  et  ^b  ont  nn  fadeur 
commun  qui  n'est  pas  un  cube  parfait,  il  est  possible  que  la 

racine  soit  de  la  forme     ^c.(x  +V^)' 

Par  exemple,  élevons  au  cube  1/2.(2+1^*1);  il  vient 
pour  résultat,  2(74+23V'*0>  ou  i48  +  46v/i'>  dont  la 
racine  est  affectée  d'un  radical  cubique  monôme. 

Ainsi ,  pour  comprendre  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présen- 
ter, nous  poserons 


\/a  +  \/b=\/z.(^x+\/y), 

X,  y,  £  étant  des  quantités  commensurables  qu'il  s'agit  de  dé- 
terminer conformément  à  la  question. 

Pour  y  parvenir ,  élevons  au  cube  les  deux  membres  de  cette 
égalité;  il  vient 

a  +  v^i  =  a  [x^  +  3xy  +  (Sx"  +  y)  •  Ky] , 
équation  qui  se  partage  nécessairement  en  deux  autres , 
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retranchant  ces  deux  équations  l'une  de  l'autre^  on  en  tire 

» 

3 

donc  J*— j^=l/°~    ='i^(Q*— &)g- 

Il  est  visible ,  d'après  cette  équation ,  que  la  valeur  de  y 
correspondante  à  des  valeurs  commensurables  de  x  et  s,  ne 
peut  être  elle-même  rationnelle,  comme  l'exige  la  questiou. 


qu'autant  que  V^(a^ — b)z  le  sera  aussi.  Or,  puisque  x,  y^Mj 
ne  sont  liées  que  par  deux  équations,  on  peut  disposer  de  l'une 
d'elles  arbitrairement,  de  s,  par  exemple,  et  la  déterminer 
de  manière  que  (a* — b)z  soit  un  cube  parfait  j  4e  cas  le  plus 
défavorable  serait  celui  oii  a^  — 6  ne  renfermerait  aucun 
Dacteur  ni  cube ,  ni  corr^  parfait ,  et  alors  il  suffirait  de  poser 
z={a-  —  by. 


Supposons  donc  z  déterminé  de  manière  que  V^(«* — b)g 

,    3 

soit  rationnel ,  et  faisons  -  V^(a*— 6)21  =  c;  il  en  résulte 

X*  —  j'  =  c ,  d'où  J' = X*  —  c  ;  substituant  cette  valeur  dans 
l'équation  a=z{x^+3xy),  on  obtient  a=:z{x^+3x^ — 3tx), 
ou  réduisant ,     4*^  —  3czx  —  a  =  o. 

Cette  équation,  dans  laquelle  s,  c  et  a  sont  des  nombres 
connus ,  doit  avoir  au  moins  une  racine  commensurable ,  pour 
que  l'expression  proposée  a+i/  b,  soit  un  cube  parfait,  ou 
du  moins,  de  la  forme    G.(A  -f-  [/  B)^. 

Voici  les  formules  dont  il  faut  faire  usage  dans  les  appli* 
cations  : 

I    5  . 

1®.  cc=-  j/(a*—6)»;  on  peut  toujours  donner  à  z  une 
,  z 

valeur  telle  que  c  soit  rationneL 

2**.  ^Z3^  —  Zczx  —  a=o;  celte  équation  doit  admettre  au 

moins  une  racine  commensurable,  que  l'on  déterminera  d'après 

la  métbodc  du  u"  334.  ^ 
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3^  jrssx*  — c;   cette  équatloo  donnera  la  valeur   de  y 
correspondante  aux  deux  valeurs  de  x  et  de  ». 


404.  Premier  exemple.  Soit     V^i48  +  48l/ii  ;     on  a 

c'  —  6=  21904  —  23^76  =  —  1872  =  —  343  X  4> 

or,  343  est  un  cube  parfait,  savoir ,  le  cube  de  7;  si  donc  l'on 
multiplie  — 343x4  P^''*  2,  l'expression  (a*  —  b)z  sera  un 
cube  parfait,  égal  à  (—  7  X  2)'^. 

Posons  alors  *  =  2;  il  en  résulte  c  =  -  ^/(a*— ^ïss — 7, 

d'où,  substituant  cette  valeur  et  celle  de  s  dans  la  seconde 

formule, Sx'  +  42J?  —  ^Sfi  =  o, 

ou  réduisant, 4^  +  2ix  -^     74  =  o. 

Cette  équation,  résolue  par  la  méthode  du  n**  334,  donne 
a- =  2;  les  deux  autres  racines  sont  imaginaires.  Portant  cette 
valeur  de  x  et  la  valeur  de  c  dansla  troisième  formule,  y='^* — <  > 
on  trouve  y=iii\  donc  enfin  la  racine  cherchée  est 

V/2.(2+ V/ii),  résultat  que  Ton  peut  vérifier,  en  l'élevant 
au  cube. 


Second  exemple.   Soit      Va  +  'iV^— i;     on  a 
a* — i=4  4^i2i  =  I25  =  (5)', 


d'où  c  =  -  V^(a*— 6)«  =  -V/i25.»; 

z  z 

comme  126  est  un  cube  parfait,  il  suffit  de  faire  «=£=  i ,  ce 

ft 

qui  donne  c'=  |/i25  =  5;  d'où,  substituant  dans  la  seconde 
formule,    4^  ^  '^^  —  2=0,    équation  qui  admet  encore  la 

racine  2 ,  et  dont  les  deux  autres  sont  a:= irjL_  ^  valeurs 

2 

irrationnelles.  La  valeur  de  y,  correspondante  à  x  =  2,  ef»t 

3 

y  =  4  ^^  5  =  —  I  i  ainsi  V  2  +  1 1  \/ — 1=24-  i/--T. 
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Troisième  exemple.  l/3  -|-  ^/a  ;  on  a 

fl»  — A  =  9— .2  =  7; 

il  faut  donc  faire  %=:7%  ce  qui  donne  c=-f  d'où,  sul)S(î- 

7 
tuant  dans  la  seconde  formule, 

igôr^  —  21X  —  3  =  0; 

cette  équation    n'a    pas   de    racines   ooniniensui*ablofl  ;    ainsi 
3  -f-  |/2  n'est  pas  un  cube  parfait. 

On  pourra  s'exercer  sur  les  exemples  suiyans  : 


i/52  +  3ov/3=  v/2.(a+  i  3), 

3 

3 ^  

V5-i34v/— 2  =  5  —  a  v/— 2, 

4o5.  Effectuer,  lorsque  cela  est  possible,  l'opération  mar-^ 


ç liée  par  ^ a  -+•  j/é. 

Si  l'on  a  bien  compris  ce  qui  Tient  d'être  dit  sur  le  cas  pr- 
ticulier  de  la  racine  cubique ,  on  pourra  se  former  aisément 
une  idée  de  la  marcbe  qu'il  faut  suivre  pour  une  racine  de 
degré  quelconque. 

Soit  V^a  +  1/6 ,  qu'il  s'agit  de  ramener  à  la  forme  x  -4-  t/y , 

fi 
on  plus  généralement^  a  celle-ci  :  V/a.  (or+l/y)' 

»       . n 

De  l'équation  V^a  +  ^^6=  v/a(aî+  t/j),  on  déduit,  en 
élevant  les  deux  membres  à  la  71''*'  puissance,  et  égalant  sé- 
parément les  parties  rationnelles  et  jes  parties  irrationnelles, 

(M  I      ^ — *     — «     •      ^ — ï   ^ — *  ^ — 3   „   .    -     \ 
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On  pourrait,  comme  dans  le  cas  préoédent,  élever  les  deux 
membres  de  ces  équations  au  carré ,  retrancher  et  faire  ensuite 
les  réductions;  mais  la  transformation  suivante  conduit  plus 
simplement  au  même  but. 
Ces  deux  équations  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

«=î[(^+l<y)'4-(*-v>-)']. 

1/6=1  [(T  +  Ky)'-(x -  \/y)'], 
d'oiiy  élevant  au  carré  et  retranchant, 

—  (x+V0'r+2(a:*-jf)--(a:—  ï/j')'"]» 
ou  réduisant  ^  a'— ^=»*(ic*  —  yY\ 


donc,  x»— j'Œ  i/?___  =:i|/(a._é)V'=ï. 

Supposons  maintenant  que  z  ait  été  déterminé  de  manière 


que  i/(a''  —  A)i»""'  soit  commensurable ,  ce  qui  est  toujours 


possible;  et  posons     c  =  -  V/ (a*  —  ^)  a»""' ;  il  vient 

a:'  —  y=^c^     d'où     yz=a^  —  c; 
reportant  cette  valeur  de  y  dans  l'équation 

il   faudra  que  l'équation  résultante  ait  au  moins  une  racine 
commensurable. 

5  

Appliquons  ces  principes  à  l^ expression     l/aaÔ+i  321/3. 
Les  formules  relatives  à  pet  exemple ,  sont 
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Cela  posé,  en  iaisant    a^asS,    l/2r=i32^/3,  on  trouve 
a*— i=—a88  =  (— 2)5.(3)*; 
on  ▼oit  donc  qu'en  posant  £  =  3,  c  deTÎendra  rationnel,  el  Ton 


5 

aura 


d*où  J'=-c* — ( — 2)  =  x*+a. 

Sul)8iîtuant  cette  valeur  et  celle  de  z,  dans  la  troisième  for- 
mule, on  obtient ,  toute  réduction  faite, 

4^*+  ioa:'4-5jP=  19, 
équation  qui  admet  la  racine  commensurable  -(-  i  ;  ainsi 
a:=i,    j^=i+2=3; 


donc  enfin         1/228  + 1 3a |/3  r=s  V^3.(i  +  V/3). 
On  trouverait  de  même  > 


6  

1/2889  —  i292V^5=:2 — y/S. 

§  lY.  Résolution  des  équations  générales  de  degré 
supérieur  au  second. 

Nous  avons  maintenant  une  lâche  importante  à  remplir  ; 
c'est  de  faire  connaître  les  travaux  des  analystes  sur  le  fameux 
problème  de  la  résolution  des  équations  générales  de  tous  les 
degrés.  Ce  problème,  qui  a  long-temps  occupé  les  matiiémati- 
ciens  les  plus  célèbres,  a  pour  but,  étant  donnée  une  équation 
générale  et  complète j  d* obtenir  les  expressions  de  ses  racines j 
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au  moyen  d'un  nombre  limité  cfopéraiions  algébriques  êffic 
tuées  sur  les  coefficiens  Jusqu'à  présent,  la  question  n'a  été 
résolue  que  pour  les  quatre  premiers  degrés;  et  l*on  doute  si 
jamais  on  pourra  parvenir  à  une  résolution  complète  pour  tons 
les  degrés. 

Quoi  qu'il  en  soit,  nous  commencerons  par  exposer  la  plus 
simple  de  toutes  les  méthodes  connues  pour  résoudre  les  équa- 
tions du  troisième  et  du  quatrième  degrés;  ensuite  nous  ferons 
connaître  d'autres  méthodes  susceptibles  de  s'appliquer  avec 
plus  de  succès  aux  équations  d'un  degré  supérieur. 

4o6.  Équation  du  troinième  degré.  D'abord,  on  peut  snp>- 
poser  l'équation  privée  de  son  second  terme,  puisqu'il  est 
(n^  ^^C)  toujours  possible  de  le  faire  disparaître  de  toute 
équation. 

Soit  donc  proposée  l'équation     x^  +  i>Jr  +  y  =  o . . .  (i)  ; 
faisons  dans  cette  équation  ,  .  .  .    x  =^  -f>  ^ (2)  > 

c'est-à-dîre  supposons  x  égale  à  la  somme  de  deux  autres 
inconnues  (cette  forme  que  nous  donnons  à  la  valeur  de  x 
peut  être  motivée  sur  ce  que ,  dans  l'équation  générale  du  se- 
cond degré ,  la  valeur  de  x  se  compose  aussi  de  deux  parties 
distinctes). 

On  obtient,  en  élevant  l'équation  (2)  au  cube , 

ou  bien ,  x^:=z^  -f-  i^-f"  ^y*  •  ^  9 

et  transposant  y  x'^ — Zyz»x — y— s'sso. 

Pour  que  cette  équation  s'accorde  avec  l'équation  (i),  il 
faut  ut  il  suffît  que  l'on  ait 

p=—Zyz, 

d'où 

^=— y— z^ 

Dès  que  ces  deux  conditions  seront  satisfaites^  les  valeurs 
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nty  et  s  seront  telles ,  que  leur  somme  exprimera  la  râleur 
de  X,  propre  à  vérifier  l'équation  (i).  Tâchons  donc  de  déter-. 

miner  y  eiz  d'après  ces  deux  conditions. 

pS 
L'équation  •  (3) ,  élevée  au  cube ,  donne  yV  = — i—  ; 

mais  on  a  déjà  y^+z^=z — gr; 

ainn  9  j^  et  z^  sont  tels,  que  leur  somme  est  égale  à  une  quantité 

donnée—  q,  et  leur  pi*oduit  égal  à  une  quantité  — -  ^—  ^.donc 

(n^  II 4)  9  leur  détermination  dépend  de  l'équation 

dans  laquelle  t*  a  pour  coe£Eicient  la  somme  donnée ,  prise  en 
signe  contraire,  et  le  dernier  terme  est  égal  au  produit  aussi 
donné. 

Cette  équation  se  nomme  la  réduite  de  l'équation  du  troi- 
sième degré,  parce  que  c'est  de  sa  résolution  que  dépend 
celle  de  la  proposée. 

En  effet ,  on  en  déduit  *  =  — 2  ±:  i  / 1  +  £_  ; 

a       V  4        ^7 

d'oii,  à  cause  de  la  relation    x  =^  +£| 

w-'î+v^Fi+v^-i-v/n-  ' 

11  peut  sembler,  au  premier  abord,  que  la  méthode  ne  donne 
qu'uoe  des  racines  de  la  proposée  ;  mais  désignons  par  m  et  n 
ce  que  deviennent  immédiatement 


v/^ÎVK-v/-^v/M^. 
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lorsqu'on  reinpiaoe  ;  €tp  par  leurs  TaleurSiCt  observons^  i^  qae 
lès  équations  jf'ass  m^,  ft*  =  n^,  donnent  (n*  4®  0  » 

I ,  ee,  «e*^  étant  les  trois  racines  cubiques  de  l'unité  ;  a**,  que  le 
^oduit  des  deux  valeurs  de  j^  et  de  s  ^  dont  la  somme  donne  la 

falèur  de  x,  doit  être  égal  a  —  ^^  d'après  la  relation  (3), 

^'*— -3- 

Ainsi >  l'on  obtiendra  toutes  les  racines  de  l'équation  (i) ,  en 
faisant  la  somme  de  deux  quelconques  des  valeurs  dey  et  de  s 
que  rpn  vient  d'écrire ,  pourvu  que  le  produit  de  ces  deux  va* 

leurs  soit  égal  à —  x.  Or,  on  a  en  premier  lieu  , 

donc  jc  ^  m  +  II,  forme  la  première  racine;  c'est  celle  déjà 
obtenue. 

En  second  lieu ,  cem  X  «*"  =  *^m/i  =  m/i  =:  — ^  ; 

donc  a7=am  ^'^^'^  forme  zi/i«  seconde  racine. 

Enfin  tf'm  X  ctn  =  «^mn  =  m/i=c— ^j 

donc  xs^  fit*m-f>  een  exprime  r^/z«  troisième  racine. 

Aucune  des  autres  combinaisons  ne  remplit  la  condition  que 

le  produit  soit  égal  à  — ^\  ainsi  elles  doivent  être  rejetées |  et 

l'on  a  pour  les  seules  racines  de  l'équation  proposée, 

x^.ni'^n'y  x=ee77i-f-ee*n;  x=«*m4-0tn. 
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On  parriendrait  encore  aux  deux  dernières  valeurs  de  la  pro- 
posée, en  divisant  son  premier  membre  par  a: -—  m»-  ti. 

En  effet,  remplaçons  dans  les  équations  (3)  et  (4) ,  y  eX  z 
par  leurs  premières  valeurs  m  et  7^;  il  vient 

w/ï=-^^,  m'^+ji'^: — ^;  d'o!i/>= — 3mn,  et  ^r= — m? — n^\ 

si  Ton  substitue  ces  valeurs  de/?  et  ;  dans  la  proposée  (i),  elle 
devient 

x^  —  Smnx-^m^  —  n^, 

expression  qui,  divisée  par  x— -m-^n,  donne 

a:*  +  (m  + w)a:  +  i»* — 77w+n*=:oj 

d'où  l'on  tire 

ou  réduisant, 

.x  =  -(2i±2)d:(^).V/=5, 
ou  bien,  isolant  les  deux  valeurs, 

Il  est  aisé  de  reconnaître  l'identité  de  ces  deux  expressions 
avec  x=Mmr\^*n,  x=iti*m+an,  en  se  rappelant  que  les  trois 

racines  cubiques  de  l'unité,  i ,  et,  •*,  sont  1 , ^ , 


407.  Discussion  des  Crois  racines.   Les  quantités  m  et  n 
fen^ermant,  dans  leur  expression,  le  radical  du  second  d^é 

39.. 


v/' 
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^  +  ^,  OD  conçoit  qae  la  rèalUir  oa  VimagmarM  Am 

4      ^7 

racines  dépend  principalement  da  signe  de  %-+— »  on  ett 
donc  conduit  a  faire  les  trois  hypothèses  soirantes, 

Ç  +  ^>o,    Ç+^  =  o,    Ç+^<o. 
4      ^7  4       ^7  4^a7^ 

Soit  rasmiaxicENT,  V  +  — >o,  ce  qui  revient  à  snp- 
poser  que  les  racines  de  la  réduite  (5)  soient  rédles.  Poisqoe 

\/%r  +  ~  est  réel  y  il  en  est  de  même  des  Talenrs  de  m  et  de», 
et  par  conséquent  de  la  première  valeur  de  x^ 

Les  deux  autres,  «  =  — ±  '  k  — 3,  sont  es- 

sentiellement   imaginaires;   car  elles  renferment  le   radical 

■  V^T^,  et  le  coefTicient  de  ce  radical,  ou ,  est  réel  et 

différent  de  o. 

Quant  au  signe  dont  la  racine  réelle  est  affeetée  dans  ce 
cas,  il  €9t  négatifs  si  q  est  positif ,  el  il  esi  po%iUf,  ai  q  est 
négatif.  Ceci  est  une  conséquence  de  la  proposition  établie 
n®  3^7  y  sur  les  èqua^ns  de  degré  impair.  On  pourrait  d'ail- 
leurs le  reconnaître  immédiatement}  d'après  Pinspection  de 
la  valeur  x  =  m  -f-  »• 

4o8.  Soit  sn  second  luu  ,  ^  +  —  ss  o .  aaqud  cas  les 

4        27 

deux  racines  de  la  réduite  (5)  sont  égales. 
Les  valeurs  de  m  et  »  se  réduisent  Tune  et  Paalre  k  *^|/*  » 
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ce  qui  donne  x  =  — 2  t/^t  pour  la  ](!»remîëre  racine  de  la 

proposée. 

Quant  aux  deux  autres,  comme  on  a  m=nf  il  en  résulte 
m  —  n  =  0'f  ainsi  l'imaginarité  disparait  et  les  Taleurs  ie  ré- 
duisent toutes  deux  a 

s 


%m  /q 


une  racine 

3 
tives 


d'oii  l'on  voit  que ,  dans  l'hypothèse  particulière  que  nous  exa- 
minons,  1*.  Us  trois  racines  de  la  proposée  sont  réelles;  2**.  deux 
d^ entre  elles  sont  égales  à  la  moitié  de  V autre j  et  de  signe  con- 
traire à  celle^i. 

Donc,  en  supposant  le  dernier  terme  q  positif ,  l'équation  a 

réelle  négative ,  —  a  \/->  et  €leux  racines  posi- 

Le  contraire  a  lieu,  si  le  dernier  terme  est  négatif}  c^est-k- 
dire  qu'elle  a  une  seule  racine  positive  et  ^uarnielitM  négative. 

Ces  résultats  s'accordent  encore  avec  ce  qui  a  été  dit  (n^  827 
€t  32g). 

Cas  irréductible. 

409.  Soit  zn  TROisiiMS  usu,  ^  +  ^  K^o,  ce  qui  exige 

que  p  soit  négatif;  les  racines  de  la  réduite  iont  imaginaires. 
Dans  ce  cas,  la  première  racine    xssm^n,  se  présente 


sons  la  forme  x=  Va-f-  b{^ — i  4*  v  a  — 6V^— 1 ,  expres- 
sion qui  renferme  des  symboles  imaginaires. 

Il  en  est  de  même  des  deux  antres  racines  qui  déjà  renferment 
le  radical  V^ — 3. 

Ainsi  les  trois  racines  semblent ,  au  premier  abord,  ima^ 
ginaires  j  ce  qui  est  contraire  au  théorème  du  n**  327  \  mais 
il  cst^aisé  de  s'assurer  que,  dans  les  expressions  des  trois  ra- 
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oines,  les  imagiDaires  i^entre-détruisent,  et  qvfelle»  soni  UmUê 

traie  ritUM. 

En  efcl,  développons  v/fl+A  |/— i ,    on    (•+it/^)'> 
par  la^rmnle  du  bînome;  on  trouTe 


3  '       *^3'3 

I 

on  obtient  de  même, 

déreloppement  qni  ne  diffère  du  premier  qu'en  ce  que  tons  les 
termes  a&ctis  de  puissances  impaires  de  b  V^— i  »  ont  diangé 
de  signe.  ^. 

UohL  Fon  peut  conclure  que ,  si  la  premilàre  expression  est 

de  la  forme  P  +  ^V^— ï> 

on  a  pour  la  seconde,     p  —  q  V^-^i  ; 
donc  «=m+»=p+^V^— 1+^ — q^ — i=ap. 

On  déduit  encore  de  \k 

donc  x=^—^—^—L±,' i.W^Z     derient 

(tH>^eji  n*  l?^).  Donb  enfin  /et  ^roû  racines  sont  réelles. 

4 10*  On  peut,  sans  employer  le  déTeloppement  en  série, 
reconnaître  la  réalité  des  trois  racines,  dans  rhjpothèse  de 

4-4'^<^>  tfc$l-à-dire  lorsque,  p  étant  négatif,  on  a 

«7      4 
En  effet,  poûqne  p  doit  être  négutif ,  l'équatioa  proposée  ot 
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nécessairement  de  Tane  des  deax  formes 

a?  —  pj?  — i/=ro (ï),     ou    a:'— px  +  y  =  o..*.  (a); 

mais  comme  on  passe  de  la  première  à  la  seconde,  en  chan- 
geant a;  CD  —  x,  il  nous  suffit  de  considérer  l'équation  (i) 
dont  les  racines  sont  les  mêmes ,  an  signe  près^  que  celles  de  la 
seconde. 

Tout  se  réduit  donc  à  prouver  que,  dans  l'équation  (i)^  si 

£3       ^« 
-  ^ -  >  /  t  les  trois  racines  sont  réelles. 

27  '^  4  ' 

Observons  d'abord  que  le  dernier  terme  de  cette  équation 
étant  négatif^  elle  admet  déjà  au  moins  une  racine  réelle  posi- 
tive (n*  327). 

Soit  a  cette  racine ,  il  en  résulte  l'égalité 

a?  — pa  —  ^  =  o (3). 

Cela  posé,  retranchons  (3)  de  (i);  il  vient 

X? — a^'-pix — a)=o,  ou  bien,  [x — a) (x^+^x+a*— />)=o , 

équation  qui  donne  les  valeurs  suiyantes, 

x  =  a    et    x=---dtil/— 3a*+4f>; 

celte  dernière  expression  fait  connaître  deux  des  racines  en 
fonction  de  la  première  a. 

Or,  de  l'hypothèse    ^>j^      on  déduit      l'\/^^>\y 

^"  ^v/3'3^^'   ^"  ^^^'^  ®"^^''®>   ^V/sCs^*'^'') — ^^^' 

G>mparant  cette  inégalité  avec  l'égalité  (3},  qui  revient  à 
a{a^ — p)  —  ^  =  0,     on  voit  qu'il   est  nécessaire  qu'on  ait 

2t/^>a,     et  par  conséquent,  ^p>  a*,  ou  4/>  —  3a*>o. 

D'où  l'on  peut  conclure  que  les  deux  valeurs  dex  obtenues  plus 
haut  sont  essentiellement  réelles.    CLQ.  F.  D. 

4ii.   Ce  cas,  qui  a  long-temps  arrêté   les  analystes,   est 
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connu  8008  le  nom  de  cas  irréductible^  f^rce  que,  bien  qoHl 
soit  prouvé  que  les  trois  racines  sont  réelles ,  les  formules 
ne  peuvent  être  d'aucune  utilité  pour  leur  détermination  ;  car 
on  vient  de  voir  que,  pour  les  débarrasser  des  expressions  ima- 
ginaires qu'elles  renferment,  on  est  obligé  de  réduire  la  pre- 
mière valeur  de  x  en  une  série  inGnie  dont  les  termes  ne 
peuvent  être  que  rarement  oonvergens;  en  sorte  qa'il  est 
impossible,  dans  ce  cas,  d'obtenir  les  expressions  exactes  des 
trois  racines,  et  l'on  est  forcé  d'avoir  recours,  dans  les  ap- 
plications, aux  méthodes  de  la  résolution  des  équations  numé- 
riques. 

412.  Équation  du  quatrième  degré.  Nous  supposerons  encore 
l'équation  privée  de  son  second  terme. 

Soit  x^ -h/?-c*  +  qx-^  r=o., ,,  (1)  l'équation  k  résoudre. 

En  se  laissant  conduire  par  l'aualogie ,  on  peut  être  tenté  de 
faire  j:=  y  -{-  ^9  c'est-à-dire  x  égal  à  la  somme  de  deux  au- 
tres inconnues;  c'est  en  e£Pet  la  marche  que  Lagrange  a  suivie, 
en  emplojaut  ensuite  plusieurs  artiGces  d'analyse^  pour  tirer 
parti  de  sa  méthode.  Mais  les  calculs  dans  lesquels  cette  méthode 
^entraîne  sont  trës  compliques,  et  l'on  parvient  beaucoup  plus 
promptement  aux  expressions  de  Tinconnue,  par  l'introduction 
de  trois  indéterminées. 

Soit  donc  fait  dans  l'équation     x  ^zy  .J.  £  -|- 1« (2)  j 

il  vient,  après  l'élévation  au  carré, 

X*  =  ^*  -t-  «•  H-  M*  +  a(ya  +  yu  +  *a) , 
on         ar»  — (y»  +  *»  -f-  u^)=.  2(yz  +  yw  +  *«); 

carrant  de  nouveau  les  deux  membres  de  cette  dernière  équa- 
tion, l'on  obtient 

x4— 2Cy*+a«+w*)x*+(y'+«'+"')*=4(yV+yV+»*tt*) 

-^y^tiiy+z^-u) , 

on ,  remplaçant  y  +  z+u  par  x  et  transposant , 

**— a(y  •+*•+  li*)**— 8yzi* .  x+  (y*+**  +  "•)'  ) 

-  4(yV+/a*-^aV)  J  =0. 
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Or ,  pour  que  cette  équation  s'accorde  avec  la  proposée^  il  faut 
et  il  suffît  que  l'our  ait 

I*.  pt=— 2Cy*+z«+tt»),      d'où    y+**+i**=— ?...•  (3); 

d'où. y^^*+yu*+z^u*:^e^\..  (4)^ 

'     (  en  remplaçant    y*  +z* + m*    par  sa  râleur  — ~  J  ; 

3*.  y=— 8)'zi/ d'où j'2w= — ^ ....  (5), 

Telles  sont  les  équatîolis  de  condition  qui  peuTent  servir 
a  déterminer  les  valeurs  de  ^ ,  z ,  Uy  dont  ta  somme  formera 
d'ailleurs  la  valeur  de  x.  Or  L'équation  (5),  élevée  au  carré, 

donne  y*  z*u*=i^l  d'où  l'on  voit  que  les  carrés  j^%  2*,  u*  sont 

tels^  que  leur  somme  est  égale  à  un  nombre  donné,  —  -«la 
touihie  de  leurs  produits  deux  à  deux  est  égale  à  un  autre 
nombre  donné, ^^ — j«-^,  enfin  le  produit  de  ces  trois  carrés  est 

égal  à  ^;  donc,  en  vertu  des  relations  qui  existent  (n**  ^57) 

entre  les  coelBciens  et  les  racines  de  l'cquatlon  du  troisième 
degré,  la  détermination  de  y*,  2*,  u*  ne  dépend  plus  que  de  la 
résolution  de  l'équation  du  troisième  degré 

Si,  pour  faire  évanouir  les  dénominateurs,  on  pose  t=  jy 

il  vient    a^  +  laps^  +  {p*  —  4'')*  —  q*s=o,\,.  (6). 

Telle  est  la  réduite  de  l'équation  du  quatrième  degré. 
Désignons  par  s\  s",  a"  les  trois  racines  de  l'équation  (6), 
que  Ton  sait  maintenant  résoudre;  i!  en  résulte 
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et  oomme  on  a  d'ailleurs  x  =^  '•{^t  +  u^il  faut  combioer  cot 
valeurs  par  addition;  ce  qui  donnera,  en  apparence, huit  valeurs 
difi&reutes.  Maïs  s!  l'on  observe  que  Ton  a,  pour  une  des  équa* 

tiens  de  condition,  •..^su= — ^,  on  ne  doit  tenir  compte  que 

des  combinaisons  telles  que  le  produit  des  trois  valeurs  de  j^, 
zetu  soit  positif,  si  ç  est  négatif,  et  négatif,  si  ç  est  positif. 

D'après  cela  9  le  nombre  des  solutions  est  évidemment  réduit 
à  quatre. 

Ssiyoir ,  lorsque  q  est  négatif  îkuquçl  cas  la  proposée  est 

x^  +  paf  —  gx  +  r  =  o, 


X  =  +  ->/«' 


IVs'  -  ^V/*-, 


X  =  -  il/*'  +  '-y/s'  -  ly/A 

X  =  -  V.'  -  V*"  +  v«-, 


(7)- 


(Pour  remplir  la  condition  yzurs:—  ^ ,  il  faut  que  les  trois 

radicaux  soient  positifs,  ou  l'un  positif  et  les  deux  autres  négatifs). 
Et  lorsque  q  est  positif  ou  que  l'équation  est  de  la  forme 

X*  +  P^*  +  ?Jî  +  '*  =  o> 
X  =  -  li/s'  -  l\/s'  -  '-\/s', 


X  =  -  iy/»'  +  li^s'  +  \V^-, 
X  =  +  lys'  -  lys-  +  \y^% 
X  =  +  V.'  +  Vs'  _  Vs-, 
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(Ici  les  trois  radicaux  sont  négatifs ,  ou  bien,  deux  sont  posi- 
tifs y  et  le  troisième  négatif.) 

Pour  obtenir  les  quatre  racines  en  fonction  immédiate  des 
coefficiens  de  la' proposée ,  il  faudrait  remplacer  /,  «',  s*  par 
leurs  Taleurs  tirées  de  la  réduite  ;  mais  les  formules  que  Ton 
obtiendrait  seraient}  comme  on  peut  en  juger,  extrêmement 
compliquées. 

4i3.  Discussion*  La  réalité  ou  Timaginarité  des  racines  de 
la  proposée  dépend  essentiellement  de  la  nature  des  racines 
de  la  réduite;  ainsi  Ton  est  conduit  à  établir  les  hypothèses 
suiyantes. 

1**.  La  b£di7Itb  veut  ayoib  ses  trois  racines  réelles  ; 
mais  alors 9  comme  son  dernier  terme  — -^S  est  essentiellement 
négatif,  il  s'ensuit  que  ces  trois  racines  sont  positives,  ou  bien  » 
que  Tune  est  positive  et  les  deux  autres  négatives  (n**  329). 

Si  les  trois  racines  de  la  réduite  sont  positives,  les  quatre  ra- 
cines de  la  proposée  sont  nécessairemeni  réelles. 

Si  Tune  d'elles  seulement,  /  par  exemple,  est  positive,  Us 
quatre  racines  de  la  proposée  sont  imaginaires ^  à  moins  que 
Ton  ne  suppose  les  deux  racines  négatives  de  la  réduite  (6}> 
égales  entre  elles ,  auquel  cas  les  formules  (7)  et  (8)  se  réduisent  à 

c'est-a-dire  que,  dans  ce  cas  particulier ,  les  deux  premières 
racines  sont  imaginaires ^  et  les  deux  autre  sont  réelles  et 
égales. 

La  RioUlTE  PEUT    AVOIR  UNE   SEULE    RACINE   REELLE. 

Soit  s'  cette  racine,  qui  est  nécessairement /70«£^if^/^  puisque 
le  dernier  terme  —y*  est  négatif;  comme  les  deux  autres  racines 
s"  et  s"  sont  imaginaires,  si  l'une  est  de  la  forme  a  +  i  \^ —  1 , 
Tautre  est  nécessairement  (n*  887)  de  la  forme  a  —  by — i  *, 
or,  on  a  (n®  889), 
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Va+b\/—ï:=m+n\/—i,  \/a— iv/— i=m— nV/— 1  ; 
d'où  V^A(/ZI7+  Va— AV/^=2//*,^ 

donc,  quel  que  soit  le  signe  de  q  dans  la  proposée,  /««  iUtu 
premières  racines  sont  réelles  et  les  deux  autres  imaginaires  ; 
car  dans  les  formules  (7)  et  (8) ,  les  expressioua  des  deux  pre- 
mières racines  renferment  v/^'  et  V/^*  avec  le  même  signe; 
tandis  que  dans  les  expressions  des  deux  dernières ,  ces  deux 
radicaux  sont  affectés  de  signes  contraires. 

En  récapitulant,  on  Toit  que  l'équation  du  4*  degré  peut 
avoir  ses  quatre  racines ,  ou  réelles  à  la  fois,  ou  imagincàres  à  la 
foisj  ou  bien ,  avoir  deux  racines  réelles  et  deux  racines  imagi" 
naireà, 

Méthode  de  résolution  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
degré  par  les  fonctions  symétriques. 

De  toutes  les  méthodes  que  les  analystes  ont  essajéet  pour 
résoudre  les  équations  algébriques,  celle  qui  est  fondée  sur  la 
théorie  des  fonctions  symétriques,  et  que  l'on  doit  à  Lagrange, 
est  sans  contredit  la  plus  féconde  et  la  plus  élégante ,  quoi- 
qu'elle  entraîne  dans  des  calculs  assez  compliqués;  mais  du 
moins ,  on  se  forme  aisément  une  idée  de  la  manière  dont  elle 
peut  être  appliquée  aux  équations  d'un  degré  supérieur  au  qua- 
trième. 

Pour  faire  mieux  concevoir  cette  méthode ,  nous  allons  d'abord 
l'appliquer  à  l'équation  du  second  degré. 

41 4*  Équation  du  second  degré.  Soit  x*^pX'\'q'=^OyVé(iun' 
tion  proposée;  appelons  a  et  6  ses  deux  racines;  on  a  déjà 
(n**  aSj)  entre  ses  racines  et  les  coefïîciens,  les  relations 

a  +  b=. — />,     ab^=q. 

Si  l'on  pouvait  former  entre  a  et  &  une  autre  relation  du  pre- 
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m'ier  degrés  Ton  aurait ,  pour  déterminer  ces  deux  quantités, 
deux  équations  du  premier  degré,  et  la  question  n'offrirait  plus 
aucune  difficulté. 

Désignons  donc  par  la  +  nib  la  fonction  de  a  et  6,  qui  doit 
entrer  dans  la  composition  de  cette  relation  inconnue,  et  po- 
sons Ax-f-mi^*; 

ly  metz  étant  âcs  quantités  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Comme  Ib+ma ,  donne  deux  combinaisons  différentes, /a+m6 
et  /6  -f  ma ,  par  l'échange  des  lettres  a  et  &,  il  s'ensuit  (n**  3i  i) 
que  l'équation  qui  donnera  la  Taleur  de  z  doit  être  du  second 
degré  et  de  la  forme 

[»  — (/aH-/nA)].[a  — (/i  +  ma)]  =  o...   (i); 

et  puisque  cette  équation  est  du  second  degré,  il  faut  du  moins 
tâcher  qu'elle  nâ  jsoit  qu'à  deux  termes,  ou  de  la  forme  2*=it, 
parce  qu'alors  une  simple  extraction  de  racine  suffira  pour  la 
résoudre. 

Or,  pour  qu'elle  se  réduise  à  cette  forme,  il  faut  et  il  suffit 
que  les  deux  racines  soient  égales  et  de  signes  contraires. 

Posons  la  condition  Ib  -(-  ma  =  —  (Az  -(-  mti)  ;  il  en  résulte 
(J+m)  (a  +  i)  =o;  mais  on  ne  peut  aToir  0  +  ^=09  puis- 
que le  ooefficient  du  second  terme  de  la  proposée  est  différent 
de  o  ;  on  a  donc  nécessairement 

/-f-mz=5o,     d'oi     /=  — 7»; 

d'ailleurs,  la  condition  précédente  suffit  pour  remplir  l'objet 
que  l'on  s'était  proposé;  ainsi  77»  reste  indéterminé,  et  l'on  peut 
faire  ,  pour  plus  de  simplicité  ^  771=  i ,  ce  qui  dontie  /  =r  —  i , 
et  l'équation  en  z  derient 

ou  réduisant,  *' —  (a*  +  i')  +  ^a^  ==  o, . .   {7). 

Observons  maintenant  que  la  théorie  des  fonctions  symé- 
triques donne  (n**  3o4) 

S,  =  a+fc=— />;  S»  =  — pSt'^2q^=p^ — 2^;  ab=zq. 
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ainsi  : 

(/— «»  )#  +  {m^^Ml)a  +  (;»— «m)6  =  o, 
(/-.«•m)ft  +  (m— «•/»)c4-  (n  — W)a  =  o, 
(/  —  «n)6  +  (m— «Qa-f'C'i — «iii)c=o, 
(/— «*i»)c-f-  (m— «•/i)^  4-  (« — •»Qa=:  o; 

or ,  ces  conditions  seront  éridemment  satisfaites ,  sî  Ton  a  sépa- 
rément 

ces  six  relations  se  réduisent  à  deux  essentiellement  différentes , 
m^=.ml    et    n  =ss  «*/. 

£n  effet,  on  a  ^ts.  i  :  d'où  «=  --  et  «*e=  -  ; 

donc  m=itd  revient  à  wi=  -- . /,    d'où     /=  «•/»; 

de  même.  /i  =  ct'/reTient  àii  =  -./:     d*o&     l^mtu 

m 

Les  mêmes  relations,  mz=a.l,  n=zM*l,  divisées  l'une  par  l'autre, 

donnent  — :=-;  d'où /n  =  - /i  =  *■»  et  n=mm. 

Ainsi,  il  suffit  de  considérer  les  deux  relations 

m=:Ml    et    n  =  «V. 

Comme  ces  relations  donnent  m  et  ?»  en  fonction  de  /  et  que  / 
resle  indéterminé,  on  peut  supposer,  pour  plus  tie  simplicité, 

/  =  i;  ce  qui  donne  m-=«,  ;»  =  «*; 

en  sorte  que  les  trob  valeurs  de  /,  m,  n ,  ne  sont  autre  chose 
que  les  racines  cubiques  de  l'unité.  Substituons  ces  valeurs  dans 
les  deux  expressions 

la -\- mb '^  ne  =z  z' ,  ^+mc-)-  /2^  =  a*j 
il  vient      a-i-  mb  +«*c=  «',   a  -{-  «(^  +  a^b  =  «% 
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Oo  pourrait  également  substituer  ces  valeurs  dans  les  quatre 
autres  combinaisons,  et  former  ensuite  l'équation  en  2;  mais 
observons  que,  puisqu'elle  doit  être  de  la  forme  (2},  ses  six 
racines  sont  comprises  dans  les  deux  équationa 

s^=/3  =  (a  +  it6  +  «•c)^z3  =  i5'''*=(a  +  «c+ct•/l)^ 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  l*cquatîon  unique 

Efiectuant  les  calculs,  et  comparant  les  coelficiens  dn  produit 
à  ceux  de  l'équation  (a) ,  on  trouve 

A  =  — [(a4-«6+*'0'  +  (û  +  «c  +  ««6;^, 
B=:       (a+«6+-Vy  .    {a+mc  +  ^by. 

Si  l'on  remonte  à  la  composition  primitive  de  l'équation  en  a, 
on  reconnaît  que  cette  équation  est  symétrique  en  a,  byC\  ainsi 
les  coefliciens  A  et  B  peuvent  (n**  3io)  s'exprimer  an  mojen 
des  coeffîciens  de  la  proposée ,  et  la  difficulté  consiste  à  évaluer 
les  diverse?  fonctions  symétriques  dont  A  et  B  se  compotent. 

Avant  d'aller  plus  loin,  rappelons-nous  que  i,  «,  «^éitant  les 
racines  de  l'équation  y"*—  1=0,  l'on  a 

et  i  +  «  +  «t*=o;     d'où    «  +  «*i=:— ii. 

Cela  posé,  développons  les  valeurs  de  A  et  B;  U  vient 

i*.       A=— [tiT.a3  +  3(«4.ce«)T.a»64.i2aAc], 
ou  A =  —  [2T .  a'—  3T .  a^b  +  i^abc']. 

Or,  les  formules  ^e«  p"*'  3o4  pt  3o5 ,  appliquées  à  l'éqMtûm 
x^4-/>jif +  q  =  o,  donncpt  .    . 

S,=o,  S,=— PS.— 2Q=— 2/7,  S3=-PS^-"QS,— 3R=>-3^; 

d'oJi  T^îi= S.Si  —  83=— 83'=  3^  j 

d'ailleurs  on  a  abc  =  —  q\ 

40 
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donc  A==— ( — 6y — 9^-*^  ïî^(7)  =  a7y; 

mais     (a+«6  +  «V)  (a+itc  +  m^b)  =  T. a*  +  (m  -f-«*)T.c* 

=  T.a»— T.a*; 

d'ailleurs  y  on  a    T.a*  =  St  =  —  ap,     T.ai=p-, 

ainsi,  B=( — 3/))^=— 27/)^; 

donc  enfin  y  Ton  obtient,  pour  l'équation  en  z  » 

a^  +  27^z'  —  27/>'  =  o. 

Cette  équation  donne  d'abord 

oubîen,  .3^,,(_£±^y^  +  £), 

d'où  l'oQ  tire,  pour  les  valeurs  de  s'  et  z"  j 


Ces  valeurs  étant  connues,  pour  obtenir  celles  de  a,  fr,  c ,  il 
suffît  de  combiner  les  trois  équations 

a  +  «A  +  *V  =  «% 
a  +  mc  +  oL^b^siz'j 
a+  ^  +    c  =0, 

dont  la  dernière  exprime,  comme  nous  l'avons  déjà  vu,  que  la 
proposée  est  privée  de  second  terme. 
D'abord,  l'addition  de  ces  trois  équations  donne,  en  vertu 

de  la  relation   i  +  «t  +  «*  =  o,         3a  =  /  +  **, 
d'où  l'on  déduit  a  =  — ^ — , 


â.    ^^^^H 
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00  remplaçant  z'  et  z"  par  leurs  râleurs  ci -dessus , 


•=\/-*,+\/f+?^+\/-i-\/i"+ë- 

c'est  la  première  racine  donnée  par  la  méthode  du  n^  4^- 

Maintenanty  multiplions  la  première  équation  par  et,  la  se- 
conde par  «*  y  et  ajoutons  ces  produits  avec  la  troisième  équa- 
tion ;  Ton  obtient 


mein  désignant  toujours  les  deux  radicaux W  —  2. . . 

Enfin,  multiplions  la  première  par  m*  et  la  seconde  par  «, 
puis  ajoutons;  il  vient 

3b  =  ^^z'  +  Mz\     d'où     ^=:î!f-±^=A*/il  +  ^,i. 

Ce  sont  encore  les  deux  autres  racines  trouvées  par  la  première 
méthode. 

4 16.  Équation  du  quatrième  degré,  x^+p^^+qx  \  i o* . .  (  i  ). 

G>mme  on  a  déjà  la  relation  a^^b-f^c^ds^Oy  il  faut  ta* 
cher  d'obtenir  trois  autres  relations  du  premier  degré  en 
a,  b,c,d. 

Désignons  par  ka  +  Ib  +  me -}- nd  l'une  de  ces  fondions 
dont  il  s'agit  de  trouver  la  valeur.  Puisqu'en  permutant  les  lettres 
à,b,  Cfdyde  toutes  les  manières  possibles, on  pourrait  (n°  148) 
former  24  combinaisons  différentes^  il  s'ensuit  que  la  réduite 
en  s  serait  du  a4*  degré  ;  ainsi  nous  devrions  faire  en  sorte  de 
la  ramener  à  la  forme 

z»<  +  A«»6^Ba«  +  C=o, 

pour  qu'elle  fût  résoluble  à  la  manière  de  celles  du  troisième. 
Mais  d'abord  il  est  possible ,  à  l'aide  de  quelques  artifices  d'ana- 
lyse ,  de  diminuer  son  degré. 

En  effet  y  k,lfm,n  étant  des  indéterminées,  supposons  k-=  l  ^ 

40.. 
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ce  qui  réduit  le  nombre  des  oombinalsons  dilTéreatea  à  la, 
pois  7?»  =  ;» 9  et  on  les  réduit  à  Q^  saroir  : 

lia+b)  +  mic+d),  /(c+d)  +  /n(a  +  6), 

Ka+c)  +  m{b  +  d),      et       /(i +d)  +  m{a  +  c) , 

toutes  les  autres  combinaisons  rentrent  évidemment  dan» 
celles-là. 

Cela  posé^  puisque  la  nouTclle  équation  en  2  est  du  6*  degré , 
il  faut  tâcher  de  la  ramener  à  la  forme 

««+Az4  +  Bz»  +  C  =  o...   (2); 

ce  qui  exige  que  ces  racines  soient  égales  deui  à  deux  et  de 
signes  contraires.  Or,  il  est  évident  que  l'on  satisfera  â  cette 
condition,  en  posant  /=  —  /ii=  1  ;  car  alors  les  combinaisons 
précédentes  deviendront 

a  +  b-ic  +  d),  c  +  d  — (a  +  i), 

a  +  c  —  (b  +  d),     et     i  +  d— .(a  +  c), 
a  +  d  —  (^b  +  c),  b  +  c  —  (a+d). 

Observons  que  les  combinaisons  placées  sur  une  même  ligne 
liorizontale  sont  égales  et  désignes  contraires;  donc,  en  multi- 
pliant entre  eux  les  facteurs  du  premier  degré  en  s  qui  corres- 
pondent à  ces  valeurs ,  on  obtiendra 

[«*  — (a  +  6  — c  — J)»][ii»  — (a-f-c  — i  — rf)*] 
[.._(a  +  rf_A_c)']  =  o, 

pour  l'équation  réduite. 

Cette  équation  étant  évidemment  symétrique  en  o,  b,c,df 
ses  coeffîciens  peuvent  s'exprimer  au  mojen  des  coefliciens  de  la 
proposée;  mais  on  peut  faciliter  leur  détermination  par  les 
considérations  suivantes  : 

D'abord  (a  -f-  i  —  c  —  d)*  développé ,  revient  à 

{a  +  b  +  c  +  d)*-^  ^(àc  +  ad  +  bc'^bd)\ 
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mais  on  a 

£t  +  6  +  <^  +  ^=o>     et     aé  +  ac+a^+ic  +  W  +  cd^r/i; 

donc  — (a+b — c  — d)»=4/> — ^{ab  +  cd)', 

on  trouTcralt  de  même 

—  (a  +  c  — ft  — d)*  =  4p  — 4(ac  +  6d)> 

—  (a  +  J— ft— c)*  =  4p— 4(a£i+ic); 

ainsi ,  en  ^opposant       s*  +  4/^  =  4^  *  •  •  •  (^)  » 

l'équation  en  z  se  change  en  celle-ci  : 

lu  —  (ab  +  cd)]  lu—  (ac  +  bd)']  [u—  (ad  +  bc)]  =  o , 

équation  de  la  forme     u?  +  A'u*  +  B'u  +  C  =  o ,    et  dont  il 
ne  s'agit  plus  que  de  déterminer  les  coefficieos. 

Or  on  a,  ^^    A'= — (ab+ac+ad'\'bc+bd+cd)=z^^p. 

2^        B'=  (ab+cd)  {ac+bd)  +  (^ab+cd)  (ad+bc) 

+  (ac'i'bd){ad+bc), 

ou,  développant  et  employant  les  notations,     V  =T,  a*bc\ 
mais  la  formule  du  n®  Sog^ 

rn     »L»  „      T.o»ApxT.o''—T.q"-^f6f— T.a»**' 
1  ,a^b''crzr-  '  ■  , 

2 

devient  9  en  supposant  7»  =  2     et    p=:i , 

—  ^,        T.a^ftxT.a—T.a'A— 2T.a»6- 

d'ailleurs^  la  proposée  étant    x^  +  />J^  +  ^^  +  '*  =  ^  * 

on  a        S,=— P=o;  S»=r — ^aQ=— ap;  St= — 3R=— 3y; 

d'où  T .  a»6  XT . a=T .  û*ixS.= o , 

T .  a^b  =538.— 84=— 2/)*+4r  7 
aT  •  a>i«=<S,)*— S4==4ni*— (2p^~4r>»/>*+4^  j 
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donc  T.a'bc  ou  B'=^P*  -  ^■^3?*-^"^^/^, 

3V  (T  =  —  (ai  +  cJ)  (ac  +  bd)  (ad+  bc), 

ou  déTcloppant ,    C  =  —  (T .  a«6 V  +  abcd  X  T .  a»). 
Mais  la  formule  du  n®  3og , 

T.û-ft-c- ^T.a-&'xT.a'-T.a"A>  ^ 

deyient ,  dans  l'hypothèse  de     n  s=  a , 

3  ' 

d'ailleurs  9  on  a  déjà  trouvé  T.  û'ft*=p*+2r;  S»=— ap;  de  plus 

Se  =— QS4— RSs  —  SS.  =  —  2/?^  +  4pr  +  S^r*  +  a/>r 

=  — a/>3  +  6;)r+35r»; 

par  conséquent ,  comme    T .  a^b*  =  S^S» — Se , 

il  en  résulte     T.a^b*  =  —  4p3  ^  8/?r+  ap^  —  6pr—3q^ 
=  —  2/?^  +  2/>r —  S^r"; 

donc  T.a*AV  =  (/>'+ 2r)X- 2/^+2^^ -^/>r+ 3g' 

3 

_  — 6gr+V         .       ^ 
= ^ ^-=zq^—7.pn 

on  a  enfin     abcd=:r,    dernier  terme  de  l'équation',  donc 

C  =  —  (gr*  —  2/>r  +  r  X  --  2/?)  =  4pr  -  q% 
et  l'équation  en  u  devient 

i^'-^pu^  —  4''**  "t"  4/''* — g*  =  o. 
Remplaçons  maintenant  u  par  sa  \aleur  tirée  de  l'équation  (3}, 
c'est-à-dire  par  — T"^»  <>^  plutôt  par  z-i-jp,  afin  de  conser- 
ver la  réduite  au  troisième  degi*é  et  d'avoir  des  coeffîciens  plut 
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simples^  on  obtient  finalement  [lonr  résultat, 

Z^  +  a/?t*+  (/?•—  40»  —  jT*  =  G,  . .    (4), 

équation  identique  avec  la  réduite  obtenue  d'après  la  première 
méthode  (n*  ^12), 

Si  Ton  désigne  par  z%  z'j  z^  les  racines  de  cette  équation, 
J^z\  4%%  4^*  seront  néces«|irement  les  carrés  des  trois  combi-' 
naisons 

a  +  6 — C'^dy     a+c— ft— rf,     a  +  d-^i  — c, 

puisque  l'on  a  fait  dans  l'équation  primitive  en  z^    «*r=:  4s* 
Ainsi  l'on  a  pour  valeurs  de  ces  combinaisons, 

a  +  6  —  c  —  rf==±  2y/z\ 
a  +  c  —  b  —  Js=s±:  2V/*', 
a  +  cl  —  6  —  c=zfc:  vl^z\ 

Combinons  ces  trois  relations  avec  l'équation  déjà  établie 

û  +  i  +  c  +  J=o, 

on  trouvé  premièrement,  par  leur  addition, 

4a  =  dï  x\/z'  ±.  av/z"  ±:  a:»/»*, 

d'où  a  =L  di  -v/*'  =fc  -l/*'  ±  -l/a* 

a*^  2*^  2*^ 

Secondement^  ajoutant  la  première  et  la  quatrième ,  puis 
soustrayant  de  leur  somme  celle  des  deux  autres,  on  obtient 

46  =  dz  2V/z'  =p  ly/^"  =p  2l/a^ 

d'où  6  =  ±  -|/*:  q-  iv/«'  q:  ij/a*; 

on  trouverait,  par  des  moyens  analogues. 
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.  Mais  il  se  présente  ici  une  difficulté  anal(^e  k  cell6  que  Ton  a 
rencontrée  dans  l'autre  m  thode;  elle  est  relative  aux  signes 
dont  les  radicaux  doivent  être  affectés.  Pour  déterminer  ces 
signes  y  il  suffît  de  former  le  produit  des  trois  combinaisons 

a  +  b  —  c  —  dy     a  +  c  —  b  —  d,     a+d — b  —  c. 

Or^  en  les  multipliant,  on  obtient  pour  produit , 

T.a^—T.a*b  +  ^T.abc  ; 

maisona      T.û^==S3  =  — 3^,     T.ô'i  =  SaS,  —  83=3^, 

et  T.aic  =  —  ^r  ; 

donc   (û+^"^^'~^)  (^+^ — ^ — ^)  (a+d — b — c)= — 8^', 

ce  qui  prouve  que  les  radicaux  ^z',  V^z",  {/z'  doivent  être 
afleclés  de  signes  tels,  que  leur  produit  soit />Ofiî///* si  q  est  né- 
gatif, et  négatif  $1  q  est  positif. 

D'après  cela,  on  a  évidemment  pour  les  racines  de  l'équation 

x+  +/)X*  —  ^  r  +  r  =  o , 


et  pour  les  racines  de  l'équalion     x^  +  ps^  +  j'^  +  ''  =  ®# 
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Ce  iODt  absolument  les  mêmes  râleurs  que  celles  qui  ont  été 
obtenues  par  la  première  méthode. 

417.  Scliolu  général.  En  appliquant  la  même  métbode  à 
l'équation  du  cinquième  degré,  on  devrait  cbereber  la  Talcur 
d'une  fonction  de  la  forme  ha  '^kb+  lc  +  md  +  ne.  Gomme 
les  cinq  lettres  a,b,x:,  d,e  fournissent  24x5  ou  i2opermu* 
tations  dififérentes  (n*^  i4^)'  ^^  s'ensuit  que  la  détermination  de 
cette  fonction  dépendrait  d'une  équation  du  120'  degré,  dont 
il  faudrait  ensuite, à  l'aide  de  quelques  artifices  d'analyse,  faire 
en  sorte  d'abaisser  le  degré.  Mais  jusqu'ici  les  efforts  que  l'on  a 
tentés  pour  obtenir  une  réduite  convenable  ont  été  infructueux  ; 
et  l'on  doute  si  jamais  on  y  pourra  parrenir,  à  cause  de  la  lon- 
gueur et  de  la  complication  des  calculs. 

Depuis  long- temps  les  analystes  ont  cru  définir  renoncer  au 
problème  de  la  résolution  générale  des  équations,  comme  ne 
pouvant  être  d'aucune  utilité  dans  les  applications  numéri- 
ques; le  seul  ayantage  qu'ofiriraient  les  résultats,  serait  de  con-* 
firmcr  la  proposition  hypothétique  (n**  25o)  :  toule  équation  a 
au  moins  une  racine. 


CHAPITRE  X. 

Complément  de  la  théorie  des  Suites. 


§  !"•  Des  Séries  récurrentes. 


4 18.  Nous  avons  vu  (n®  191)  que  les  fractions  algébriques 
rationnelles  de  la  forme  .  .  ,,  ,  ,  .  ,, — j — >—:...,  donnent 
lieu  à  des  séries  d'une  nature  particulière  et  connues  sous  le 


634  DiTERKQf ATION    DU   TCRMB   GéKiRA.Ii 

nom  Je  séries  récurrentes.  Or,  on  peut  se  proposeri  sur  ces  sœ'tes 
de  séries,  deux  questions  analogues  à  celles  que  noua  ayons  rè« 
solues  pour  les  progressions  par  quotient^  qui  sont  d'ailleurs 
elles-mêmes  des  séries  récurrentes  du  premier  ordre. 

La  première  question  a  pour  objet  de  déterminer  le  terme 
général  (Puae  série  récurrente j  c'est-à-dire  une  expression  à 
l'aide  de  laquelle  le  rang  d'un  terme  étant  donné ,  on  puisse 
obtenir  la  Taleur  de  ce  terme  »  sans  que  l'on  soit  obligé  de  for* 
mer  d'abord  tous  ceux  qui  précèdent. 

La  seconde  a  pour  but  de  revenir  de  la  série  récurrente  à  la 
fraction  génératrice^  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  cUtermir^ 
ner  la  somme  des  termes  de  la  série. 

Nous  supposerons  que  l'on  ait  revu  avec  attention  ce  qui  a 
été  dit  n^  191  et  192  sur  les  séries  récurrentes. 

419.  Détermination  du  terme  général  d^ une  série  récurrente. 
Pour  passer  du  simple  au  composé,  considérons,  en  premier  Heu, 

la  fraction     ,  .    .^    ,  qui,  comme  l'on  sait,  donne  naissance  à 
a'+  b  X    ^ 

une  série  récurrente  du  premier  ordre. 
On  a  trouvé  (n°  187) 

a       _a       a    V_         a    h""    ^      a    b'^    . 
a-irbx       a        a    a  a'  a*  a    a^        *^     ' 

or,  cette  série  n'est  autre  cbose  qu'une  progression  par  quotient 

dont  le  premier  terme  est  -7,  la  raison jx  ;  donc ,  d'après 

ce  qui  a  été  dit  n"  200 ,  le  terme  général  de  cette  série,  ou  le 

w»'»"  terme ,  est  -7 .(—  ->  ^) 

Soit  maintenant  la  fraction     ^      ,^-         ,    ^,  que  l'on  peut, 

CL  ^^  u  X  "^  C  X 

pour  simplifier,  mettre  sous  la  forme    ,  .  T -,  en  faisant 
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o b ^    </ /  y ^ 

c  c  c  c 

Désignons  par  x— -/i^t  x-»ç  les  deax  facteurs  du  trinôme 
x^-^-Cx-^Mf  et  conceTons  que  l'on  ait  pu  décomposer  la 

fraction    ;     v     ,_   a  en  deux  fraction  simples, 1 ; 

comme  chacune  d'elles  donne  lieu  à  une  série  récurrente  da 

premier  ordre,  si  Ton  forme  ces  deux  séries  séparément,  ainsi 

que  ie  terme  général  de  chacune  d'elles,  la  somme  de  ces  deux 

termes  sera  le  terme  général  de  la  série  du  second  ordre.  Donc  la 

difficulté  consiste  à  déterminer  A  et  B ,  de  manière  qu'on  ait 

l'identité 

•+gx       _     A  B 

rt'+Cx+x»~x— p      i— jT  ' 

or,  si  l'on  réduit  les  deux  termes  du  second  membre  au  même  dé- 
nominateur, il  viendra ,  à  cause  de  «4-  ^x + x*=(x— y)(j:: — q) , 

«e4-^JC=A(x— 5r)  +  B(x— p)=(A+B)x— (AjT  +  Bp); 

mais  cette  équation  doit  exister,  quelle  que  soit  la  Taleur  de  x, 
ainsi  (n^  i88}  on  a  séparément,  A+  B  =  ^;  A;-f"^P=~*'î 
d'où  l'on  déduit 

P— ?  '  P  — ^* 

A  et  B  étant  déterminés,  si  nous  comparons  les  deux  fractions 

A  R  •  n. 

, à  la  fraction    >  .  , ,    pour  laquelle  le  terme  cé^ 

X — p    X — q  a+ax'^  ^ 

-' — 7.XJ     ,onapour 
le  terme  général  delà,  fraction  proposée,  v_,  /«/    _»     »  ,    on  a  , 

ou  bien ,  —  T  —  +  "i)^"'»  expression  dans  laquelle  il  ne  s'agi- 
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rait  plus  que  de  remplacer  A  el  B  par  leurs  valeurs  obtenues 
ci-dessus. 

3  "■■"  ^  2?                        "^"  3  "4*  ^£ 
Soit^  pour  exemple,  ^—. ou      — = — -; 

l'équation  «*— 2x — 3=0,  étant  résolue,  donne  x=i3,  x= — i; 
d'où  cc^ — nx — 3=(a: — 3)(x-|- 1). 

Cela  posé, faisons  — = : — r  = ^  H r—  ;  il  vient,  en 

"^  — 3 — ar+x*      X — 3      x+i  ' 

chassant  les  dénominateurs  et  réduisant, 

—  3  +  2:c=(A+B)x+A  — 3B; 

3  5 
â*où  A  +B  =  2,A — 3B= —  3,  ce  qui  donne  A=  7,B=7. 

4  4 

Donc,  euTertu  de  la  formule  — (—  +— V*"'',^  terme  gé- 

3  ^"^  2jc 
néral  du  développement  de  ^—j- j,  est 

(3       5\ 

"=='••••  -(4^  +  4)*'  ^'"-l^'^' 


On  a  donc,  pour  le  développement  lui-même , 

3— ^x      _         4  II     ^       34    3 

3  +  2x_a:«~'~3'^"^y^  "^7^  -^---^ 

résultat  qu'il  est  facile  de  vérifier  par  la  réduction  en  série, 
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tV.'ijM'c'S  la  mctliotlc  tics  coeHicirns  indctci  niiiu's.  Mais  le  prinri— 
]>al  avaDtaîi;e  qui  résulte  de  la  (lélerinlii.iîioii  dti.  ijiiru'  ^l'nènJ y 
c'est  de  pouvoir  ohlenlr  un  Uîrnie  de  raui^  quelconque  ,  s»ins 
passer  par  tous  les  termes  inlermédiaircs. 

420.  Cas  particuliers.  1°.  La  méthode  que  l'on  Tient  d'In- 
diquer est  en  d^îfaut,  lorsque  les  deux  racines  du  trinôme 
-c»  -j.  C'  X'\-  cL^  sont  égales  \  car  alors  les  valeurs  de  A  et  fi  dc- 

Tiennent -^^- et ,  cest-a-dire  infmies;  et  en  effet, 

o  o 

A  B 

on  conçoit  que  la  somme  des  deux  fraclions , ,  ne 

X  "-~  p    oc  •^—  p 

peut  reproduire  une  fraction  dont  le  dénominateur  est  du  second 

degré  en  x. 

Mais  observons  que,  dans  ce  cas,  la  fraction '^,  peut  se 

mettre  sous  la  forme  7 rr  +  . -, 

1-                                 **         I  ^(^ — p)   .        ^P 
ou  bien  «ncore,         7 •-  +  7 ^o  +  7 — -• —  * 


expression  qui  se  réduit  à  7~^~^ 


{x—pY      x—p 

Or,  la  seconde  partie  de  cette  expression  donne  lieu  à  une 
série  récurrente  du  premier  ordre,  qui  a  (n**  4*9)  P^^r  terme 

général,— (-)x-'. 

Quant  à  la  première,  elle  revient  à  (•  +  ^/>)  (p  — x)"*,  ou   * 
^— .   r  1 J    -,  et  si  l'on  développe  ce  second  facteur  par 


la  formule  du  binôme,  on  trouve 


(-!)'•=■ +f+^+f+-+ 


nr»-" 


p/  '    P        P'    '    P'  '    p"-'  ' 

n  désignant  le  rang  d'un  terme  quelconque;  donc  le  Urme  gé^ 
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néral  correspondant  à  ,  ■  (  i  —  -  )        on     z —.  est 

p    \    py         (^— />)• 

Ainsi,  le  terme  général  qui  correspond  à       •     "      est 


c 


«OL±i£0_£-l  ._.     „„     ru,  +  (n^i)Çp 


pn-^i 


J^-    o"    p^ 


4a I.  2^  Le  cas  où  les  deux  racines  p  et  ^  sont  imaginaires 
semble  aussi  faire  exception  à  la  méthode  du  n^  4'9>  pnisqae 
l'expression  du  terme  général  renferme  les  quantités  p  et  q,et 
qu'alors  cette  expression  doit  être  elle-même  compliquée  d'ima- 
ginaires. Mais  il  est  facile  de  s'assurer  que  les  imaginaires  se 
réduisent  et  disparaissent  tout-à*fait 

(A         B\ 
— +  — jx""*,   A  et  B 

par  leurs  valeurs  trouvées  n**  4*9*  ^1  vient 
expression  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Cela  posé,  si  l'on  a  p  =  r  +  s  \/ —  i , 

on  a  aussi  nécessairement  q'=:  r  —  s  v  —  i  ; 

d'où  pq  =  ,^  +  s%  p'q'  =  {r^  +  s')",  />"- V  =  0^^+  O'" , 
p—q=2s  V/~,  p^—q'^Çr+it  V/^)"— (r— «  V/^)'*:r=2it  l/^î 

(en  développant  par  la  formule   du   binôme   et  réduisant); 

enfin  ;>»-»  -*  y»-»  =  nk'  \/^. 

Le  terme  général  devient  donc 
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expresflfioa  tout-à-*fait  débarrassée  d'imaginaires. 

Bemarque^  Pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  marche  que  Pon 
a  suivie  pour  la  détermination  du  terme  général  relatif  à  une 
série  récurrente  du  second  ordre  ;  on  voit  que  la  question  est 
ramenée  à  la  décomposition  d' un^  fraction  rationnelle  enfrac~. 
tiona  simples  dont  les  dénominateurs  soient  les  facteurs  du  pre- 
mier degré,  du  dénominateur  de  la  fraction  proposée. 

Cette  question  incidente  étant  d'une  très  grande  importance 
dans  la  haute  analyse ,  nous  en  donnerons  encore  la  solution 
pour  une  fraction  rationnelle  dont  le  dénominateur  est  du  troi- 
sième degré  en  x, 

422.  Décomposition  d'une  fraction  rationnelle  en  fractions 
simples. 

Soit    ,  .   ^ — ,    /' — s  la  fraction  proposée,  et  désignons 

par  X — />,  X — qyX — r,  les  trois  facteurs  du  dénominateur, 
que  nous  supposons  d'abord  réels  et  inégaux, 

^  +  Cx+yx^                 A       .        B       .        C 
Posons  jTTr*^  i   .y  ^«  .   ^  =  H Z  + 


«'  +  C'a;  -f-  y  *'  -f-  jr*        x  — p       x  —  q        x  —  r  ' 

A,B,C  étant  des  quantités  qu'il  s'agit  de  déterminer.  Oki  a 
d'abord;  en  réduisant  au  même  dénominateur,  et  obseiwant  que 

•  +Cj:  +  y'x*-|-x'=(x— />)  (x  —  q){x — r), 

oaa,  dis-je, 

•  4-ffx  +  yx»  =  A(x  — y)  (x  — r)  +  Btx  —p)  (x—  r) 

+  C{x—p){x—q). 

On  pourrait,  comme  dans  le  n®  4*9»  cnectuer  les  calculs, 
puis  comparer  les  deux  membres  tei^me  à  terme ,  ce  qui  donne- 
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rail  entre  A,  B,  C,  trois  relations  desquelles  on  déduirait  en* 
suite  les  valeurs  de  ces  quantités;  mais,  par  une  considération 
particulière  y  on  parvient  plus  simplement  à  la  dcterminatioa 
de  ces  valeurs. 

Comtne  Téquation  précédente  doit  exister,  quelle  que  soit  It 
valeur  de  Xj  et  que  de  plus.  A,  B,  G  doivent  être  indépendam 
de  a:,  il  s'ensuit  que  si,  pour  une  valeur  particulière  attribuée 
à  celte  lettre,  on  parvient  à  déterminer  des  valeurs  correspon- 
dantes pour  A,  B,  G,  ces  valeurs  conviendront  également  i 
l'équation  générale.  Or,  si  l'on  fait  successivement  dans  celte 
équation,  ^=i>7  ^=2 y  x=r,  il  vient, 

l^  pour  x=/>,    •+^/>  +  y/^*  =  AC/>  —  q)  {p  —  r)  , 
ce  qui  donne  A  =  ___^-^  _- ; 

.o.pourx  =  ^,  B^^  +  gy+yy- 

3^  pour  X  =  r,  G  = r-;^ . 

423.  Cas  particuliers.  1**.  Supposons /?=<^=r',  la  décom- 
position précédente  ne  peut  plus  avoir  lieu  ,  car  les  coeifi- 
ciens  A,  B,  G  deviennent  infinis. 

Mais  en  suivant  une  marche  analogue  à  celle  du  n^  ^^o,  on 
peut  poser 

a  +  Cx  +  yx^_       A         ,  _  J G 


et  essayer  de  déterminer  A ,  B ,  G  d'après  celte  décomposition. 
Pour  cela^  chassons  les  dénominateurs;  il  vient 

u+Cx  +  yx^  =  A  +B(x— /?)  +  C{x—p)\ 

Soit  d'abord  a:=/>;  il  en  résulte  A  =  ««  +  ^/>  +  y/>',  et 
l'équation  devient,  lorsqu'on  y  met  cette  valeur  de  A,  * 

C(x-i>)  +  vU'  -p*)  =  B(x  -/,)  +  C(x  -/>)•, 
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Du>  divisant  par  le  fiacteur  oommun  x — p^ 

Faisons  de  nouteau  x=p;  on  trouTe-. 

d'où, remplaçant ,  dans  l'équation  que  l'on  vient  d'obtenir,  B  par 
cette  Taleur, 

y(x— /))=CXj? — />);        donc        C=:y. 
Ainsi  9  l'on  a  l'identité 

résultai  dont  il  est  aisé  de  constater  l'exactitude  >  en  réduisant 
en  une  seule  les  fractions  du  second  membre* 

a**.  Soit  p  =  r,  ou  «'  +  Cx  -|;-  y'x»  +  x^  de  la  forme 
(x  — pY  {x'^q)  ;  et  essayons  ,  dans  ce  cas,  la  décomposi- 
tion suivante, 

SX  l'on  chasse  les  dénominateurs,  on  obtient 

#  +  Cx+yjc*  =  A(x— y)  +  B(x— p)  (x— y)+C(ar— />)•. 
Cela  posé,   soit  a;=pj  il  vient  •+<5p+y/>*  =  A(/>  —  y), 
relation  d'où  l'on  tire    A  =  !I!L±5p  ±22.*. 

Mettant  à  la  place  de  A ,  sa  valeur  dans  la^ernière  équation 
identique,  et  transposant,  on  trouve        "  ' 7  "   7 

—  «(x— />)  — CgrCx  — />) +y/?x(x— /i)  — yyCx*  — /?■) 

si  l'on  divise  par  x — p,  et  que  l'on  fasse  ensuite  x=p,  cette  , 
dernière  équation  donne 
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EnGn  >  si  l'on  fait  xr=9  dans  la  première  des  deux  identités, 
on  en  déduit  ^^n  +  g^+vg 

Nous  ne  considérons  point  le  cas  oh  deux  des  racines  du  po- 
lynôme /  +  Cx  -f-  yx^  sont  imaginaires  ,  puisque  nous  avons 
déjà  TU  que  l'expression  du  terme  général  peut  être,  dans  ce 
caS|  débarrassée  d'imaginaires. 

424*  ^'  ^^  facile  d'étendre  la  marche  précédente  k  ane  frac- 
tion rationnel!^  d'un  ordre  quelcooque;  maisi  povr  oompléter 
ce  qui  a  rapport  à  la  détermination  du  terme  général  d'une 
série  rébiirrenté ,  il  nous  reste  à  indiquer  comment  on  peut 
obtenir  le  terme  général  relatif  à  chacune  des  fractions  y  telles 

i««  (j~y*'  ^^ér^i'  ç^é^'-'  •  •'»«i'«"«  <«  «' 

conduit  par  cette  méthode. 

Soit  d'abord  l'extoression    jr—^ — )3  ^  ^"®  P®"^  ^  mettre 

sous  la  forme     A  ( x  — ./>)"^  *  ou  —  -^I 1  —  -  J    . 
Or,  on  a  ^ 

('I  —  -)  =14-3. -H — ^.-H — ^o---s+---, 
V      p/  /?  '    2    /?*  '    2.3    />5  ' 

et  le  terme  général  de  cette  série  est  évidemment 

3.4-5.6,  ...(n—i).n.(^n  +  i)    j^^!         '»('»+0    x""* 
2.3.4.5....(/»— 1)  >«-«^^        2         p^^' 

'  A 

donc  le  lerme  général  de  '—  — r;  est 


A   n(«+i)   X— '  ,.  n(n+  Q 


/r'   •      2  /)"-•  •  2  /i^"  '  **■ 
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De  méoie,     ,     '  PCfient  à     —  (  i )     :     mais 

(i )     =1+4--^'^'  —a  +  \  Q   *  "3  + » 

\       p/  ^  p        %     p^        %.ô     p^ 

sJrie  dont  le  ter;ne  général  est 

4»5.6. 7,.  ..(w —  i)./t.(»  +  i)(y^+a)  x*~* 
2.3.4.5*6.7.  >•» — I  '/>*"'* 

ou  réduisant,  J-.J-5- .  —  ; 

on  a  donc ,  pour  le  terme  général  de  p ^ , 

f4- — n — -p^'  ""'"*'''  — Ts — _  •p^-'^  > 

et  ainsi  de  suite. 

4^5.  Passons  à  la  seconde  question,  qui  a  pour  objet  la  sont" 
mation  des  séries  récurrentes. 

Cette  question  se  divise  en  deux  parties  : 

Ou  l'on  demande  la  sommes  des  termes  de  la  eêrie  tout  «/>* 
tière  j  c'est-à-dire  la  fraction  génératrice  qui  a  donné  lieu  à 
cette  série; 

Ou  bien,  la  somme  d'un  nombre  limité  de  ter  ânes, 

La  première  partie  est  la  pl«t  tkt\\e  à  traiter. 

Soient  A ,  B,  C^  D,  E,  F les  termes  d'une  série  récur- 
rente; et  pour  fixer  les  idées,  supposons  que  la  série  soit  di^ 
troisième  ordre.  Mais  ce  que  nous  allons  dire  s'appliquera  aisé- 
ment à  une  série  d'un  ordre  quelconque. 

La  méthode  est  analogue  à  l'une  de  cellea  qui  ont  été  suities 
(n®  ao3)  pour  les  progressions  par  quotient. 

Désignons  par  />,  ^;  r  les  quantités  qui  forment  l'échelle  fie 
relation,  c'est-à-dire  les  quantités  constantes  par  lesquelles  il 
faut  multiplier  C,  B,  A,  pour  former  D,  puis  D,  B,  C, 
pour  former  E,  et  ainsi  de  suite;  on  aura  les  relations 

4... 
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1)  =  Cp  +  Bq  4-  Ar, 

E  =  D/>  +  Cg  +  Br, 

F  =  Ep  +  Bq  +  Cr, 

G  =  Fp  +  %  +  Dr. 


Ces  relations  sont  en  nombre  indéfini;  donc  y  si  on  les  ajoute 
terme  à  terme,  et  que  l'on  appelle  S  ia  somme  ovl  la  fraction 
génératrice  cherchée,  on  obtiendra 

S  — A  — B  —  C=/?(S  — A  — B)  +  y(S- A)-»- rS, 

d'où  ron  déduit    s=/>(^  +  B)  +  yA-(A  +  B  +  Q^ 

P  +  q  +  r^i 

En  suivant  la  même  marche  pour  les  séries  du  i*%  a*,  4*... 
ordre  t  on  peut  former  le  tableau  suivant  : 

i"  ordre  5= (0, 

a« S=M^Ç^) (,j. 

3«  g^p(A+B)+gA-(A+B+C) 

p+q+r—i  ^'' 

^ ^-  '■  P+q±r+s-x '(^)î 

et  ainsi  de  suite. 

Soit  pour  exemple  j  la  série  du  troisième  ordre, 

I  — 2x+3x* — ior*4-22x*  — 5ij:*-f-  laSj?» , 

dont  l'échelle  de  relation  se  compose  de  l'ensemble  des  quantités 

(  —  X,        +7lX^j       — ZX^)\ 

on  trouve ,  en  appliquant  la  formula  (3),  et  observant  que  Ton  a 
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A  =  i,  B=— ax,  C=3x',  p= — a:,  5r=2x*;  r=  —  Sr**, 

— X  (  I  — axj+aj* —  i^f-a  j — Sx* i — x — j* 

~  —x-fax»— 3x^—1  ~  i+ar~2x'+3x5' 

11  arrWe  quelquefois  que  y  dans  la  térîe  proposée ,  les  deux 
ou  trois  premiers  termes  ne  sont  pas  compris  dans  la  loi  de 
récurrence.  Gela  provient  (n**  192)  de  ce  que,  dans  la  fraction 
qui  lui  a  donné  naissance  9  le  degré  du  numérateur  est  pins 
élevé  que  celui  du  dénominateur;  dans  ce  cas,  pour  obtenir 
la  fraction  génératrice  ,  on  commence  par  faire  abstraction  des 
termes  dont  on  vient  de  parler;  puis,  après  avoir  obtenu,  d'après 
les  formules  précédentes,  la  somme  des  autres  termes,  on  lui 
ajoute  les  termes  dont  on  avait  d'abord  fait  abstraction,  en 
ayant  soin  de  réduire  le  tout  en  une  seule  expression  frac-r 
tionnaîre. 

426.  Seconde  jMrtie,  Dans  les  formules  précédentes,  il  n'entre 
que  les  premiers  termes  de  U  série  et  les  quantités  qui  forment 
l'échelle  de  relation.  Mais ,  si  l'on  demande  Vexpreasion  de  la 
nomme  d*un  nombre  déterminé  de  termes^  il  faut  en  outre  eon-« 
naître  les  derniers  termes  de  la  série. 

Soit  encore  une  série  récurrente  du  troisième  ordre ,  dont  lea 
premiers  termes  sont  A,  B,  G,  D,  E....,  l'échd le  de  rela- 
tion (p>^9  r),  et  les  derniers  termes  K,  L,  M,  N. 

Puisque  la  série  est  du  troisième  ordre,  on  a  les  relations 

D  =  Gp  +  %  +  Ar, 
£  =  Dp  +  G^  +  Br, 
F  =  Ep  +  Djf  +  Cr, 


N  =  Mp  +  Ly  4.  Kr. 

[Le  nombre  de  ces  relations  est  limité  et  égal  au  nombre  des 
termes  dont  on  cherche  la  somme,  diminué  de  troie.^ 

Gela  posé,  en  les  ajoutant  terme  à  terme,  et  désignant  par  S 
la  somme  cherchée ,  on  a  évidemment 

S-A-B.C=p(S-A-B-N)  +  y(S-A-N-M)  +  r(S-N-M-L);    • 
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d'oii  l'on  tire 
^_p(A4'B-t-NH^(A+W^M)4-y<N+M+L)— (A^>B4-C) 

On  pourrait  également  dlytenir  ks  toHunes  relathrcs  k  «ne 
Bérle  récurreote  d'un  ordre  quelconqoe. 

Eb  comparant  cette  formule  •«▼ec  la  formule  (3),  on  toH, 
I®.  que  celle-ci  se  déduit  de  celle  qu'on  vient  d'obtenir,  en 
négligeant  tous  les  termes  affectés  de  L,  M,  N*  • .  • 

a^  Que  y  pour  appliquer  la  formule  (3) ,  il  suffit,  comme  nons 
Pavons  déjk  dit,  de  connaître  les  troi^  premiers  termes  et 
l'échelle  de  relation;  tandis  que,  pour  faire  oàage  de  la  for- 
mule précédente ,  il  faut  absolument  avoir  les  expreasions  des 
trois  termes  qui  précèdent  celui  auquel  on  a  arrêté  la  série; 
ce  qui  exige  que  l'on  connaisse  l'expression  d'un  tenue  de^ 
rang  quelconque  dans  la  série,  c'est-à-dire  le  terme  général j 
question  qui  devient  très  compliquée ,  lorsque  la  série  est  d'un 
prdre  un  peu  élevé. 

4^7.  Au  reste ,  les  formules  relatives  an  cas  de  la  somme 
d'un  nombre  déterminé  de  termes,  s'appliquent  principalement 
aux  wéritê  récurrentes  numéfiquês. 

Soit,  par  exemple,  une  série  récurrente  du  troisième  ordrSi. 
dont  les  trois  premiers  termes  étant  1,2,  3,  le  suivant  est 
égal  au  donUe  du  troisième,  augmenté  delà  somme  des  deux 
premiers,  le  cinquième  est  égal  au  double  du  quatrième,  aug- 
menté de  la  somme  du  troisième  et  du  deuxième;  et  ainsi 
de  suite.  Le  développement  de  cette  série  sera 

I,  a,  3,  9,  23,  58,   i48,  377,  960,  2445,  6227 

Cela  posé,  pour  obtenir  la  somme  des  onze  premiers  termes, 
on  fera  dans  la  formule  ci-dessus, 

A=i,B=M,C==3,p==r2,(p=i,/=:i,N==:6227,M==a445,Ii==96o; 

ce  qui  donnera 

cv     2x6230  +  8673  +  0632—6 
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Si  l'oo  demandait  la  aoninie  d'un  plus  grand  oômlire  de 

termes,  pfkr  exemplci  la  somme  des  5q. premiers  termes^  il  ùkvf 

draît  pousser  la  série  jusqu'au  5o*  terme  inclusivement ,  ce  qui 

ne  laisserait  pas  d'être  fort  long. 

Ou  bietij  il  faudrait  former  directement  les  48*1  49*>  5^* 
termes,  d'après  l'expression  du  terme  général.  Or,  pour  obte- 
nir ce  ternie  par  la  méthode  exposée  (h^  4'®)>  ^'^  commencerait 
par  métfn  la  êér^  propagés  touê  ia  forma 

on  fwckêrohêraii  ia  fraction  génératrice  qui  u  donné  Ueu  à 
cette  série,  0t  on  i{t.décvmpo$enùt  en  trois  fraqtions  simplcê 
pour  cJuicune  desquelles  on  obtiendrait  un  terme  général.  Fat-* 
sant  §H$uite  la  aomme  de  ce»  trois  termes  généraux j  on  aurait 
celui  de  la  série  i  +%x  +  3x*  +  . . . .  ;  enfin,,  on  suppose- 
rait x=i,  ce  qui  donnerait  le  terme  général  de  la  série 
I  +2  +  3+9  + a3 -h  ••••;  mais  il  est  facile  de  s'assurer  que 
tous  ces  calculs  sont  souvent  impMtitiables»  '    ^        ' 

£n  effet,  si  l'on  applique  la  formule , (3)' à  la  délérmtination 
de  la  fraction  correspopdaafâ  à  i  +  ax  +/3a:*  +  gj^  +...., 
on  aura ,  en  observant  que  A  ^'i ,  B:=  2x,  C=  3x%  /?  =  ar , 
4^^-*  r''=^*^>  '.'..',\    -jU  \u  .'    rviji    'r-.j,...    ;.•; 

-     ..■.'■     ;  .   '.•  r- a^J^^. jp*.,TT^*<v»-î    -^    .-..     ..  .\    y,> 

or ,  VexpréàloA  af*  +  if  +  ai;  ^  r ,  égalée  à'  fcéro ,  ne  pçut  èvî- 
deiitment  avoir  que  dés  racines  incomniensuraoles;  ainsi  la  de- 

comiH)sitîon  de  la  fraction     —        ■ —     ,    -^■V.-'  en  ^frâctioiis 
"  i — ax — x'  —  x-^ 

simples  ne  peut  en  faire  d'une  manière  exacte.  ..?   ^^  •  s  - 

Ces  réflexions  prouvent quo  les  résultats' |fnh1y tiques,  simples 

en  théorie,  sont  sou veAT  peu^sùïppptlblês'd'apb^ 

428.  Nous  terminerons  la  théorie  d^  séries  récurrentes  par 
r«îxposîtion  d'un  moyen  dû  à  Lagrange,  de  reconnaître  si  une 
série  proposée  est  de  la  nature  des  séries  récurrentes^ 

Ce  moyen  est  fondé  sur  les  observations  suivantes  : 
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1®.  Si  1^  iérie  proposée,  que  nous  désignerons  par  S,  est 
une  série  récurrente  du  premier  ordre  ||  die  prorieiit  d*uae 

fraction  de  la  forme      ■;  :  ,,    . 
a+bx 

^      "  Qf  +  b'x      <i   'V 

Or /on  a  — ^ = — 1-- x; 

..a  a       fl 

ce  qui  prouve  que  la  fràcÈion  renversée j  on  /ce  qui  revient  au 
même  y  V  unité  dwieée  par 'la  série  proposée  S,  doit  donner 
pour  quotient  une  fonction  entière  dif  x  (  n°  240  )  et  égale  à 
P  "h  9^  »  s^  ^^^  dit ision  ne  se  fait  pas  exactement,  c^est  que  la 
série/  en  supposant  qu'elle  soit  récurrente,  est  du  second  ordre 
ou  d'un  ordre  supérieur. 

a^.  Si  S  est  une  série  récurrente  du  second  ordre,  elle  jpro* 

vient  d'une  fraction  de  la  forme-;   ,   ^   , — 7—;  ;  or ,  on  a 
a'  +  b'x  +  c'±'_a'   ^ah'  —  ha'        ^  a^c'—b{ah'—ha')  ^ 

oa     -  p  +  ^x+i— — ..x-j 

ce  qui  prouve  que  Vunité  diifisée  par  S  doit  donner  lieu  à 
un  quotient  entier  de  la  forme  -p  +  q^^  plus  un  produit  dt 
x'  par  une  série  récurrente  dU  prefnier  ordre;  c'est-à-dire 
qu'en  désignant  ^r  S'x*  Ip  reste  auquel  on  parvient^  apib 
avoir  divisé  i  par  S  et  avoir  obtenu  le  quotient  p^qx,  on 

'■ S  "    ' 

doit  trouver  ^  égal' à  tin  qtiotient  exact  de  la  forme  p'  +  q'x; 

et  ainsi  de  suite. 

Guidé  par  ces  considérations,  Lagrange  a  donné  la  règle  sui« 
vante  pour  reconnaitre  si  une  série  donnée  e^t  récurrente  : 

Soit     S  —  A  +  Br  +  Cx*  +  Dx'  + .. . ,     la  série  proposée. 

1°.  Divisez  l^ unité  par  S  et  poussez  l'opération  jusqu'à  ce  quo 
TOUS  ayez  un  (juotient  de  la  forme  p  +  c/x  et  un  reste  de  la 
forme  S'x%  (S'  désignant  une  série  inJcfinic  de  la  forme 
A'+B'x  +  CV  +  ...)- 


o?.  Diui9e%  S  par  S'  et  poussez  l'opération  jusqu'à  oc  que  vous 
ayei  un  quotient  de  la  forme  f/  +  ç'x,  et  un  reste  tel  que  S"x^f 
(S*  élant  égal  i  A"  +  B**  +  Cx»  +  . . .  ). 

3®.  DipUeît  S  par  S"  et  poussfz  l^opération  jusqu'à  œ  que 
TOUS  ayes  un  quotient  de  ia  forme  p'  +  q'x  et  un  reste  tel 
queS^a:*.... 

4*.  DUfisêz  Sf  par  S'  gt  poussez  l'opération  jusqu'à  ce  que 
▼ous  ajei  un  quotient  de  la  forme  p"  +  q'^x  et  un  reste  S'^x**  •  • 
Et  ainsi  ce  suite. 

Des  qie  l'une  de  ces  diyisions  se  fait  exactement,  la  série 
proposée  3st  récurrente  »  et  l'ordre  de  la  série  est  marqué  par  le 
•rang  de  la  division  qui  s*eA  faite  exactement 

Quant  i  l'échelle  de  relation  de  la  série,  on  l'obtiendrait 
aisément  (i*  1912),  si  l'on  pouvait  obtenir  la  fraction  généra- 
trice. 

Or  suppcsons^  pour  fixer  les  idées,  que  la  trobiëme  division 
se  fasse  exactement.  • 

On  aura  ionc  la  série  d'équations 

^=p  +qx  +g  ^N 

S         /   I     '      I  S     - 
5.  =P  +  qjc+^x', 

S' 
La  dernière  conne  ^  = 


d'où  ei  substitjiant  dans  la  seconde, 

? e  ,  \e^  .         X*      _  (p'+q'x)(p''+g'x)+x- 

?-'^+^^  +  7T^^x=^       \^+q''x ' 

^^"T  -  (p^^q'x){p''  +  q''x)+:^: 

Substuant  cette  Taleur  dans  la  première  équation ,  il  vient 
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'  _  (p+y-c)0>'-tV^)(p*+<;*j)+(H-<?^)-gMi''-H'j 
s  (p'4-9'^)  (/+?'«)+**      ^         ' 

donc  enfin, 

ip^qx){p''i-(fx)  (j,'^x)+(p+qx')x'-t-p'+qx' 
expression  qui ,  simplifiée,  est  de  la  forme 

„ a+bx+cx* 

•^a'+ô'x  +  cV  +  d'x^' 
et  l'échelle  de  relation  est  alors  (n*  iga), 

429.  Prenons  pour  exemple  la  série 

I,  3,  6,   10,   i5,  21,  28,  36,  4^. . .  , 

dont  chaque  terme  s'obtient  d'après  l'expression  gméralc 

— ^ ,  71  désignant  le  rang  du  terme  que  Vonireut  former. 

Pour  reconnaître  si  celle  série  est  récurrente  >  on  h  mettra  d'a- 
bord sons  la  forme 


i+3x+6x*+ior'+i5rH?ix*+a8x«+36x'-H5x«+. 
Cela  posé>  en  appliquant  la  règle  ci-ilessus,  on  trouve 

-.1     .     .S' 


■  =si—ix  ■fr^'B-. 


S""i+3x+6x'+...  ^      S 

(S'  ayant  pour  développement, 

3+8*+!  5x»+»4*'+35x«+48x»+63x«4-8ox^+99£'+  ••  •); 
S        »-V3x+  6x*4-  ..._li   ,  '  ,  .    *'_     3 
S' '~3  +  8x+i5x*  +  ....       3"^9  9'  S' 

(S'  =  1+3x4-  6x*  +  ioc3 +  .,.); 

S;^ 3  +  8x.f  i5x'+...        _g       ^ 

S'  —  I  4-3x+   ôc'+iox»  +...  ' 
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qùoUent  exacts  ainsi  la  série  est  récurrente ,  et  da  treirième 
ordre. 

Pour  obtenir  Péchelle  de  relation ,  rapprochons  les  équations 

-    S'     , 
s*        I 

la  dernière  donne  ^  =  a t      d'oi 

^=-^+-.^^— -=3^^,  elparoon^oent. 
i=  I  —  3x+ x*(3— x)  =  I  — 3«+3x*  — ar»i 
donc  enfin,  Ss=j--^j-^i5p--p«^j-^. 

Ainsi  Péchelle  dfl  relation  de  la  série  i  4-  3  r  +  6jc'  +  ...., 
se  compose  Aes  quantités  (3x,  — Sjc*,  +  J^)i  e^  réchelle  de 
relation  de  la  série  proposée  i  +  3  +  6  4-  io  +  •  •  •  •  »  ^«t  1'®^*- 
somble  des  nombres  (3, — 3  y  4- 1)  «  ce  qu'il  est  facile  de 
Ter  i  lier. 

Par  exemple,  le  terme  28  se  compose  de  la  somme  des  pro- 
duits des  trois  termes ^...•.••.  21»         i5,         10, 

ninltipliés  respectivement  par 3»<-^3|^^     1. 

N,  B,  On  voit  encore  qne  la  règle  précédente  donne  le  mojen 
de  ritrouifer  VéchelU  de  relation  d'uQC  série  récurrente ,  lorsque 
la  trace  en  a  été  perdne. 

S  n.  Des  Séries  de  nombres  figurés  et  de  celles  qui  en 
dépendent. 

Il  existe  encore  une  certaine  classe  de  séries  pour  lesquelles 
on  peut  obtenir  facilement  le  terme  général  et  i'expreauion  de 
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la  êommê  éPun  nombrt  limité  de  termen;  ce  sont  les  séries 

nûmériqaet  qai  tirent  leur  origine  d'une  progression  par  difle> 

renée. 

^      ^Zo,  Détermination  du  term^  général  de  la  êérie 

am^ft"-|-c"'4"^ j  Qybf  Cyd étant  les  diSereos 

termes  d'une  progression  par  différence. 

On  a  TU  (p?  194)  que,,  dans  toute  progression  par  différence, 

7  a.b.c.d.e.f.g.h, . .,  f 

le  terme  général ,  / ,  a  pour  expression ,  /=  a + (n —  i  )r,  r  dési- 
gnant la  raison  et  t»  le  nombre  des  termes  \  donc  U  terme  gè^ 
néral  de  la  série  des  m^^"  puissances  des  différens  termes  de 
cette  progression I  a  pour  valeur, 

/-»=[a+(7»— Or]-. 

Soit  proposé ,  pour  exemple ,  de  trouifer  le  quinzième  terme 
de  la  série  des  cinquièmes  puissances  des  termes  de  la  progres- 
sion 7  1.3.5.7.9.11.13 ;  on  aura,  en  faisant  dans  la 

formule^  7»=:i5,  /7t=5,  a=i,  r=2, 

/^  ==  (i  +  14  X  a)*  =  29*  =  ao5i  1 149. 

43 1 .  Sommation  des  termes  de  la  série 

a"  +  6"  +  c"  +  d"  + . . .  +  A:-  +  /«, 

a,  h,  c,  J. • .  •  k,  If  étant  les  différens  termes d'ane  progres- 
sion par  différence. 

On  a,  d'après  la  ^rmule  du  binôme , 

ô-=:(c2  +  O-zsTa"»  +  mn^''  +  m  ^^^^  /^o"—  + 

€-»=  (6^  +  r)"»  —  ^^  +  mri^"'  +  m  ^^^^  r*^-*+ . . , 


/«  =  (*  +  ;)«  =  A'»4.  m/it'"-'  +  m."^ î  r»/t«—  + 
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A)oatant  tontes  œs  équations  membre  à  membre,  et  désignant 
par  Sa9Sn.,^ai.ft. . .  fSi^S„  les  sommes  des  w''*"",  i»—i ''■"'. .  • 
puissances ,  on  obtient 

S«-a-«==S«-/«+mKS«.,— /--0+'î»^/^(sl..-/'^0^^ 
ou  réduisant, 


/--.a-'=mr(S„«,— /^•)+'»-^'^(S— .— ^'-)+....  (A), 

formule  qui  renferme  les  sommes  des  puissances ^  depuis  Sm^i 
jusqu'à  So  inclusÎTement  (So  étant  égal  û*+i*»+c^.  •  .+it«»+/«>, 
équivaut  à  n). 

Pour  faire  connaître  l'usage  de  la  fcumule  (A.),  faisons  suc- 
cessivement  m^  I  y  2,  3,  4»  ^*  •  '  • 

Soit,  1^.  ni=i  ;  on  trouve 

r 


/— a=r(Sp— ^);  d'oà  So=i^^ — ^+  «  = 
résultat  que  Pon  connaît  déjà. 

2*.  mrsa;     îl  vient    /*— a*=2r(S,— /) +  r»(So  — ^)  , 
^»  '  Q       /      ^  — g*      K^— fl) 

tfou  s.-^=-i; ;r-' 

donc    S,=^l=î'  +  ^^i±^  =  ^^^^°^^^-"+^^     ^ 

ou  bien,  à  cause  de /=3a  +  (ts  —  i)r,    d'oi    /— a  +  r=:iir, 

c        {l  +  a)'nr_  {l  +  à)n 
ar  2 

résultat  qui  est  encore  connu  (n^  igS). 
3**.  m  =  3  ;  la  formule  (A)  devient 

^_a^  =  3V-(S.— /»)  +  3r»(S,  — /)4-^(So— ^), 

résultat  qui  fera  connaître  S»  en  fonction  de  S,  et  de  S». 
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/i-.fl4=4r(S,-r)+6r»(S.-/«)  +  4r»(S,- 0 +H(S.-/')î 

cl  oelU  formille  donnera  Sa  en  fonction  de  S»,  S,  et  So;  et 
ainsi  de  snite. 

D'où  l'on  ToU  que ,  quel  que  soit  le  degré  de  la  puîssanoe, 
on  poi^rra  toujours  obtenir  la  somme  des  puissances  semblables 
d'un  nombre  détermine  de  termes,  en  fonction  des  sommes  des 
puissances  inférieures. 

43a.  Prenons,  pour  exemple,  la  suite  naturelle  des  nombres 

I,  a,  3,  4>  5,  6,  7,  8,  g...  ; 

et  recherchons  la  somme  des  carrés,  des  cubes,  etc.,  des  n 
premiers  termes. 
On  a ,  d'après  les  formules  précédentes ,  et  en  obaerrant  que 

o=i,     r=i,     /=7l,     So  =  FI, 
a*.       n' —  1  =3(S»— n*)  +  3(S,  —  n)  +  /»  —  ij       donc 


n 


^  •  .    "  — »       «•— »       n — I       a/i'+ 3/i*-4-ii 

,.  ^      C        nln  + 1)  (an  +  i) 

ou  bien  enpore,    Si=  -^ ^ — ■ — f  • 

a.3 

3%  n4—i=4(S,— «0+6(5.— n»)+4(S.—«)+»—i; 

,        -,         ,,  «♦— I       an' — 3n*+n      an' — an        n  — i 
doncS,=  «»+-^ ^ ^ _, 

ou.        S3  =  2l±L^-±i=ii>+i)*  =  (S.)-.  • 
On  trouTerait  pareillement 

5^=  — ^ j  et  ainsi  de  snite. 
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N.  B.  Afin  de  distinguer  les  sommes  des  puissances  sem- 

Ua))le8  des  termes  de  la  série  naturelle  1 9  2,  3....  des  sommes 

relatives  à  une  toute  autre  progression ,  fious  les  désignerons 

dorénaiiant  par  /i ,  /« ,  /s«  »  •  Tp  j  en  voici  Tusage  i 

433.  On  peut  toujours  y  k  l'aide  de  ces  expressions,  obtenir 
la  valeur  de  la  somme  (Pun  nombre  quelconque  de  termea  d^une 
êérie  dont  le  terme  génJrql  est  une  fonction  bationnbllb  bt 
BafTdcBB  du  nombre  des  termes  que  If  on  ooneidère. 

Stfitf  pour  fixer  les  idées,  une  série  dont  le  temfe  général 
est  qn^fU  étant  un  nombre  connu  qndconquey/)  un  ^posant 
entier  et  positif  ^  n  le  rang  du  terme  que  l'on  considère. 

La  série  proposée  etit  alors  de  la  forme 

a.i^4-a.2''  +  a.3'*4-«-4''+-- •  +  û•«^ 

série  qui  reTÎent  éridemmeat  à 

a(iP  +  !iP  +  3P+^  +  ...  +  n^)s=:a.f,. 

De  même,  une  série  dont  le  terme  général  est  exprimé  par 
a.nf  ±b.n^  :±. cl'n^,  revient  à 

a{iP  +  a»»  +  S*»  +. .  .4-  «0  ] 
±6(,î  +  2^   4-  3»  +...+  n^)  \=a.ff±b.f,±:c.fr. 
±:  c  (i'  -f  2'  +  3'  +. . .  +  n')   ' 

Or,  les  expressions  fp,  fq,  fr  sont  connues  d'après  les  formules 
du  n®  4^2  y  AÎnsi  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série 
proposée  est  également  déterminée. 

^Zl^y  Application  au»  séries  de  nombres  figurés.  On  appelle 
ainsi ,  les  séries  que  Ton  déduit  d'une  progression  par  djSe* 
rence,  dont  le  premier  terme  est  l'unité,  et  la  raison  un 
nombre  entier,  en  faisant  successivement  la  somme  des  denx 
premiers,  des  trois  premiers,  des  quatre  premi^^  . . .  termes 
(le  la  progression ,  et  opérant  ensuite  sur  ta  nouvelle  série  que 
l'on  obtient  par  ce  moyen,  comme  on  a  opéré  sur  la  progres- 
sion; et  ainsi  de  suite. 

Soit  d'abord  la  progres:iioa  naturelle  des  nombres 
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f  1.     a.     3.     4*     5.      6. 

I,     3,    6,  lo,  |5,     21, 
I,    4,  lo,  2o,  35,    56, 
I,     5,  i5,  35,  70,  126, 

7   .    .   .   . 

28  «   .   .  • 

84  ...   . 

210  •   •   .  . 

Les  séries. 


dont  la  première  ge  forme  en  ajoutant  suocassivement  les  deux 
premiers,  les  trois  premiers. ••..  termes  de  la  progression* pro- 
posée, dont  la  seconde  se  forme  à  l'aide  de  la  première  comme 
eelle-ci  s'est  formée  au  moyen  de  la  progression,  dont  la  troi-- 
êième  se  déduit  de  la  aeconde  comme  celle-H^i  l'a  été  €le  la  pre^ 
mière. .  . .,  ces  séries,  dis -je,  sont  celles  des  nombreè  figurh 
de  la  première  clasée. , 

La  première  est  la  série  des  nombrsê  triangulaires, 

La  seconde,  celle  des  nombres  pyramidaux  triangiUaires. 

Les  séries  suivantes  n'ont  pas  reçu  de  dénominations  parti- 
culières. 

La  progression  f  i.3.5.7.9.ii...2/t—  i,  donne  nais- 
sance aux  nombres  figurés  de  la  seconde  classe;  et  les  séries 
qui  en  dépendent  sont,  d'après  la  loi  ci-dessus, 

I,  4>     9*    ^6>   ^^j   ^'    •    •    • 
1,  5,   14,  3o,  55,  91,    .    .   . 


La  première  de  ces  deux  séries  est  la  suite  des  nombres  carrés;  la 
seconde,  celle  des  nombres  pyramidaux  quadrangulaires. 

Ces  dénominations  proviennent  de  l'analogie  que  ces  nom- 
bres ont  avec  certaines  figures  géométriques. 

435.  Les  séries  qui  viennent  d'être  formées  jouissent  de  plu- 
sieurs propriétés  curieuses,  dont  nous  ferons  connaître  la  plus 
importante  :  c'est  que  l'on  peut  toujours  former  leur  terme  gi- 
néralj  et  obtenir  l^expression  de  la  somme  des  n  premiers  termes 
en  fonction  des  quantités  /, ,  /i  ,/3 
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En  effet ^. pour  une  progression  quelconque »k  première  des 
séries  qui  en  dérive  est  telle ,  que  son  n"""  terme  est  égal  à  la 
somme  des  n  premiers  termes  de  la  progression  proposée^  donc, 
i^.  œ  terme  peut  toujours  être  exprimé  rationnellement  en 
fonction  de  n;  a^  puisque  ce  terme  général  est  une  fonction  ra- 
tionneUe  de  n,  la  somme  des  n  premiers  termes  peut  (o^  4^3) 
être  exprimée  au  moyen  des  sommes /i^y^,  /s.—,  dont  les  va- 
lecirs  sont  connues. 

Ainsi  soient  la  progression     f  i  •  2.     3.     4*     5.  • . . , 
et  les  suites  qui  en  dérivent  y        it  3,    6,  lo,  i5...., 

I,  4>   '®>  ^^>  35. . , . , 


La  somme  des  termes  de  la  progression  étant    ^     '     --^    le 
terme  général  de  la  première  suite  est  ^  ■  ,  ou  —  +  -  » 

donc  (n*  433)  la  somme  deg  n  première  termeg  de  cette  suite  a 
pour  expression,  -/,  +i/,  ;  ou,  remplaçant  /.,  /,  par  leurs 
valeurs  (n^  43^) , 

271^+ 3/1* +71       n^-^-n  _  yi3^3/i*+  a/i 
la  "*".     4      —  g  ' 

expression  qui  peut  encore  s'écrire  ainsi  :    — ^ — - — ^ — -1— .-: . 
De  même,  le  terme  général  de  la  seconde  suite  étant 

/l^+3ll'  +  2ll  I     3,1     ^1 


on  a  pour  la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  suite 

leurs 

4» 


g  /s  +  -  /«  +  3  /i  ;  ou ,  substitoant  pour  /,,/,,  /s ,  leurs  valeurs, 
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— ^ — + — n — +-w^* 


ou 


n<  +  6/i'+iin*  +  6»      n(n +  i)(n  +  2)  (n  +  3) 


2. 


4^  î> .  3 , 4 


On  anniit  de  même  pour  U  terme  général  dé  la  troimme  suite, 
_ ,     ou    -^„4  +  ^„»  +  _«.+^«, 

et,  par  conséquent,  pour  la  somme  des  Xk  premUra  termes j 

/i*^  ion4+35;i^+5on*+a4n  n(/i+i)(Fi+2)(ii+3Xii+4) 

'■       '       !■  I ,  ou  ^ — .  ^  — , 
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et  ainsi  de  suite. 

A^.  B.  Il  est  à  remarquer  que  les  expressions 

n     n(yi-f-0     n(yi4-i)  (yi  +  2)     7i(7i4-0  (^^  4-  2)  (n+  3) 
7'  ~^       '  2,3  '  ÏX4  ' 

ne  sont  autre  chose  que  les  tennes  généraux  des  ooeffîciens  du 

défeloppement  de  (i  — x)*^,  en  supposant  successÎYeroent 

m=2,  m=3,i»=^4>'»=5...  (i^oytf2àoesMiciilem^4^*) 

436.  Soient  encore  les  nombres  figurés  qui  corr^pondent  à  ia 

progression         7   i    .   3  .   4  •   7   •  9- •   an  —  i, 

savoir:  1,     4>     9>    '6,  25*....., 

I,     5,   14,  »o,  55 , 

^  • 

Le  n''*'"'  terme  de  la  série  des  nombres  carrée  étani  b  tooine 
des  n  premiers  ternies  de  la  pro{>osée,  a  pour  expression 

(an— 14.  i)n 
r  '■'  :=:n  . 

2 


Donc  /a  somm^  des  n  premiers  termes  de  cette  même  série 

ire- 


est  égale  à  A,  ou  (n**  432)  k  i!LJLJLltJl^  expressiooqui  1 


Vient  enoore  a.  *  a • 

X^  „irf«#  ^;.|„^  de  la  seconde  série  étant  g — i—  ,  ou 

bien,  3 '^  "t'î'*  +  g  **> 

on  a  pour  la  Taleur  de  la  somme  des  n  premiers  termes j 

3/3  +  -A  +  g/.- , 

ou  bien  encore,  v'/  ■  . 

On  trouverait  de  la  même  manière  les  termes  généraux 
et  sommatoires  des  séries  qui  résultent  de  toute  autre  pro- 
gression. 

§  in.  Retour  des  suites^  ou  méthode  im^rse  des 
séries. 

437.  La  méthode  des  coeiBctens  indéterminés  donne,  en  gi" 
niral^  le  moyen  de  développer  toute  fonction  de  x,  sairant 
les  dÎTerses  pnissances  de  cette  lettre.  Béciproquement,  cette 
fouction,  que  Fon  peut  désigner  par  y  y  étant  développée  suivant 
les  puissances  de  x,  on  peut,  par  la  même  méthode,  o6<»iiir 
le  développement  de  la  qitantité  x  suivant  les  puissancee  de  y; 
et  c'est  en  ceU  que  consiste  k  rsftmt  des  suites^  ou  la  méthode 
inverse  des  séries. 

Soitj'  =  ax  +  *ar*  +  cjc3+iJx4+  .,  (i),  ta  foqctioB  dé- 
veloppée suivant  les  diverses  puissances  de  x  (à,  ft,  c,  1/, , . . 
étant  des  quantité»  connues)  )  on  demande  réciproquement  la 
1/aleur  doxenj,  c'est-à-dire  les  coeffîciens  du  développement 

a:= Aj^+By+Cy +I>r^  +. . .  .(a). 

Pour  y  parvenir,  élevons  successivement  au  carré,  au  cube....  les 
deux  membreade  l'équation  (1)  ;  il  vient 


«6o 


nàfrUonm  int«im  dbs 


+2UE0  I      +^>^    I 
y^cfx^  +3a*x4 +3aft*|  j:»+..., 

d'ob  9  sabstitoant  dans  Péqnation  (a)  et  ordonnant. 


ossAa 

a:+Aft 

a:»+Ac 

x3+A<2 

—  t 

+Ba« 

+aBa6 

+  B6* 

■      -i-Ca»    1 

+  a.Bac 

+  3Ga*6 

+Df<.I 

Égalant  à  oies  coefficiens  Ae  Xfaf,Jc^fX^...%  on  obtient  les 
équations 

Aa— i=o,  A*+Bû*=o,  Ac+aBa*  +  Ca'=o, 
Ad+B&»  +aBac+3Ca*ft  +  Da<  =  o. . . 

desquelles  on  déduit  snooessivemeot , 

'       1  «  A6  '     L   r»      — Ac— aBai      aA*— oc 

A=-,Br=-_=-^.6,c=— ^.^ =  — :;r-» 


D=- 


o^ 


Ainsi  Ton  obtient  pour  le  développement  demandé)  ' 

I  If..  2i*  —  ac     ,      5b^ — SabcA^a^d    .  . 

iV.  ^.  Si  l'on  a  un  développement  de  la  forme 

il  est  facile  de  s'assurer,  en  reprenant  la  méthode  précédente  r 
que  l'on  ne  peut  pas  développer  x  suivant  les  puissances  de  la 
fonclionj' elle-même;  mais  on  peut  fairejf^-*»«=«yCequidomie 
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Posant  ensuite  xs^s  As  +  6c*+c^^-  •  •  •  >  on  déterminera 
les  coefiBciens  A ,  B,  C. .  •;  après  quoi  Ton  remellfa  pour  z  sa 
Taleur  jr — «,  et  alors  le  4évdoppement  de  x  procédera  sui- 
irant  les  puissances,  non  de  la  fonction  y,  mais  de  l'exprès-* 
sion  ^-^A* 

438.  AppUoadonB.  Soit, pour premkrêMtn^le^l^aktie 

posons  x^Ay-^ty^  +  Of+Bj^+Cy^- 

En  formant  y  comme  ci-dessus,  les  diverses  puissances  àey 
et  substituant  leurs  valeurs  dans  la  seconde  identité,  on  obtient 
les  équations  suivantes, 

A— i=o,A  +  B  =  o,A+aB  +  C=Q,A+3B  +  3C-t-D=o, 

A4.4B4.6C+4D+Ë  =  o...;  doji  l'on  déduit  sncoessi- 
Ycment 

A=i,  B=:— I,  C=s+i,  D= — I,  E=+i*«- 
Donc  XG=:y'^y^y^  —  yi+y^+.... 

Et  en  effist,  x4*^+^+*  •  •  est  une  série  récurrente  dont  la 
fraction  génératrice  est  (n*  4^)> j  ainsi  l'on  ajrsa-—-, 

d'où  l'on  tire  x=    ^  ■  *,  or  si  Fon  développe  cette  nouvelle 
expression  en  série  par  la  division ,  on  trouvera 
x=y^y+f-y+j^-.... 
Soit ,  pour  seconde  application  ^  l'équation 


J'='+7+T:ï+Tr3'+TX3T 


■f...  (>), 


dont  le  second  membre  n'est  autre  chose  que  le  développement 
de  e'  {voyez  n®  235). 


66a  uàttiooM  iNvnu  obs  siRiiis. 

Posons  d'abord    jr —  i  =rz  ;     d'où  il  résulte 

Soit      «sAb4-U>*+C«'+Ds«+ (a). 

Eh  formant, à  Vaide  de  Pidentîté  (i),  lesdÎTerséspuiMaiices 
de  s>  puis  substituant  leurs  yalears  dans  l'identité  (a),  on  aéra 
conduit  aux  éqttifttiôtes  suivantes , 

A  À  A         "iR       3C 

a'tAl'oadédoit 


Atai,  BsB— — ,C^^7»  Ds=— -«....•; 


donc ,  le  dèreloppement  de  x  en  s  est 

ainsi  l'on  a  pour  celui  de  x  en  ^ 

Obsertons  d'ailleurs  que  réquatîon^=tf*  donne  (n^  a3!5), 
dans  le  systàme  népérien ,  x:z;i  1\  jr  ;  donc 

I  yy    4i_.^^^ 2^.—  ^.... 

Tel  est,  en  effet  (n**  a3)9f) ,  le  développement  en  série  du  loga- 
rithme naturel  d'un  nombre. 

La  méthode  inverse  des  séries  est  d'un  usage  peu  fréquent , 
parce t|a'il  est  difficile  de  mcOfitiaHréûnëloi  de  formation  pour 
les  coefficiens ,  d*aprës  la  nature  des  calculs ,  et  l'on  est  souvent 
oUigé  de  déterminer  un  grand  nombre  de  ooefficiens ,  avant  de 
pouToir  saisir  cette  loi. 
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Nous  terminerons  ce  qae  nous  aTons  à  dire  sur  celle  méthode, 
par  la  remarque  suivante  : 

Sî  l'on  a  une  équation  de  la  forme 

«y  +  *y'  +  Ç)^+....— ax-)-fiV  +  cV+,    •., 

formée  par  deux  séries ,  et  que  l'on  TeuîUe  exprimer  y  en  x 
par  une  série  telle  que  y  =  kx  +  Bx*  +  Cx*  +• . . ,  il  faut, 
pour  obtenir  A,  B,  G. . . ,  former  les  diverses  puissances, j^, 
y,  y.  »  »,  à  iPaide  de  cette  dernière  équatioi) ,  puis  les  substi- 
tuer dans  la  première  ;  ce  qui  donne  alors  une  équation  en  x, 
dont  on  égale  séparément  à  o  les  ooefficiens. 

Mais  les  cakuts  dans  lesquels  on  est  ainsi  entrkiné,  sont 
sjuvent  impraticables,  parce  que  les  coefficiens  A,  B,  G. . . . 
entrent  dans  les  équations  de  condition ,  k  des  puissances  de 
degré  supérieur  au  second. 

§  IV.  Des  séries  trigonométriques  et  circulaires. 

Nous  terminerons  la  théorie  des  suites  par  la  recherche  du  dë- 
\eloppetneot  des  trois  lignes  trigonométriques  pvincipales^  sin  ^» 
eus  X,  tang  x,  suivant  les  diverses  puissances  de  l'arc  x,  séries 
qui  servent  à  la  confection  des  tables  trigonométriques. 

439.  Déifeloppemeni  de  sin  x  et  de  oos  x.  Pour  y  parvenir , 
nous  putîrons  de  la  formule 

(cosa  +  sina.  V^— i)"*  =  coswia+«inma.  V^— i, 

démontrée  (n*  3g6). 

Si  l'on  développe,  d'après  la  formule  du  binôme,  le  premier 
membre  de  cette  équation ,  il  est  aisé  de  voir  que  ce  dév^oppe- 
ment  se  coui  posera  de  deul  parties  distinctes  :  une  partie  réelU 
et  une  partie  affectée  de  V^ — 1«  Or,  pour  que  l'équation  précé- 
dente paisse  exister,  il  faut  qu'il  y  ait  séparément  égalité  entre 
les  parties  réelles  des  deux  membres,  et  entre  les  deux  parties 
ima(;inaires. 

Supposons  donc  le  développement  efiSectué,  on  obtiendra 
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les  deiuk . nonvdles  équations .        .  je 


m— I 


C06  ma  =  cos^a—  m.  .  008"~^.tt&*a 


a 


\} 


+        m — i/ï»— a  u»— '3        ^^.      ..      .  . 

a  3  4 

8iDifi(£=m.cos"*~''a.8ina — m.  — — .  — = —  .cas*~'a.gm'o+  •• 


Ces  formules  serTent,  en  Trigonaméiriê ,  k  é<(torniî»nr  le 
sinus  et  le  cosinus  des  ares  multiples ^  ma,  6tt  ÈmtitioD.  des 
sinus  et  cosinus  de  l'arc  simple  a;  mais  on  peut  aussi  en  éé-. 
duire  les  mleors  du  sinus  et  du  cosinus  d'un  arc«D  ftwAion  de 
l'arc. 

44o*  Observons  d'abord  que  Pon  peut  mettre  les  formules 
précédentes  sous  la  forme 
cosmass 

cos^afi — m. .tang*a+?i»  . -Y--— -?— .tanjj^-etcj, 

sîn  ma  =rco8'"ar77».tanga — m, .—x-r-, tangua +. ..  J, 

en  yertu  de  la  relation  tangass ,  si  le  rayon  =s  i. 

^^         cos  a  "^ 

Cela  posé,  faisons  ma  =  x,  d'où  n» s=  -  ;  œs  formules  de- 
i^iennent 

cosx=r 

.  /  x-a  tangua  ,      x-a  x*aa  x-3a  tangua      ^  \ 

contai  I — X. .  ---s — f-x. .  — ^-  .  —7—.  -—2 elc  ), 

\  a         a*  a        3  4  ^  ^ 

-   /     tanga  x— a  x — aa  tangua  .  \ 

sinx^cos^af  X.  ■  ^    — 'X.-y—  .  — = —  .  ■    T     +. . . .  1- 

Remarquons  actuellement  que  les  trois  quantités^  a,  x  et  m 

étant  liées  par  la  relation  ma^=x,  ou  mss-,  on  pent  faire 

•  yarier  m  et  n^  de  manière  que  leur  produit  x  reste  coruêuni; 
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car  si  l'on  prend  pour  «,  par  exemple,  une  suite  de  valeurs 
tout-à-fail  arbitraires,  les  val(?urs  de  m  correspondantes  à  ces 
\aleurs  de  a  et  à  la  valeur  constanLe  de  x,  s'obtiendront  au 

moyen  de  la  relation  ms=-.  D'un  autre  côté ,  l'on  sait ,  d'après 

les  principes  de  Trigonométrie j  que  plus  un  arc  a  diminney  plus 
il  approche  de  derenir  égal  à  son  sinus  et  à  sa  tangente;  œ  qui 

revient  à  dire  que  le  rapport ,  ou  —S—  ^  11^,1^  g^n»  cesêû 

vers  l'unité^  et  que^  lorsqu'on  suppose  l'arc  moindre  qu'aucun 
arc  donné,  ce  rapport  ne  diffère  de  l'unité  que  d'une  quantité 
moindre  qu'aucune  grandeur  donnée;  en  termes  algébriques j, 
si  l'on  suppose  a^o,  il  en  résulte 


sma 


=*2ilîSf=,±o=i. 


oos"o. 


D'après  ces  considérations  »  faisons  a=zo,  dans  les  deux 
formules  ci-dessus  ;  les  premiers  membres  ne  changeront  pas» 
puisque  l'on  ssppose  x  constant  ;  mais  les  seconds  membres 
deviendront 

2         2.3.4         2.3.4.5.6      '  J 

(3?  X*  x'  \ 

cTailleurs  on  a      cos  o  s=  i ,       d'oii      cos^o  =3 1  ; 
donc  enfin»  l'on  obtient  i,    .^   . 

2       2.3.4      a. 3.4.5.6  ^  '^ 

a?  a?  x^ 

2.3      2.3.4-5      2.3.4*5.6.7         ^  '' 

441  •  Pour  appliquer  ces  formules  à  la  construction  des  tables 
trîgonométriques,  il  faut  supposer,  i^  que  l'on  connaisse  le 
rapport  ^=3, 1415926. . .  de  la  circonférence  au  diamètre,  ou 
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de  la  deml-olrcoaféreaoe  au  rayou;  2**.  que  «  représente  la 
longueur  cfuo  arc  d'on  certain  ^pmbre  de  degrés ,  exprimée  au 
moyen  du  rayon. 

D'après  cela ,  0OU  proposé  de  détel*miner  le  sinus  et  le  cosinus 
de  Parc  A^une  minute. 

Comme  la  demi-circonférence^  dont  le  rayon  est  i ,  a  pour 
Talenr  3, 1415926. . . ,  il  vient,  pour  le  quart  de  circonférence, 
1 95707963.  « . ,  et  pour  l'arc  de  i',qui  est  le  loooo^"*  da^uci- 
dnmsj  0,00015707963.  Il  suffit  donc  de  substituer  à  la  place 
de  x^  cette  yaleur  dans  les  deux  formules  (A)  et  (B),  et  de 
calculer  les  deux  premiers  termes  seulement;  car  il  est  TÎsible 
que  ks  autres  seraient  extrêmement  petits.  On  peut  même 
observer  que  les  termes  étant  alternativement  positifs  et  néga- 
tifs^ l'erreur  commise  peut  s'estimer  (n®  i^)  par  le  premier 
des  termes  que  l'on  néglige. 

Prenons,  par  exemple,  le  pi^emier  terme x  de  la  série  rela- 
tive au  sinus,  pour  egiprimer  sin  i';  l'ei*reur  commise  est 

__  .    ,            (0,00015707...)*  , 

momdre  que  ^^-î -^'- — ^. 

Or,  on  a 

(0,00015707...)' <  (0,00016)*,  ou  0,000000000004096; 

le  6*  de  cette  expression  est  moindre  que  0,000000000001  ; 
donc  la  valeur  de  sin  i^  ne  diffère  pas  de  Parc  lui-même,  dans 
les  douze  premiers  cbiffres  décimaux. 

En  général,  tant  que  x  sera  une  fraction,  ce  qui  aura  tou- 
jours lieu  si  l'on  considère  un  arc  moindre  que  le  huitième  de 
la  circonférence ,  ou  5o®,  les  deux  séries  sero&t  tkès  Convergentes  -, 
et  un  petit  nombre  de  termes  suffira  pour  donner  une  valeur  très 
approcbée  de  sin  x  et  cos  x. 

442-  Les  séries  (A)  et  (B)  donnent  lieu  ii  des  conséquences 
assez  importantes,  que  nous  allons  déduire  successivement. 
Première  conséquence.  En  comparant  ces  deux  séries 
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cosx=.-|  +  ^_....(A), 

à  celle  qui  donne  le  défeloppement  de  eF  (n^  a35), 

on  Tôît  que  leur  somme  produit  cette  dernière  série ,  aux  signes 
prfesy  de  deux  en  deux  rangs;  mais  si  l'on  reitfplace  dans  celle- 
ci»  X  par  ;r|/— I,  et  que  l'on  multiplie  les  deux  membres  de 
(B)  par  l/  — I ,  on  auraj  eo  se  rappelant  que  ka  diverses 
puissances  de  |/— i  «ont  -+•  V — '#  —  ^  >  —  V — i  >  +  >  > 

cos*4-t/-i.»in«=ai+«.  V^^ ç.  \/-i+ — 5-7+— 

a      a.d  a.o.4 

et   ^«^=.+.l/=7-f-i^V'=T+-^+...; 

donc,  tf**^^s=cos*+v'---»  •«»»*• 

En  changeant  x  en  — -  x,  et  observant  que  ces  —  x  =  cos  x, 
et  que  sin  —  x acs — sîn  «,  on  trouverait 

#^■^•^7*  =  oos  »  —  V/— I .  sin  X  j' 

ce  qui  donne  enfin  la  nontelle  formule  . 

r*=»*^^=  ooax  ±  V^\  .sin x. . . .  (C). 

443*  Seconde  âonséquence.  Si ,  dans  la  formule  (G),  on  met  rus 
à  la  plaoe.de  x,  n  étant  un  nombre  réd  quelconque,  il  vient 

^»*l/=r  j«;  cos  TMf  di  V^— I .  sin  jMp  j 

d^m  autre  côté^ 

«=^-'*'^=^=(«=*=*^^)"  =  (oo8«±:  ^^^.sinx)% 
donc     (cosjfdtv/ — i .  sin  jp)' =  oos  imp  d:  l/ — i.sinnjr. 
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Aiasî  la  formule 

(cos  adbsin  a.  v  — i)"  =  cos  ma-^  sin  ma v/ — ly 

qai  n'avait  été  démontrée  (n*  3g6)  que  dam  le  cas  où  m  était 
on  nombre  entier  et  positif;  est  maintciuuft  vérifiée  pour  un 
exposant  quelconque. 

444*  Troisième  conséquence.  La  formula  (Cj  donne  encore 
en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  dans  le  système 
népérien, 

4*o&  séparant  les  deux  formules  contenues  daqs  cdle-^ ,  et 
retrandiant  la  seconde  de  la  première^ 

./ -cosx+V^ — i.sinjt 

2XK— I=r  =— ^-::=± ; , 

cosx— |/ — t.sinx 

, .  ,y w  I  +  l/^*tangx 

ou  bien,  ax^  — lacrl    ^— —=:- -2—. 

I  —  1/— I.  tang  X 

Or,on  a  trouvé  (n*»  a32)  /i-^^  =  2  (y^  3  +  5  +  •  •  •)'» 

faisant  dans  cette  formule ,  yissz}/ — i  .  tang  x^  00  obtient 

I — y — i.tang»        ^  ^  ô  / 

'         ..  *  tang'*  ,  tang^x  ,^. 

et  par  conséquent ,     x=itattg«—  — î=—  -f-  '   F  '  "**•  •  •  W* 

Cette  foi^mule  donne  la  valeur  cTun  arc  en  fonction  de  la 
tangente  de  cet  arc.  Donc  y  par  la  méthode  inverse  des  séries 
(n^  4^7)  '  ^°  ]x>urrait  développer  réciproquement  tang  x  en 
fonction  de  x.  Mais  ou  parvient  à  ce  même  développement 
par  le  moyen  qui  suit  :  on  a 
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tanc  X  = =  sm  *(i  —  sin"  *)     , 

"         cosx 

ou  bien,  tang«  =  8În  »  +-  «>»^*  +  s  sin*x  +. ...  ; 

et  alors  tout  se  réduit  à  remplacer  ain  x  par  sa  valeur 

Nous  n'insisterons  pas  darantage  sur  la  formation  de  cette 
nouvelle  série  y  qui  n'offre  aucun  intérêt ^  et  dont  les  coeffîcieps 
ne  sont  assujettis  à  aucune  loi  fixe* 

445*  Les  analystes  ont  fait  servir  la  formule  (D)  du  n**  pré- 
cédent à  la  déierminaHon  du  rapport  approché  de  la  circonfé- 
rence au  diamètre,  tour  que  cette  formule  puisse  être  utile ,  il 
faut  que  Parc  dont  on  cherche  la  valeur  soit  tout  au  plus  ^1 
à  So"^  puisque  l'on  a  tang  So^ss  i. 

Gela  posé  y  soit    So^=iii  +  ^>    ®t  prenérns  pour  m  l'arc 

dont  la  tangente  est  ^;ale  k  7 ,  auqudi  casona»  d'après  la  for- 


'  +  ' 


'""'4     3.4»"^  5.4» ~  7.4' 
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série  très  convergente  dont  la  loi  est  manifeste. 

D'ailleurs^  l'équation  S&^ssm'^nf  donne  nsSo**— »  m;  d'oii 


tang  7» 


I 

tang  5o^  —  tang  m ""j ^ 

1  +  tang  m  tang  5o®  i       5  ' 

3 


donc  en  appliquant  encore  la  formule  (D) , 


33 


35 


~5""  3.53"'"  5753" 


.57 


+ 


ainsi  m  +  n  ou  l'arc  de  5o^ ,  est  représenté  par  la  somme  des 
deux  séries 


3       3' 


3' 
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La  seconde  de  ces  deu%  séries  n'est  pas  très  convergente ,  et  H 
faudrait  un  assez  grand  nombre  de  termes  pour  obtenir  un  de- 
gré d'approximation  suffisant. 

446.  Mais  on  peut  parvenir  à  deiat  autres  sériée  beaucoup 
plus  conpergenles. 

Soit  p  Tare  dont  la  tangente  est  égale  &  ?  ;  il  en  réeulte 

^=5^  3:^  +  ^:5* -"1:5? •<•••'• 
Or,  on  a  y  d'après  les  formules  trtgonon^iq««s , 

Gomme  cette  dernière  tangente  difiere  très  peu  de  Punili»  on 
peut  déjà  conclure  cfbe  l'arc  4^  diffère  peu  de  5o®,  et  qu'ainsi  la 
tangente  de  4^'^-5o*  doit  être  nne  fraction  très  petite. 

Cela  posé,  soit  •=4*' — 5o«, d'où  tang  s=3tang(4f^*--5o*); 

tang4<^  —  '  I 

1  +  tang  4*^       239  ' 
I  I        ,         I 

5753^— ••' 


a  tang  a</  i 

1— tang^^  119' 


il  vient 
donc 


tang  s  : 


a39      3. 339^ 


d*ailleurs ,  l'équation  «  =  4^  —  5o**  donne  5o*»  =  4*'  —  »• 
Mettant  dans  cette  expression ,  a  la  place  de  ^  et  dc^#,  leurs 
valeurs,  on  obtient 


5o*» 


<5 


S~3.5»" 


I 
575»' 


rs=+-) 


l_(-j ; 

l     VaSg       3. a 


39  "37^'*' 57^ 
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d'où  l'on  conclut  enfin ,  pour  le  rapport  de  la  circoniéreaœ  an 
diamètre,  ou  pour  le  rapport  de  la  demi-circonférence  au  rayoa. 
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Il  est  facile  de  Rassurer  que  les  (juatre  premiers  termei  de  la 
première  série  >  et  les  deas  premiers  ternes  de  la  seaoïide, 
donnent  la  valeur  de  w-  à  0,00001  près. 

4^^.  Conclusion  o^n^alb.  En  réfléchissant  sur  tout  ce  qui 
Tient  d'être  dit  sur  les  séries  circulaires  ou  trîgonométriquesi 
on  Toit  le  parti  que  Ton  peut  trrer  de  l'emploi  des  symboles 
imaginaires;  pour  résoudre. des  questions  dHme  très  grande  utî'» 
Hté.  Gomme  I  pour  parrenir  k  ce  but ,  on  étend  k  des  expressions 
imaginaires,  des  formules  qui  d'abora  n'avaient  été  reconnues 
vraies  que  pour  des  quantités  réelles,  on  pourrait  être  tenté  de 
révoquer  en  doute  l'exactitude  des  résultats  auxquels  on  est 
conduit;  cependant  si,  après  certaines  transfornutions ,  on 
parvient  à  des  expressions  débarrassées  d'imaginaires ,  qui  s'ac- 
cordent avec  celles  que  fournirait  un  raisonnement  strict  et  ri- 
goureux, on  est  forcé  d'admettre  la  légitimité  des  moyens 
employés. 

C'est  ainsi  que  les  analystes  ont  bit  ksi  découvertes  les  plus 
importantes,  auxquelles  on  ne  parviendrait  que  très  difficile- 
ment par  des  moyens  en  apparence  plus  satis&isans. 

La  méthode  suivie  pour  obtenir  les  expressions  de  sin  x  et 
cosx,  offire  encore  I'«xemple  d'un  raisonnement  qui  conduit 
promptement  au  but,  quoique  laissant  d'abord  un  peu  de  vague 
dans  l'esprit 

Pour  parvenir  k  ces  expressions ,  on  suppose  que,  l'arc  a  de* 

venant  nul,  le  rapport  — —  se  réduit  à  i .  Au  premier  abord, 

on  a  de  la  peine  à  concevoir  que,  l'arc  étant  nul,  il  puisse 
exister  un  rapport  entre  l'arc  et  sa  tangente ,  et  que  ce  rap- 
port soit  égal  k  i  ;  mais  si ,  au  lieu  de  supposer  l'arc  toUt-à- 
fait  nul,  on  suppose  qu'il  ne  diflR*re  de  o  que  d'une  quantité 
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extrêmement  petite  >  le  rapport  entre  la  tangente  et  Parc  existe 

et  diS&re  trës  peu  de  l'unité  ;  et  plus  Parc  est  petit ,  moins  le 

rapport  diffère  de  l'unité.  lyoit  Pon  peat  conclure ,  qu'à  la 

limite  de  décroissement  de  l'arc ,  c'est-à-dire  lorsqu'on  a  assso^ 

tang  o 
il  en  résulte  — ^—  =5  i.  L'exactitude  des  formules  auxquelles 

on  parvient  ainsi ,  exactitude  qui  se  trouve  vérifiée  par  les  ap- 
plications que  Pon  en  fttit  à  la  détermination  des  sinus  et  cosinus 
de  certains  arcs,  confirme  aussi  Pexactitode  des  principes  qui 
y  ont  conduit. 

La  considératun  des  rapports  dss  grandeurs  variables,  dans 
les  limites  de  leurs  accroissemens  ou  de  leurs  décroissemens, 
est  l'objet  de  V Analyse  infinitésimale,  nouTcUe  branche  des 
Mathématiques  à  laquelle  k  théorie  des  séries  peut  être  régar- 
dée oommo  une  espèce  d'introduction.  ^ 


NOTE 

Sur  les  Polynômes  rationnels  et  entiers. 


PRKMIÉRB    PARTIE. 

Démonstration  du  théorème  énoncé  n*   ^65  (*). 

Tout  polynôme  premier  P  (rationnel  et  entier)  qui  divise 
exactement  le  produit  A  X  B  cfe  deux  autres  polynômes  rationr- 
nelu  et  entiers,  doit  nécessairement  diviser  Vun  de  ces  poly^ 
nommes. 

Ce  théorème  général  repose  sur  plusieurs  autres  propositions 
qui  n'en  sont  que  des  cas  particuliers,  et  que  noas  allons  dé- 
montrer successivement 

I.  Prshier  cas.  Soit  P  un  nombre  premier,  A  un  nombre 
entier  quelconque,  B  un  polynôme  rationnel  et  entier ^  mais 
dépendant  d'une  seule  lettre  «,  c'est-à-dire  tel  que  l'on  ait 

B  =  G*"  +  £>««"'  +  cA«-^  + ^sH  +  t-, 

(a,i,c,....5,  /  étant  des  nombres  entiers  quelconques  posi- 
tifs ou  négatifs). 

Comme  le  produit  A  X  B  revient  à 

Aa.a»  +  Ai.*»-»  +  Ac. ««-*+. . . .+  As.*  +  A/, 

et  que  P  divise  par  hypothèse  ce  produit,  il  s'ensuit  nécessai- 
rement (n®  3o)  que  P  doit  diviser  chacun  des  coefTiciens. . .  • 

{*)  Cette  de'monslraiion  m*a  cte  communiqucc  pnr  nn   ancien  clèvc  de 
M.  Lcfebure  (\e.  Foiirry. 

43 


C74  NOTK. 

Aa,  Aft,  Ac,.  .  ,A»,  A/;  donc  il  faut  (u^rith.jS* éfllt.y  u*  i33) 
que  P  dWise  A,  ou  bien,  chacun  des  nombres  a  y  b  j  c, .  ..s,  t^ 
et  par  conséquent  P. 

D'où  Ton  peut  conclure  que  toiU  nombre  premier  P^  qui  di" 
vise  exactement  le  produit  A  X  B  ûfe  deux  quantités j  dont  Vune 
A  est  un  nombre  entier  quelconque,  et  Vautre  B  un  polynôme 
rationnel  et  entier,  dépendant  d'une  seule  lettre  a,  doit  di toiser 
AouB, 

2.  SfcoND  CAS.  Soient  P  un  nombre  premier,  A  et  B  deux 
pol} nomes  ralion/els  et  entiers,  dépendant  de  la  seule  lettre  «y 
c'est-à-dire  tels  que  l'on  ait 

B  =  û  V-'  +  i'«*'—  + +  9d  +  t'i 

(a,  &,  r,.  . .«,  t,  o',  y,  c'. . .«',  ^  étant  des  ilRnbres  entiers). 

Désignons  par  A'  Fcnseinblc  des  termes  de  A,  dont  les  coeffi- 
ciens  renferment  le  facteur  P,  et  par  A"  l'ensemble  des  termes 
dont  les  coefTicicns  ne  sont  pas  divisibles  par  P;  il  en  résulte 

A  =  A'+A"...   (i) 

Soient  de  même  B'  et  B"  les  deux  parties  de  B,  dont  l'une  a 
tous  ses  coeOicicns  divisibles,  et  l'autre  ses  coefiiciens  non  divi- 
sibles par  P. 

On  a  pareilleuicnl 

B  =  B'  +  B"...   (2). 

Multipliant  l'une  par  l'autre  les  égalités  (1)  et  (a),  on  obtient 

AB  =  A'B'  +  A'B'  +  A'B*  -f-  A'B'' . . .  (3), 

Cela  posé,  puisque,  par  bypolliQse,  P  divise  cliacun  des  coef-  .  | 
ficiens  de  A'  et  B',  il  s'ensuit  que  P  divise  les  trois  premières 
parties  du  second  membre  de  l'égalité  (3);  donc,  pour  que  P 
divise  le  produit  AB,  il  faut  nécessairement  qu'il  divise  la  qua- 
trième partie  A"B".  Or,  je  dis  que  celte  dernière  division  est  im- 
possible ;  car  désignons  par  /V,  k'a^  les  deux  termes  de  A"  et  B*, 
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aiïcotcs  (lu  plus  haut  exposant  de  a)  comme  leur  produit 
kk'  .u^"^'*  ne  peut  se  ri^duire  avec  les  autres  produits  partiels 
qui  entrent  dans  X"h"j  il  faut  nécessairement  (n**  So),  pour  que 
P  divise  A^B*,  qu'il  divise  hk'\  ce  qui  est  absurde ,  puisque  le 
nombre  premier  P  ne  divise  ni  h  ni  k\ 

Le  seul  moyen  de  faire  cesser  l'absurdité,  est  de  supposer  A.' 
ou  B"  égal  à  o;  et  alors ,  tous  les  termes  de  A  ou  de  B  étant 
divisibles  par  B ,  il  s'ensuit  que  A  ou  B  doit  être  divisible  par  P, 
pour  que  A  X  B  soit  lui-même  divisible  par  P, 

Donc  toul  nombre  premier  P^  qui  divise  exactement  le  produit 
A  X  B  û^  deux  polynômes  rationnels  et  entiers ^  doit  diviser  iotia 
les  coejficiens  de  l'un  de  ces  polynômes ^  et  par  conséquent  ce 
polynôme. 

3.  Troisième  cas.  Soient  A  un  nombre  entier  quelconque, 
B  un  polynôme  rationnel  et  entier  dépendant  de  la  seole  lettre  «, 
P  un  |K>lynorae  premier,  de  même  nature  que  B. 

Puisque,  par  hypotlirse ,  le  produit  A  X  B  est  divisible  par  P, 

on  a  Tégalité  AxB  =  PxQ...   (i) 

(Q  étant  une  quantité  entière,  numérique  ou  algébrique). 
•  Décomposons  le  nombre  A  dans  ses  facteurs  premiers, et  soit 

A  =/.f ./'.... /C.> 

(plusieurs  de  ces  facteurs  pouvant  être  égaux )^  l'égalité  (i) 
devient 

iVi)h  divisant  les  deux  membres  pa^/^, 

Or,  le  premier  m«»mbrc  de  celle-ci  étant  une  quantité  ration- 
nelle et  entière,  il  doit  en  être  de  même  du  second  membre; 
mais  /est  un  TiomI)re  premier  qui  ne  peut  diviser  P,  puisque  P 
est  premier;  donc,  on  vertu  du  second  cas,  y  doit  diviser  Q;  et 
Ton  a    Q=^'xQ'      (Q*    étant  une  quantité  entière);  d'où 
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substituant  dans  régalîté  (a)  et  divisant  par/, 

f.f. . .  ./C«).B=P  X  Q'. .  * .  (3). 

Baisonnant  sur  cette  égalité  comme  sur  l'égalité  (2),  on  recon- 
naîtra de  même  que  Q'=/'  X  Q"  (Q"  étant  une  quantité  en- 
tière )j  d'où  substituant  dans  (3)  et  divisant  fSLrf\ 

/'./••.. /^•).B=PxQ'...(  4); 

et  ainsi  do  suite.  Donc,  après  avoir  supprimé  successivement 
tous  les  facteurs y*,y^,y^. .  ./^"^  on  parviendra  enfin  à  une  éga- 
lité de  la  forme 

^    B  =  PxQ^-^0, 

QC*»-*-')  étant  une  quantité  entière,  numérique  ou  algébrique;  ce 
qui  démontre  que  B  est  divisible  par  P. 

Ainsi  i  tout  polynôme  premier  (  rationnel  et  entier)  dépenduni 
d'une  seule  lettre  ct^  qui  dis^ise  exactement  le  produit  A  X  B 
d'un  nombre  entier  quelconque  par  un  polynôme  rationnel  et 
entier  dépendant  de  la  même  lettre  m^  doit  diviser  ce  dernier 
polynôme, 

4.  QuATBiiME  CAS.  Soient  A,  B  deux  polynômes  rationnels  et 
cMicrs  dépendant  d'une  seule  lettre  «,  et  F  un  polynôme  pre- 
mier de  même  nature. 

Supposons  que  A  ne  soit  pas  divisible  par  F,  et  en  admettant 
d'ailleurs  que  A  soit  de  degré  plus  élevé  que  F,divisons  A  par  P, 
en  poussant  la  division  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  reste  de 
degré  moindre  que  P;  mais  afin  d'obtenir  au  quotient  descœf- 
ficiens  entiers ,  multiplions  d'abord  A  par  un  nombre  conve- 
nable m.  (Ce  nombre  a  généralement  pour  valeur  le  multiple  le 
plus  simple  des  dénominateurs  des  coeffîciens  fractionnaires 
auxquels  on  parviendrait,  si  l'on  n'eflectuait  pas  celle  prépa- 
ration. )  Désignons  enfin  par  Q  le  quotient  de  la  division ,  «l  par 
R  le  reste;  on  a  l'égalité 

/n.A  =  PxQ  +  R...   (i). 
R  doit  être  supposé  difi'érent  de  o\  car  autrement  il  s'ensuivrait 
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que  P  diviserait  m.  A  et  par  conséquent  A,  en  tcrtu  du  3*  Ccis, 
ce  qui  serait  contre  la  supposition  ci-dessus. 

Cela  pose  multiplions  par  fi,  et  divisons  par  P  les  deux  mem- 
bres de  Fégalité  (i);  il  vient 

Or  P  devant,  par  typothèse,  diviser  A  X  B,  et  par  coniicrjucnt 
m.  A  X  B ,  il  faut  nécessairement  ^ue  P  divise  aussi  B  X  B;  et 
si  R  est  un  nombre  entier  quelconque^  la  proposition  est  dé- 
montrée, puisque  P,  divisant  BxR,  doit  diviser  B,  en  vertu  du 
3^  cas. 

Mais  supposons  que  R  soit  dépendant  de  «,  et  divisons  P  par 
R,  après  avoir  toutefois  introduit  dans  P  un  facteur  numé- 
rique ni  propre  à  donner  au  quotient  des  cocfTiciens  entiers; 
il  vient  encore 

m'.P  =  RxQ'  +  R'...   (a). 

R'  doit  ctrc  dificrcnt  de  o;  car  si  l'on  avait  R'  =  o,  il  s'ensui- 
vrait que  R  diviserait  m'.  P,  et  par  conséquent  que  tous  les  fac- 
teurs premiers  algébriques  de  R  diviseraient  P,  ce  qui  est  im- 
possible, puisque  P  est  premier. 

Multiplions  par  B  et  divisons  par  P  les  deux  membres  de 
Fégalité  (2)j  il  vient 

•  p  1^        p        y 

égalité  qui  prouve  que  la  divisibilité  de  B  X  R  par  P  entraîne 
celle  de  B  X  R'  par  P.  Si  R'  est  indépendant  de  et,  la  proposi-* 
tion  est  démontrée,  puisque  P  divisant  B  X  R'  doit  diviser  B^ 
d'après  le  3*  cas. 

Mais  supposons  R'  dépendant  de  « ,  et  continuons  de  diviser 
P  par  R  ,  par  R". . . . ,  el  ainsi  de  suite.  On  parviendra  bientôt  à 
un  reste  R^")  indépendant  de  «,  et  tel  que  Bx  R^")  sera  divi- 
sible par  P.  Donc  enfin  B  lui-même  est  divisible  par  P. 

(Dans  le  cas  ou  l'on  aurait  P  de  degré  plus  élevé  que  A,  on 
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diviserait  P  ymr  A,  puis  P  par  R,  R',  R',  et  les  raisonnemeiif 
seraient  absolument  les  mêmes.  ) 

Ainsi ,  des  qu^un  polynôme  premier  P  (  rationnel  et  entier), 
dépendant  d'une  seule  lettre  et ,  dipUe  exactement  le  produit 
A'X.B  de  deiix  polynômes  rationnels  et  entiers  qui  ne  dépendent 
que  de  la  mém^  lettre  m^onpeut  conclure  que  P  divise  exactement 
AouB. 

5.  Il  est  maintenant  bien  facile  de  généraliser  la  proposition  ; 
car  en  supposant  que  les  trois  poljnomes  A ,  B,  P  puissent  ren- 
fermer  les  deux  lettres  cl^C^  on  pourra  établir  les  quatre  nou- 
Teaux  cas  : 

1®.  P  est  un  nombre  premier^  ou  un  polynôme  premier  dé- 
pendant de  la  seule  lettre  ««,  A  un  nombre  entier  quelconque, 
ou  un  polynôme  rationnel  et  entier  dépendant  de  la  seule  lettre 
M,  et  B  un  polynôme  rationnel  et  «ntîer,  renfermant  les  deux 
lettres  «,  C; 

2**.  P  un  nombre  premier,  ou  un  polynôme  premier  dépen- 
dant d'une  seule  lettre  et ,  et  A,  B  deux  polynômes  rationnels 
et  entiers,  renfermant  le»  deux  lettres  «t,  C; 

3®.  A  un  nombre  entier  quelconque,  ou  un  polynôme  ra- 
tionnel et  entier,  dépendant  d'une  seule  lettre  «,  et  B  ,  P  dcu\ 
polynômes  rationnels  et  entiers,  renfermant  les  deux  lettres  et,  C, 
mais  P  un  polynôme  premier; 

4®.  EnGn,  A,  B,  P  trois  polynômes  renfermant  les  deux 
lettres  m,  C.  maïs  P  un  polynôme  premier. 

Si  Vqu  applique  à  cliacunede  ces  hypothèses  des  rai^onnemens  ' 
analogues  à  ceux  qui  ont  été  établis  (n*^*  i ,  2  ,  3 ,  4)  j  on  par- 
viendra àeelle  nouvelle  proposition,  que  tout  polynôme  premier 
P  (rationnel  et  entier)  dépendant  de  deux  lettres  1»,  ^,  qui  di- 
vise le  produit  A  X  B  de  deux  polynômes  renfermant  les  deux 
mêmes  lettres j  divise  nécessairement  l'un  des  polynômes. 

La  proposition  étant  reconnue  vraie,  dans  le  cas  de  deux 
lettres,  on  peut  ensuite  Télcndre  au  cas  de  trois ^  quatre^  etc., 
lettres;  donc  elle  est  vraie  généralement. 

6.  Ou  en  déduit  immédiatement,  1**.  que  tout  poly  nome  p:  C" 
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mier  P  qui  di%fiêe  A*^  doit  diviser  A  j  puisque  l'on  a  A^=Ax  A. 
De  même,  P  ne  peut  diviser  A^^  A*. .  •  A"*^  sans  dii*iser  A. 

3".  Que  si  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  X  et  ^  sont 
premiers  entre  euxj  il  enëst  de  même  de  leurs  puissances  A*"  et 
B"*',  car  tout  facteur  premier,  commun  à  A"*  et  B"*',  devrait 
aussi  diviser  A  et  B,  ce  qui  serait  contre  Thypothcse. 

7.  En  refléchissant  sur  la  proposition  principale  et  sur  toutes 
celles  qui  constituent  la  théorie  du  plus  grand  commun  divi- 
seur,  entre  deux  polynômes  rationnels  et  entiers,  on  peut  re- 
marquer qu'elles  ne  supposent  que  les  quatre  premières  opéra- 
tions de  l'Algèbre.  Ainsi  nous  aurions  pu,  à  la  rigueur,  placer 
cette  théorie  tout  entière  dans  le  premier  chapitre,  ce  qui  eût 
semblé  plus  naturel;  mais  les  raisonnemens  étant  d'une  nature 
trop  abstraite  pour  des  commençans,  il  nous  a  paru  préférable 
de  la  renvoyer  au  chapitre  où  l'on  en  fait  un  plus  fréquent 
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Sur  la  décomposition  dun  poljrnome  rationnel  et 
entier  en  ses  facteurs  premiers. 

ClairauU  est  le  seul  auteur  qui ,  dans  ses  Élemens  d* Algèbre, 
ait  traité  cette  question;  mais  sa  incthode,  peu  commode  dans 
la  pratique ,  n'est  pas  assez  générale.  Celle  que  nous  allons  ex- 
|)oser  a  l'avantage  de  s'appliquer  à  toute  espoccî  de  polynômes 
rationnels  et  entiers,  et  se  lie  d'ailleurs  immédiatement  à  la 
méthode  des  racines  commensurables  des  équations  numériques. 

Nous  démontrerons  avant  tout  uu  nouveau  principe  sur 
lequel  nous  aurons  à  nous  appuyer. 

8.  On  a  vu  (n*»  aSi  )  (juc,  toutes  les  fois  qu'une yb«c//o^* 
enliire  do  x  peut  être  rendue  nulle  par  une  valeur  quelconque 
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j:  =  n>  le  binôme  x-^a  est  un  dÎYKeur  relatif  du  poljriiome 
proposé. 

Soit  maintenant  X  un  polynôme  rationnel  et  entier  de  la  forme 

Ax"4-Bx"»-'+Cx«-*+ +  Mx  +  N, 

(A^  B,  C,  . ..  .M,  N  étant  des  quantités  entières,  numériques 
on  algébriques)}  et  supposons  qu'une  valeur  rationnelle,  mais 

fractionnaire  et  irréductible >  x=^^j  jouisse  de  la  propriété  de 

rendre  nul  le  polynôme  X.  Je  dis  que  ce  polynôme  est  aussi  di- 
1^'isîble  exactement  par  Cx  —  et  y  le  mot  dîpisible  étant  pris  ici 
dans  le  sens  de  la  division  algébrique  ordinaire  (  n°  239  ).  On 
doit  toutefois  supposer  «  et  C  premiers  entre  eux ,  et  s'ils  ne 
l'étaient  pas^  il  faudrait  commencer  par  supprimer  le  facteur 

commun  dans  les  deux  termes  de  la  fraction  ^. 

En  effet,  il  résulte  d'abord  de  ce  qui  a  été  dit  n**  25 1 ,  que  le 

quotient  de  la  division  de  X  par  x  —  ^,  est  cxr.ct  et  égal  à 

+  A.J^  +  B.^;  + +  M; 

en  sorte  que,  si  l'on  appelle  Q  ce  quotient,  on  a 

x=(x-iyq. (.), 

Q  étant  un  polynôme  de  forme  fractionnaire,  mais  dont  tous  les 
dénoniiuateurs  sont  facteurs  de  o"*"'. 

Gela  posé,  multiplions  les  deux  membres  de  régalilé  (i)  par 
^'"'y  il  vient  ^ô'"  =  ((^x  — a  ).Q.C'^»-' j  et  il  Cbt  évident  que 
Qo  "'"'  peut  être  considéré  comme  un  polynôme  rationnel  et  en- 

tiur,  ainsi  que  sa  valeur  ^  " — •  Mais  Cx  —  «  est  un  polynume 

premier  qui  ne  peut  diviser  le  facteur  C"*,  puiscfuo  ce  facleu:* 
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€fil  Midêpendant  de  x  -,  donc  (^note  o?  3)  If  lui-même  est  divi- 
sible par  Cx — •,  et  l'on  a 

N  =  (^i:-A)Q'....   (2), 

Q"  étant  un  polynôme  rationnel  et  entier,  c.  q,  f,  (L 

N.  B.  Comme  l'égalité  (i)  revient  à  N  =  (ffx  —  «)yyOn 

obtient  en  la  comparant  avec  Végalité  (2) , 

^=Q',    d'où    Q  =  Q'.C; 

ce  qui.  démontre  que  le  quotient  Q>que  nous  avions  dit  être  de 
forme  fractionnaire ,  est  réellement  lui-même  un  polynôme  en- 
tier et  tel  que  ^  est  facteur  commun  à  tous  ses  coefHciens. 

C'est  sur  ce  principe  que  s'appuie  ce  qui  a  été  dit  n**  274  y 
ainsi  que  la  détermination  des  facteurs  du  premier  degré  de  la 
forme  mjc  +  /i  pour  les  équations  numériques.  (^F'oyez  les  exer- 
cices donnés  à  la  fin  du  n**  336.) 

9.  Passons  actuellement  à  la  recherche  des  facteurs  premiers 
d'un  polynôme  rationnel  et  entier. 

Considérons  ;  en  premier  lieu,  un  polynôme  de  la  forme 

-*  a'"  +  Pû'"-'  +  Qa"»— +....  +  Ta4-U (1), 

(P,  Q, T,U  désignant  des  quantités  algébriques  entières). 

Il  est  facile  de  démontrer,  comn^e  on  Ta  L  ^  n°  333,  qu'au- 
cune expression  rationnelle  fractionnaire  ^  (qu'on  peut  tou- 
jours supposer  irréductible) ,  substituée  à  la  place  de  a ,  ne  ][>eut 
rendre  nul  le  polynôme  propose. 

Supposons  en  effet  cju'un  puisse  avoir 

si  l'on  multiplie  par  C"""*  et  qu'on  transpose  tous  les  termes  à 
l'exception  du  premier,  il  vient 


682  ^  NOTK. 

^  =  —  ?«•"-'  —  Q**"-^ x«C  • -*  —  UC*"-* , 

égalité  érideramont  absurde  ;  car  le  second  membre  est  un  po- 
lynôme rationnel  et  entier ,  tandis  que  le  premier  est  essentiel- 
lement fractionnaire  {note  n**  6). 

Soit  en  second  lieu  un  polynôme  rationnel  et  entier,  tel  que 

Aa"»+Ba"-»+ +  Ma-hN.  % 

Égalons  ce  polynôme  à  o ,  et  posons  (n"*  aSo)  ^  =  7-  >  on  trouve 

A, 

après  la  dî^arition  des  dénominateurs, 

équation  dont  le  premier  membre  est  de  même  forme  que  le 
polynôme  (i)  et  qui,  si  elle  admet  des  valeurs  rationnelles 
pour  a\  ne  peut  en  admettre  que  ô^ entières. 

Désignons  par  /?,  p  ^  p",  les  différentes  racinea  entières  l'e 
cette  équation  ;  les  racines  correspondantes  de  l'équation 

Au*"  +  Ba?-'  + +  Ma  +  N  =  o, 

ieront  j-,  ^,  --■ Or,  parmi  œlles-ci,  les  unes  peuvent 

A.      A.      A. 

être  entières  et  représentées  par  «,«',....,  les  a  u  très  fraction - 

S     €' 
naires  et  exprimées  par  -,  —, (C  et  y,  ^'  et  y' 

y  y 

é\.3int premiers  entre  eux)» 

Par  conséquent,  les  diviseurs  rationnels  et  entiers,  dun*'  de- 
gré par  rapport  à  a,  du  polynôme  proposé,  seront 


•  fit' ,  •  • . .     et     yu'^C^     y  a  —  Q! . 


Il  suit  de  là  que  la  recherche  des  diviseurs  entiers  du  i*'  de- 
gré par  rapport  à  l'une  des  lettres  qui  entrent  dans  un  poly- 
nôme donné ,  est  ramenée  à  la  recherche  des  facteurs  de  la  forme 
ù — K,  K  étant  une  quantité  entière,  positive  ou  négative, 
numérique   ou   algébrique  j  et    pour  obtenir   ces  facteurs,  il 
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sutfitde  savoir  réôoudre  en  quanlités  entières  une  cquatiou  de 
la  forme 

a"»  +  Pa--'4.Qa'"-*+ +  Ta  +  U  =  o; 

P,  Q,. .  •  .T,  U  étant  des  quantités  algébriques  entières. 

La  méthode  ctaUie  (n**  334)  P^^^  résoudre  en  nombres  en- 
tiers une  équation  numérique  de  même  forme,  est  applicable  en 
t^u  ]^iQts  au  cas  dont  nous  nous  occupons  ici.  Il  suffit  donc  de 
t^nporter  k  ce  numéro ,  pour  se  former  une  idée  de  la  marche 
qu'il  faut  suivre  à  l'éj^ard  d'un  polynôme  rationnel  et  entier, 
quelque  compliqué  qu'il  soit.  Nous  nous  l)orDerons  à  quelques 
remarques  générales. 

10.  Première  remarque.  L'application  de  la  méthode  suppo- 
sant que  le  dernier  terme  du  polynôme  ordonné  est  décomposé 
dans  ses  facteurs  premiers,  il  semble  au  premier  abord  qu'on 
soit  conduit  à  une  pélition  de  principe;  mais  observons,  i**.que 
ce  dernier  terme  est  plus  simple  que  le  polynôme  proposé  ; 
?/*.  que,  dans  tous  les  cas,  il  renferme  une  letti-e  de  moins 
que  ce  polynôme. 

Ainsi,  en  admettant  d'abord  que  le  polynôme  ne  renferme 
qu'z/.-ztf  seule  lettre ,  le  dernier  terme  est  numérique,  et  l'on 
.sait  déjà  trouver  tous  les  diviseurs  d'un  nombre.. 

Si  le  (tolynome  renferme  deux  lettres  et  qu'on  l'ordonne  par 
rapport  à  Tune  d'elles,  le  dernier  terme  n'est  plus  fonction  que 
d'une  seule  lettre,  et  l'on  est  censé  savoir  déterminer  tous  les 
diviseurs  entiers  d'un  polynôme  A^une  saule  lettre. 

Si  le  polynôme  renferme  trois  lettres,  le  dernier  terme  n'en 
renferme^que  deux;  et  ainsi  de  suite. 

11.  Seconde  remarque.  Lorsque  le  polynôme  proposé  est  tel 
que  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  la  lettre  princi- 
pale est  différent  de  l'unité,  comme  il  faut  avoir  recours  à  la 
transformation  du  n®  280,  pour  rendre  ce  coefficient  égal  &  i , 
et  que  cette  opération  donne  lieu,  en  général,  à  de  nouveau]^ 
coefiiciens  très  compliqués,  il  convient  d'appliquer  d'abord  la 
méthode  au   polynôme  lui-même,  de   la   maniore  indiquée 
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n^  337.  Par  ce  moyen,  on  obtient  tous  les  facteurs  preiuîeis 
de  la  forme  a  —  «;  après  quoi  Ton  divise  le  polynôme  pro- 
posé par  le  produit  de  tbus  ces  facteurs,  et  la  question  se 
réduit  à  déterminer  tous  les  facteurs,  tels  que  ya  —  ^,  du 
polynôme-quotient. 

12.  l'roisième  remarque.  Dans  la  même  circonstance,  il  con- 
Tient  encore  de  s'assurer  si  les  coefficiens  i\e%  diverses  puis- 
sances de  la  lettre  principale  n'auraient  pas  un  commuiudi- 
viseur  (n®  27 1  ),  parce  que  s'il  en  existait  un ,  on  le  suppriment , 
et  l*on  opérerait  ensuite  sur  le  polynôme  résultant  de  cette  su|>- 
pression. 

Le  facteur  supprimé  pourrait  lui-même  être  un  polynôme 
décomposable ,  et  ses  facteurs  premiers  seraient  les  facteurs 
indépendans  de  la  lettre  principale. 

i3.  Quatrième  et  dernière  remarque.  Toutes  les  fois  que 
le  dernier  terme  renferme  comme  facteurs  des  monômes  lit- 
téraux, tels  que  by  &*,..-  ^>  t"....,  il  est  plus  simple  de  substi- 
tuer immédiatement  ces  quantités  prises  avec  le  signe  -}-,  puis 
avec  le  signe  -«-,  dans  le  polynôme,  parce  que  le  résultat 
de  cette  substitution  est  un  polynôme  tout  dévelop[3é. 
•  Celles  de  ces  quantités  qui  jouissent  de  la  propriété  de 
rendre  nul  le  polynôme  ,  sont  reconnues  racines.  C'est  la 
même  règle  que  pour  +1  et  —  i ,,  par  rapport  aux  équa- 
tions numériques. 

Les  exemples  su i vans  éclairciront  ces  différentes  remarques. 


1**^    EXEMPLE. 

1 4.  2fl4  +  a^b  +  a*Z^*  +  ab^  —  bK 

Egalons  ce  polynôme  à  o,  après  l'avoir  ordonné;  il  vient 

2G^  +  bà^  +  b'a^  4-  b'^a  —  è»  =  o. 

Conformément  h  la  remarque  du  n**  1 1 ,  cherchons  d'aljord 
les  diviseurs  tels  que  a  —  «. 

Or,  les  diviseurs  de  b^  étant  b^  b*,  h^y  b^,  il  faudrait  essayer 
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CCS  diviseurs  tant  avec  le  signe  +  qu'avec  le  signe  —,  et,  pour 
cela,  les  substituer  à  la  place  de  a  dans  l'cquation  ;  mais  comme 
le  polynôme  proposé  est  homogène  (^-^Ig^j  n®  1 1) ,  il  est  évident 
que  b^y  substitué  à  la  place  de  a,  donnerait  pour  2a^  un  terme  de 
plus  haut  degré  que  tous  les  autres,  et  qui ,  par  conséquent, 
ne  pourrait  être  détruit.  Même  raisonnement  par  rapport  à 
tP  et  b^.  Ainsi ,  il  n*y  a  lieu  à  essayer  que  les  diviseurs  -f*  b 
et  —b. 

Or,  le  dernier  seul  donne,  par  sa  substitution, 

26^  — 6t  +  6<  — 6»  — i*=o; 

donc  — b  est  racine  de  l'équation,  et  par  conséquent  a  —  ( — b) 
ou  a  +  6  est  diviseur  du  polynôme  proposé, 

Divisant  ce  polynôme  par  a  +  &>  et  égalant  le  quotient  à  o, 
on  trouve 

^a?  —  ba^  +  2i*a —  è^  =:  o. 

On  pourrait  actuellement  faire  disparaître  le  coefficient  de 

a',  en  posant   a=:-,    puis  opérer  sur  l'équation  résultante 

comme  sur  la  proposée;  mais  si  l'on  rapprcîche  le  i**  et  le 
3*  termes,  le  a*  et  le  4*  termes,  on  reconnaît  do  suite  que 
J'équation  revient  à 

2a(a*  +  6*)  — i(a"+6«)=o,  ou  (2a  — 3)  (a*+^*)  =o. 

Donc  enfîn  le  polynôme  proposé  est  égal  à 

ce  qui  donne  deux  facteurs  du  premier  degré  et  un  facteur  du 
second  degré. 

i5.  Dans  cet  exemple,  comme  dans  tous  ceux  où  le  po- 
lynôme est  homogène  et  composé  de  deux  lettres  seulement, 
on  peut  ramener  la  résolution  de  l'équation  à  celle  d'une 
équation  numérique. 

Soit ,  en  effet ,  l'équation  générale 
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Aa*  +  Bia"-'  -f  CA*""»—  + . . .  +  M6"-»a  +  K*-  =  o , 
(A,  B^  C,.-..  M ,  N  élaiit  des  nombres  entiers). 

Si  l'on  pose    -  =  x,  d'où  a^^bx^     Il  vient 

A6«x"*  +  B6"jc»-»  +  C6'»x'»-"  +. . .+  Mi-x  +  Nt«  =  o, 

ou  supprimant,  pour  le  moment^  le  facteur  i"*, 

Aa;^  +*Bx"'—  +  Cr"-*  4-. . .  +  Mx  +  N  =  o , 

ccjuation  numérique  qu'il  ne  &'agit  plus  que  de  résoudre  en 
nombres  commensurablos.  Ces  valeurs  étant  substituées  dans 
la  relation  a  =  bx ,  donnent  les  valeurs  de  a  correspond- 
dantes,  et ,  par  suite,  les  diviseurs  de  la  forme  a  —  m^  ou 
ya  —  C. 

Ainsi,  soit  fait  dans  l'équation  relative  à  l'exemple  ci-d^^- 
sus,     a=bx;     il  vient 

b^{2x^  +  x'  +  X*  +  X  —  i)  =  o. 

Le  facteur  entte  parenthèses  étant  égalé  à  zéro  et  résolu , 
on  trouve  les  deux  racines 


d'où 

et 


a  =  —  b     ou     a  -}-  6  =  o  , 
h 


16.  a*— (i+c)a'^-(fr*-3&c)a*-f (6MV-Ar')a-i3c+6V*=: o. 

Le  dernier  terme  — b^c+  b^c^  revient  à  i*c( —  b  -r-  c)\  ce 
qui  donne  pour  les  diviseurs  simples, 

b,   r,   — *  +  c,   ^  — r,   — c,   —  6,  • 


Il  x\y  a  lieu  d'ailleurs  à  essayer  que  oes  diviscursi  puisqut 
le  polynôme  est  Lomoghne ;  car  b*  ou  bc y  par  exemple,  mis 
à  la  place  de  a  dans  TéquatioD  ,  donnerait  b^  ou  ÂM,  quan* 
tité  d'un  degré  supérieure  à  toutes  les  autres ,  et  qui  /  par 
conséquent,  ne  pourrait  pas  être  détruite. 

En  faisant  successivement  a=zbj  —  b,  Cj  —  c,  on  recon- 
*iiaît  que  b  seul  Térific  l'équation.  Ainsi  déjà,  a  — b  est  un 
des  diviseurs  cherchés* 

11  reste  maintenant  à  appliquer  la  méthode  du  n°  334  aux 
deux  facteurs  —  b  +  Cy  b  —  c, 

—  6  +  r,  b  —  c 
+  b'c —  6V 

4-  A^  —  ic*  +  6'  —  aftV  —  be* 

—  b^  ^  bc  » 
,                      —  ai*  +  a&c 

+   25 

4-  ^  —  c 

—  I. 

Considérons  d'abord  le  fiskcteur  —  5  -f-  c«  Après  ayoir  divisé 
le  dernier  terme  par  ce  facteur,  ce  qui  donne  -f-  b*c  pour  quo- 
tient, on  ajoute  à  ce  quotient  te  coefficient  de  a',  et  l'on  obtient 
pour  somme ,  b^  —  ôc". 

Divisant  b"^  —  bc*  par  —  5  +  c, on  a  pour  nouveau  quotient 
— i**— frc,  qui ,  ajouté  au  coefficient  de  a%  donne  pour  somme 

—  afc*  +  ^bc. 

Divisant  —  2^*  -f"  ibc  par  —  i  +  ^>  on  obtient  +  26 ,  quo- 
tient qui,  ajouté  au  coefficient  de  a^,  donne  pour  somme 

+  b  —  c. 

Divisant  enfin  -f-  6  —  c  par  — 6  +  ^>  on  trouve  pour  quo- 
tient —  I.  Donc  —  b  +  c  est  racine. 

£n  appliquant  la  méthode  au  second  dÎTisêur  b  —  r ,  on 
«blient  pour  la  première  somme,  f — ai'c —  te*,  quantité 
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qui  n'est  pas  divisible   par  b  —  c*.   Ainsi   b  —  c    doit  êlrc- 

rejeté. 

Il  résulte  de  \k  que  les  seuls  dÎTiscurs  entiers,  et  du  pre- 
mier degré ,  du  polynôme  proposé ,  sont  a  —  6eta-|-^  —  c. 

Divisant  ce  polynôme  par  le  produit 

(a — b)(a+b  —  c)     on    a*  —  ac  —  b^  +  bc, 
on  a  pour  quotient ,        a*  —  6a  +  bc. 


3*    r.XEMPLE. 

17.  2a*+(6+3c)a3>  (76*— 26c— c*)a»— 2(i'+3fr"r)a+. . . 
+  66^— 4&V~26V=o...  (1). 

Le  dernier  terme  revient  à  26*  (36* —  2bc  —  c*)  ;  or,  il  est' 
aisé  de  reconnaître  que  l'hypothèse  b^=^c  rend  mil  le  facteur 
entre  parenthèses  ;  donc  ce  dernier  terme  est  divisible  par 
b — c,  et  l'on  trouve 

664  ^  ^b^c  —  2i  V  =  7.b\b  —  c)  (36  +  ry 

En  appliquant  la  méthode  à  chacun  des  diviseurs  simples 

6,  b  —  c,  36  +  c,  — 36  —  c,  — b  +  c^  — 6, 

ou  26,  2(6 — c),  2(36+0,  — •2(36+0>  — 2( — 6+c),  —26, 

on  reconnaît  que  6  —  c  seul  satisfait  à  toutes  les  conditions. 
Ainsi  l'on  a 

a=sb  —  c ,     d'où     a  —  6  +  c  =  o. 

Divisant  le  polynôme  proposé  par  a —  6-f-c,  on  obtlinl 
pour  quotient , 

m 

?.a3  +  (36  +  ()a>  —  46».a  — 663  —  26*c.  ^ ,    (2). 
Posons,  dans  ce  nouvrau  polynôme ,     «  =  —  ; 


SECONDE   PAUTU.  689 

il  vient    a'^  +  (3b  +  c)a:*—Hb\a  —  ^iP'-8b'c...  (3). 

Or,  le  dernier  terme  reyient  k 

—  86»(3A  +  c); 

ce  qui  donne  pour  les  diviseurs  simples ,  abstraction  faite  du 
facteur  8, 

*,     3ft  +  c,     —  ft,     —  3*  —  c. 

L'application  de  la  méthode  aux  deux  diviseurs  3b  +  c^ 
— 34 — c ,  fait  reconnaître  que  -^  (36  +  c)  est  racine  de  Féqua- 

tîpn  (3),  et  par  conséquent  que  a  =  — ,  est  racine  de 

l'équation  (a).  Donc  2a  -f-  3&  -f-  c  est  diviseur  du  premier 
membre  de  cette  équation. 

En  effectuant  la  division ,  on  obtient  pour  quotient , 

a»— a6». 

Donc  enfin,  le  polynôme  proposé  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(a-64-c)  (2a+36+c)  (a*— 26^). 

i8.  Ces  exemples  suffisent  pour  mettre  au  fait  de  la  recfaerclke 
des  facteurs  du  premier  degré  d'un  polynôme  rationnel  et  en- 
tier. Quant  aux  diviseurs  du  second  degré  ou  de  degrés  supé- 
rieurs, il  faudrait  employer  une  méthode  analogue  à  celle  qui 
a  été  établie  (n*  339). 

An  reste,  il  arrive  souvent, dans  les  applications  particu- 
lières ,  que  quelques-unes  des  lettres  qui  entrent  dans  les  poly- 
nômes n'y  sont  élevées  qu'à  la  seconde  puissance;  et ,  dans  ce 
cas ,  la  détermination  des  facteurs  ne  dépend  que  de  la  résolu- 
tion d'une  équation  du  second  degré. 

Reprenons  l'exemple  traité n^  16,  et  observons  que  la  lettrée 
m'entre  qu'il  la  seconde  puissance  dans  le  polynôme. 
/     £n  l'ordonnant  par  rapport  à  cette  lettre ,  on  obtient 

(6»-at)c*-(fr'  +  a6»-3a»i+a3)c.f-a6^-a*i»-a36-f.a4  =  o; 

44 


Ôgo  KOT£. 

et  il  suffirait  de  r«^uclrc  cette  écjuaiion  {Kir. rapport  à  c,  puis 
d'effectuer  toutes  les  opérations  et  simplifications  auxquelles  on 
serait  conduit;  mais,  ayant  tout,  il  conrient  de  s'assurer  s'il 
n'existerait  pas  un  diviseur  commun  à  tous  les  coeffictens. 

Or,  le  coefficient  ft* —  ah  reyient  à  i(i— a)  ;  dt  il  est  aisé  de 
reconnaître  que  l'hypothësc  h  —  aca  o ,  ou  £  =:a,  anéantit  les 
deux  autres  coefficiens;  doncfr — a  est  diviseur  commun.  En 
supprimant  ce  facteur  dans  le  poljnomei  on  trouve  pour 
quotient, 

d'où  l'on  déduit  immédiatement 


^=^ Tb -V ^b- 1 — ' 

ou  rc'duisant  sous  le  radical  au  dénominateur  4^*>  développant 
les  caicuis  et  extrayant  la  racine  carrée, 

Dpnc,i'.cs= =;=6-f.a-,  d'où  c — i— a=:o; 


2**.  c= — ^^ — = — '. — ;  d'où  c4— a6  +  a*=o. 

Ainsi  les  diviseurs  du  polynôme  proposé  sont 

4  — a,  c— A — a,  cZ; — ai  +  fl», 

ou  a- — 6,  a— 6-(-c,  a*— a6+6c, 

comme  on  l'avait  déjà  reconnu  n°  iG. 

Le  3*  exemple  (n®  i5)  peut  être  traité  de  la  même  manière;  car 
la  lettre  c  n'entre  également  dans  le  polynôme  qu'à  la  seconde 
puissance.  On  serait  conduit  à  supprimer  d'abord  le  coefficient 
^*— 26*,  commun  à  tous  les  coeffidens. 


19.  Nous  Iraiierons  encore  un  exemple  mnfim  reHMvqntUa 
qu'on  rencontre  dans  la  6 éométrie  analytique. 
Soit  Vàquation 

(  j^*  -(-  X* — cr)*—  {aS^<^)y^—a\x — c)'  sa  o. 

Gomme  ^  apris  le  développement  du  premier  membre  de  celte 
équation,  les  deux  lettres  a  et  c  tfj  entrent  quà  la  secondé 
puîMinoei  on  peut  ordonner  indîfiéremment  piar  rapport  fc 
l'une  d'elles. 

Ordonnons  9  par  exemple,  suivant  la  lettres;  il  vient 

équation  que  l'on  peut  résoudre  par  rapport  à  c.Mais  véri- 
lions  auparavant  si  y*+x^ — a%  qui  est  facteur  commun  aux 
deux  premiers  coeffîciens  ne  diviserait  pas  également  le  coef- 
ficient de  c^.Or^  en  essayant  la  division,  on  trouve  pour  quotient 
exact,  j^*4"^- 

Donc  l'équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 


ou  bien     {y^ + x*  —a')  (jf*+  x— c*)  =  o  ; 

c'est-à-dire  que  le  premier  membre  est  décomposable  dans  le 
produit  de  deux  facteurs  rationnels  du  second  degré,  que  l'on 
doit  d'ailleurs  regarder  comme  des  facteurs /}/v/nî«r9. 

Si  l'on  ordonnait  le  polynôme  par  rapport  à  la  letti*e  x,  on 
ne  pourrait  appliquer  la  méthode  du  n®  g,  puisqu'elle  ne  donne 
que  les  facteurs  rationnels  du  1*'  degré,  et  que  par  le  fait,  * 
polynôme  n'est  décomposable  qu'en  des  facteurs /}ivm#7«  ^^ 
second  degré.  Mais  en  ordonnant  par  rapport  à  j<,  on  olr^'^~ 
drait  une  équation  du  4*  degré,  résoluble  li  la  manière  d^"®' 
du  second  degré. 

N,  B.  L'équation  que  nous  venons  de  traiter  e*  ^"®  ^** 
LIEU  oioMiTRiQUE  des  pieds  des  perpendiculaires  -^^^.^^^  du 
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ySgr#r  d'une  tlUpae  êur  la  tangenU  oortêidérée  dans  toutes  ses 
positions, 

aa  Enfin,  la  décomposition  d'un  polynôme  en  facteurs  ration- 
nels peut  être  fort  utile  dans  l'élimination  ;  car  on  a  tu  (n®  384) 
qne^lorsqn'on  est  parvenu  a  décomposer  les  premiers  membres  de 
deux  équations  en  leurs  facteurs  simples, la  détermination  des 
systèmes  de  yaleurs  propres  à  yérifier  ces  deux  équations»  se 
réduit  à  celle^des  systèmes  qui  correspondent  aux  combinaisons 
deux  à  deux  de  ces  facteurs  égalés  à  zéro. 


FIN. 
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